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B. O. Teubners Sammlung von Lehrbüchern auf 

dem Gebiete der Mathematischen Wissenschaften 

mit Einschluß ihrer Anwendungen. 
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Vorwort. 

102 Jahre sind verflossen, aeitdem Poneelet ia Saratow die Muße 
eines Kriegsgefangenen durch Wiederaufnahme der auf der polytech- 
nischen Schule unternommenen, aher zu schnell ahgebroehenen mathe- 
matischen Studien ausfüllte. Da mußte er denn oft solche Lehren der 
analytischen Geometrie, deren er sich nicht mehr genau erinnerte, durch 
neuerfundene Methoden ersetzen; dabei gelang es ihm, solche zu er- 
sinnen, die viel schneller zum Ziele führen, als die alten. Dies gilt nicht 
nur von der von ihm begründeten projektiven Geometrie, sondern auch 
von dem sogenannten Kont in uitätsprinzip, auf das er selbst ein großes 
Gewicht legte. Die Anwendungen dieses Prinzips, die er in seinem Traiie 
de la Geometrie Prcjedive gibt, lassen nicht nur erkennen, wie schnell 
und leicht man mit ihm ohne algebraische Rechnungen zu Resultaten ge- 
führt wird, sondern zeigen tatsächlich auch, daß seine Methode ganz die- 
selbe Sicherheit, wie die wirkliche Durchführung dieser Rechnungen 
leisten kann. Die Existenz der algebraischen Gleichungen, deren Grade 
man durch Betrachtung von Spezialfällen bestimmt, ist nämlich in allen 
den von ihm behandelten Fällen ganz unzweifelhaft. 

Die so gewonnene Sicherheit beruht jedoch darauf, daß die Mög- 
lichkeit einer algebraischen Behandlung dieser Aufgaben gegeben ist 
Poneelet wollte aber sein neues Prinzip als eine der algebraischen Be- 
handlung entgegengesetzte geometrische Methode aufgefaßt wissen oder 
es wenigstens unabhängig von einer solchen machen. Zwar läßt es sich 
auch in gewissen Fällen anwenden, in denen die Kontinuität, die die Vor- 
aussetzung für eine exakte Anwendung seines Prinzips sein muß, nicht 
durch die Möglichkeit einer algebraischen Darstellung, sondern durch 
eine rein geometrische Definition gesichert wird, und eine solche Defi- 
nition -fordert Poneelet jedenfalls. Solche Fälle (die wir übrigens auch 
hier ausschließen werden) waren aber damals noch nicht bekannt und 
selbst für Poneelets weitreichenden Blick dämmerten sie wohl nur un- 
deutlich auf. Cauchy konnte daher das von Poneelet ausgesprochene 
Prinzip, dessen Nützlichkeit und — innerhalb der richtigen Grenzen — 
vollsländige Zuverlässigkeit er kaum richtig würdigte, als „une forte 
induction" bezeichnen. 

Dieses Urteil hinderte jedoch nicht, daß sich die Anwendungen 
des Prinzips nach und nach vermehrten, gab aber zu einer oft über- 
flüssigen Vorsicht beim Gebrauch Anlaß. Um die Voraussetzungen für 
seine Zuverlässigkeit klar hervorzuheben, hat daher Schubert dem Prinzip 
einen neuen Namen: „Prinzip der Erhaltung der Anzahl" gegeben 
und daran eine neue Formulierung geknüpft, durch die die Vei'bindung 
mit der Algebra berücksichtigt wird. Diese Formulierung hat aber selbst 
wieder zur Kritik Anlaß gegeben. Zwar hat man durch spätere Bei- 
fügungen einwandfreie Formulierungen erhalten, Sie würden aber dem 
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Anfänger au künstlich vorkommen, um in einem Lehrbucli den Aus- 
gangspunkt für die praktischen Anwendungen bilden zu können, Sie 
würden anch fiir eine solche Verwendung nicht genügen, da sie nichts 
darüber aussagen, wievielmal jede Art von Lösungen in einer gesuchten 
oder gefundenen Anzahl mitzuzählen ist. 

Daher sehen wir in diesem Lehrbuche von einer Formulierung eines 
„Prinzips der Erhaltung der Anzahl" ab, oder wir beschränken dieses 
Prinzip auf das rein algebraische, daß „der Grad oder die Anzahl der 
Wurzeln einer algebraischen Grleichung von den Werten der Koeffizienten 
dieser Gleichung unabhängig ist". Nur muß man die verschiedenen 
Wiirzeln, auch unendliche, imaginäre und zusammenfallende, in Übei- 
einstimmuDg mit den Forderungen der Algebra abzählen. „Die Metho- 
den der Erhaltung der Anzahl" zielen darauf ab, diese Abzahlungen aus- 
zuführen, und zwar geschieht dies durch Befolgung gewisser Regeln, 
sowie dadurch, daß man nötigenfeUs auf die Form zurückgreift, die die 
algebraische Behandlung in den vorliegenden Fällen annehmen würde. 

Indem wir diese Methoden und die verschiedenen Formen, die sie 
annehmen können, in den ersten zwei Eapiteln dieses Lehrbuches aus- 
einand ersetzen und durch zahlreiche Beispiele erklären, werden wir zu 
ihrem exakten Gebrauch Anleitung geben und die Überaeugung wecken, 
daß man sie mit vollem Vertrauen anwenden darf. Gleichzeitig bemerken 
wir jedoch, daß die Verfasser, die eich auf das sogenannte Prinzip der 
Kontinuität oder der Erhaltung der Anzahl gestützt haben, im wesent- 
lichen dieselben Betrachtungen angestellt habMi, ohne dies freilich immer 
ausdrücklich zu sf^en. So erkort es sich, daß sich, trotz dem von Cauehy 
ausgesprochenen und später oft gehegten Verdacht gegen dieses Prinzip, 
kaum ein durch dasselbe gewonnenes Resultat ab unrichtig nachweisen 
Mßt. Nur eine einzelne Gattung von Anwendungen gibt es, die wirklieh 
auf einer unvollsländigen Liduktion beruht. Von dieser wird in Nr. [33] 
gesprochen. 

In der Tat sind im übrigen ganz dieselben Betrachtungen nötig, 
um eine richtige Anwendung der durch analytische Geometrie gewon- 
nenen Resultate auf Spezialfälle zu gewährleisten, und ähnliche Betrach- 
tungen sind notwendig, um die verschiedenen durch das weniger bestrit- 
tene Korrespondenzprinzip gefundenen Auflösungen richtig unterschei- 
den zu können. Dieses Prinzip, und zwar sowohl das von Ckasles und 
Jonquieres herrührende einfache, als auch die Gayley-BrülBdiie Erwei- 
terung, sowie die Anwendungen dieser Sätze werden im vierten Kapitel 
behandelt, nachdem man im dritten die Anwendungen der Geschlechtsätze 
kennen gelernt hat. Was das Cayley-SriUsche Prinzip betrifft, so hat 
zwar A. Hurwitz gezeigt, daß es nicht aRe Korrespondenzen auf einer 
Kurve umfaßt, und dafür eine allgemeine Formel aufgestellt Da diese je- 
doch niemals zu wirklichen Abzahlungen benutzt worden ist, habe ich sie 
auch hier nicht aufgenommen, sondern vorgezogen, wie M. SurcMardt 
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in den Comptes Rendus 126 (1898) vorgeschlagen hatte, im Anschluß an 
Cayleya und Brüls eigene Sätze eine allgemeine Behandlung der ver- 
schiedenen Korreapondenzen durch Einführung gebrochener Wertig- 
keiten 7.U gewinnen. 

Dadurch weicht meine Behandlung wesentlich von F. Severia ab, 
der die seinige auf die Brill-Nöthersche Lehre von linearen Reihen von 
Punlitgruppen auf einer Kurve gründet, während ich einen mehr ab- 
zählenden Ausgangspunkt nehme, von dem aus man auch die genannten 
Eeihea behandeln kann. Severis Behandlung wird man aus seinem vor- 
trefflichen, bis jetzt leider nur autographierten Lehrbuch: Lezioni di 
Geometria Algehrtca, Fadma 1908, erlernen können. Die Anzahl der die 
vorliegenden Fragen behandelnden Lehrbücher ist noch so klein, daß 
es nützlich sein wird, wenn in diesen verschiedene Ausgangspunkte ge- 
wählt sind. 

In dem dritten und vierten Kapitel behandle ich übrigens nicht nur 
Korrespondenzen auf Kurven, sondern auch solche, die Flächen betreffen. 

Aus dem fünften Kapitel wird man ersehen, daß einige seinerzeit 
viel besprochene, zu weit gehende Verallgemeinerungen von -Tonquieres 
und Cliasles, für die man besondere analytisch geometrische Be- 
weise gesucht hatte, vermieden werden, wenn man die Hauptregelu der 
abzählenden Geometrie genau wahrnimmt. 

Im sechsten Kapitel gebe ich eine Anleitung zum Schufjertschen 
„Kalkül" der abzählenden Geometrie. Betreffs der auf diesen Kalkül ge- 
gründeten Formeln muß ich übrigens aui' Schiiherts eigenes, 1876 er- 
schienenes Buch verweisen; seine weitergehenden Anwendungen würde 
mau am besten aus einem Buche erlernen können, das die mehrdimen- 
sionale Geometrie behandelt; ein solches wird wohl auch in der Teub- 
nerschen Folge von Lehrbüchern erscheinen. Auf diese Anwendungen 
gehe ich hier und in den vorhergehenden Kapiteln nur insofern ein, als 
ich zeige, daß die abzählenden Methoden auch auf mehrdimensionale 
Gebilde anwendbar sind. 

Übrigens läßt sieh der richtige Gebrauch der Methoden nur durch 
Anwendung auf verschiedenartige Beispiele erlernen. Diese sind hier so 
gewählt, daß sie gleichzeitig die große Tragweite der Methoden 
erkennen lassen, was auch ein Hauptzweck des Lehrbuches sein muß. 
Durch die abzählenden Methoden lassen sich dieselben allgemeinen Er- 
gebnisse, wie durch die Methoden der analytischen Geometrie, und zwar 
schneller erzielen. Die Beispiele sind denn auch so gewählt, daß sie die 
Anwendbarkeit auf die verschiedenen, algebraisch darstellbaren geo- 
metrischen Gebilde erkennen lassen. Dabei werden viele Untersuchungen 
durchgeführt, und man wird hinieiehende Anleitung finden, um weiter 
zu gehen, als der Platz es hier erlaubt. Da jedoch im vorliegenden 
Buche die verschiedenen Untersuchungen nach den angewandten Metho- 
den geordnet sind, muß man oft solche, die dieselben geometrischen 
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VI Vorwort 

Gebilde betreffen, an verscbiedenen Stellen suchen. Das S. 393 — 394 bei- 
gefügte „Verzeichnis" wird es aber dem Leser, der sieb mit ünter- 
Buchimgen über bestimmte Gebilde beschäftigt, leicht ermöglichen, den 
einschlägigen Stoff zu finden. Einen ähnlichen Zweck haben viele der 
Hinweise im Test. 

Weiteren Übnngsstoff sollen die am Schlüsse der euizelnen Ab- 
schnitte beigefügten Aufgaben gewahren. Einige sind nur einfache An- 
wendungen, andere erfordern mehr selbständige Untersuchungen. Ein- 
zelne, die ich mit einem Asteriak (*) bezeichnet habe, sind meines Er- 
achtens für größere Seminar arbeiten, ja selbst Doktordissertationen ge- 
eignet. 

Es würde recht schwierig sein, einem Lehrbuch, in dem neben neuen 
Untersuchungen im voraus bekannte 'Sachen einer neuen, dem ganzen 
Plan angepaßten Behandlung unterworfen sein müssen, genügende 
Literaturan gaben beizufügen. Im yorliegenden Falle kann der Verfasser 
aber auf die Zitate in seinem Artikel in der Enzyklopädie der mathe- 
matischen Wissenschaften verweisen. Da wird der Leser in einer Anord- 
nung, die nur durch Vertauschung einiger Kapitel von der hier vor- 
liegenden abweicht, den Ursprung der hier behandelten Methoden und 
Lehren kennen lernen und Anweisung zu ihrem genaueren Studium finden 
können. Hier zitiere ich daher nur solche Schriften, die nach dem Er- 
scheinen der deutschen Ausgabe des Artikels in der Enzyklopädie ver- 
öffentlicht worden sind. 

Nur einen Namen werde ich noch hier in der Vorrede erwähnen,, 
nämlich den meines langst verstorbenen Freundes G. Halpfien. Seine 
kritischen Bemerkungen über verschiedene Anwendungen der abzählen- 
den Methoden, die nicht nur in seinen Abhandlungen vorkommen, son- 
dern die ich auch in Brief und Wort mit ihm erörtert habe, sowie die 
von ihm gefundenen Mittel und Wege zur tjberwindnng der betreffenden 
Schwierigkeiten sind mir besonders wertvoll gewesen für die Ausarbei- 
tung eines Lehrbuches, das zu einer exakten Anwendung der abzählen- 
den Methoden der Geometrie anleiten will. 

Ich bin sehr erfreut, daß der Herr Oberlehrer Dr. M. Caspar die- 
sprachliche Durchsicht meines Buches bat übernehmen wollen. Mit einem 
Takt, der mir von einer früheren Mitarbeit her bekannt war, hat er es. 
erreicht, daß die sprachlich verbesserte Ausdrucks weise bis in die Einzel- 
heiten mit der von mir beabsichtigten übereinstimmt. 

Noch bin ich der Firma B. G. Teubner dafür dankbar, daß die 
Untersuchungen, mit denen ich mich mit Vorliebe von meiner Jugend 
an bis in das hohe Alter beschäftigt habe, jetzt in ihrem vollen Zu- 
sammenhang erscheinen. 

Dem dänischen „Carlsbergfond" verdanke ich die zur Ausarbeitung; 
des Buches notwendige Muße. 

KjöbenhaTn im April 1914. 

H. G. Zeuthen. 
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Erstes Kapitel. 

Einleitung. 

a) Zweck und Begriffe. 

[1] Bedeutimg' der Anzahlen. Die analytische Geometrie führt 
die geometrischen Untersuchungen auf Umformungen von Systemen al- 
gebraischer Gleichungen zurück. Die Bedeutung der dadurch gewonne- 
nen, neuen Gleichungen beruht sehr oft, und namentlich wenn es sich 
um die Herleitung allgemeiner Resultate handelt, nicht auf den Werten 
ihrer Koeffizienten, sondern auf ihrer Form. Diese hängt wesentlich von 
dem Grade der Gleichungen in Beziehung auf die in sie eingehenden un- 
bekannten, variablen oder nur unbestimmt gelassenen Größen ab. Be- 
trachtet man eine dieser in eine Gleichung eingehenden Großen, x, als 
unbekannt, die übrigen als bekannt, so wird der Grad der Gleichung in 
X die Anzahl ihrer Wurzeln angeben, wenn man nur die imaginären 
Wurzeln der Gleichung mitzählt und mehrfach zählende Wurzeln ge- 
bührend berücksichtigt. Die Anzahlen der Wurzeln einer solchen alge- 
braischen Gleichung sind gleichzeitig die Anzahlen der durch diese be- 
stimmten geome tri sehen Gebilde, wenn man sich darunter auch solche 
vorstellt und in die Anzahlen einbezieht, die den imaginären Wurzeln ent- 
sprechen. So aufgefaßte Abzählungeu der geometrischen Gebilde, die ge- 
gebenen, algebraisch ausdrückbaren Bedingungen unterworfen sind, wer- 
den daher zu denselben allgemeinen Resultaten führen, wie die vollstän- 
dige Bildung der entsprechenden algebraischen Gleichungen, insofern 
man von der numerischen Bestimmung der Koeffizienten absieht. Selbst 
diese Bestimmung, die ja namentlich für die einzelnen Anwendungen 
notwendig wird, läßt sich oft viel leichter erreichen, nachdem man durch 
Abzahlung die Form der betreffenden Gleichungen erhalten hat. Diese 
Bedeutung der Anzahl eubestimmung läßt sich schon aus den folgenden 
einfachen Beispielen ersehen. 

Wenn man sich auf irgendeine Weise versichert hat, daß eine Kon- 
struktionsaufgabe zwei Lösungen hat, so bedeutet dies; die Aufgabe 
hängt von einer Gleichung zweiten Grades ab, ist also algebraisch ohne 
Einführung anderer Wurzeln als Quadratwurzeln, und geometrisch durch 
Lineal und Zirkel lösbar. Die Beobachtung der genannten hinreichen- 
den Bedingung dient auch zur Orientierung bei der Auffindung der wirk- 
lichen Lösung. Weiß man z. B., daß die Bestimmung eines Punktes einer 
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Geraden zwei Losungen hat, bo weiß man aach, ohne die bestimmende 
Gleichung zweiten Grades zu entwickeln, daß die Aufgabe, den Mittel- 
punkt der durch die zwei Punkte begrenzten Strecke zu bestimmen, von 
einer Gleichung ersten Grades abhängen wird. Letztere Bestimmung, 
mit der man die Auflösung anfangen kann, gestaltet sich duher ein- 
facher.') Ahnliche Betrachtungen kann man auch mit Erfolg an- 
wenden, um Fälle aufzufinden, wo Aufgaben, die mehr als zwei Lo- 
sungen haben, doch durch Ausziehen von Quadratwurzeln oder durch 
Lineal und Zirkel lösbar sind. 

Suchen wir z. B. eine durch einen gegebenen Punkt A gehende 
Gerade, die von zwei gegebeneu Geraden i und c in den Punkten B und 
C so geschnitten wird, daß BC gleich einer gegebenen Strecke a ist. 
Diese Aufgabe hat vier Losungen. Sehen wir nämlich von der For- 
derung ab, daß C auf der Geraden c liege, so wird der Ort des Punktes 
C eine (Eonchoide genannte) Kurve vierter Ordnung sein. Dieses Er- 
gebnis werden wir bald durch Abzählen der Schnittpunkte der Kurve 
mit einer durch A gehenden Geraden erhalten können [18]; ohne die 
Kenntnis abzählender Methoden kann man die Ordnung der Kurve 
jedenfalls durch wirkliche Aufstellung ihrer Gleichung bestimmen. Die 
Bestimmung der Schnittpunkte des gefundenen Ortes mit der willkür- 
lichen Geraden c hängt im allgemeinen von einer nicht durch Quadrat- 
wurzeln lösbaren Gleichung vierten Grades ab, und die Aufgabe läßt 
sich also im allgemeinen nicht durch Lineal und Zirkel lösen. 

Anders gestaltet sich die J'rage, wenn der Punkt A auf der Hal- 
bierungslinie eines der von h und c gebildeten Winkel liegt. Wegen 
der Symmetrie lassen sich dann nämlich die Lösungen paarweise so 
verbinden, daß die vier zu einem dieser Paare gehörigen Punkte B, C 
und B', C auf einem Kreise liegen. Solcher Kreise gibt es also nur 
zwei, und ihre Bestimmung wird daher einfacher sein. Wirklich findet 
man leicht ihren Halbmesser, da Sehnen gegebener Länge a Zentri- 
winkeln gegebener Größe enisprechen sollen; weiter kennt man noch 
zwei auf einem Durchmesser liegende, harmonisch verbundene Punkte, 
nämlich A und den Schnittpunkt von b und c. Die Kreise sind daher 
leicht zu konstruieren, und lösen unmittelbar die gestellte Aufgabe. 

Findet man, daß eine in projektivischer Form gestellte Aufgabe 
nur eine Lösung hat, so Mßt sie sich allein mittels des Lineals lösen. 

Hat eine Aufgabe drei Lösungen, so werden die Stücke der zu 
bestimmenden Figur durch solche irrationale Ausdrücke bestimmt, die 
man durch Lösung von Gleichungen dritten Grades erhält Da über- 
haupt die Natur der algebraisch bestimmbaren Großen auf dem Grade 
der dazu dienenden Gleichungen beruht, so ist die Bestimmung des 



1) Ütier eine andere Methode zur Lösung solcher Aufgaben ohne 
düng der Gleichung siehe [100]. 



y Google 



[2] Beziehung auf die Älgebia, mehrdimensionale Räume 3 

Grades dieser Gleiclmngen, also der Anzahl der Lösungen, ein wirk- 
licher Beitrag zur Charakterisiernng dieser Lösungen. 

Der Gesamtgrad einer Gleichung in Beziehung auf mehrere (r) 
Variabeln ist gleich dem Grad einer nur eine dieser Größen enthalten- 
den Gleichung, die man erhält, wenn man aus ihr und einer hinreichen- 
den Anzahl von heliebigen linearen Gleichungen die übrigen Variabein 
eliminiert. Die große Bedeutung dieser Gradzahl ist wohl bekannt. Ist 
z. B. r = 2 und bezeichnen die Variabein x und y Koordinaten in der 
Ebene, so bedeutet der genannte Grad die Ordnung einer Kurve. Ist 
dieser Grad, der auch durch die abzählenden Methoden ohne wirkliche 
Bildung der Gleichung zu bestimmen ist, gleich eins, so weiß man, daß 
die Kurve eine Gerade ist, und ihre vollständige Bestimmung erfolgt, 
wenn man nur noch zwei ihrer Punkte kennt. Ist der Grad zwei, so 
wird die Kurve ein Kegelschnitt sein und dann durch fünf ihrer Punkte 
oder durch andere Bedingungen — die in besonderen t'äilen z. B. be- 
wirken können, daß sie ein Kreis wird — bestimmt werden. Ebeuso 
wird eine höhere Gradzabl schon an und für sich ein wesenthches Be- 
stimmungsstüek sein, das zur vollständigen Bestimmung der Kurve hin- 
führen kann. Weiter kann eine Kurve gegebener Ordnung durch an- 
dere Anzahlen, z. B. durch die ihrer Doppelpunkte oder anderer 
singulärer Punkte genauer charakterisiert werden. 

Auf ähnliche Weise kann man eine Kurve durch ihren Grad in 
Linienkoordinaten, d. h. ihre Klasse, und sodann genauer durch Anzahlen 
singulärer Tangenten charakterisieren. 

Den Gesamtgrad einer Gleichung in den drei Punktkoordinaten 
im Räume nennt man die Ordnung der durch die Gleichung dargestell- 
ten Fläche. Diese Ordnungszahl leistet den ersten nnd wichtigsten 
Beitrag zur Bestimmung der Pläche, die dann durch eine hinreichende 
Anzahl ihrer Punkte oder auch auf andere Weise bestimmt werden 
kann. Äußerlich kann auch die Fläche durch andere ganze Zahlen, 
deren Bedeutung später erklärt werden wird, so durch ihi'en Rang und ihre 
Elaase, durch jene Zahlen, die ihre Doppeikurven oder andere singulare 
Kurven chitrakteriaieren, die Anzahlen isolierter singulärer Punkte usw. 
charakterisiert werden. Ebenso wird eine Raumkurve durch gewisse 
ganze Zahlen charakterisiert. Solche charakterisieren auch Schalten von 
Kurven nnd Flächen; dazu dienen z. E. die Anzahlen der Kurven oder 
Flächen einer einfach unendlichen Schar, die durch einen gegebenen 
Punkt gehen, eine gegebene Gerade berühren usw. 

[2] Beziehung zur Algebra, mehrdimenBlouale Bäume. 
Alle die hier besprochenen Anzahlen sind, wie schon in [1] bemerkt, 
Grade algebraischer Gleichungen. Die Methoden, mit denen wir 
uns beschäftigen werden, dienen dazu, diese Grade zu bestimmen, ohne 
daß es nötig ist, die Gleichungen selbst zu entwickeln. Eines setzen sie 
aber alle voraus, nämlich daß die Existenz der algebraischen Gleichung, 
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deren Grad in Beziehung auf verschiedene Größen oder deren ( 
grad gesucht wird, gesichert ist. Dies wird der Fall sein, wenn die 
Relation zwisclien den betreffenden Großen aus gegebenen algebraischen 
Gleichungen allein durch die folgenden Operationen hergeleitet wird; 
1. Elimination und ähnliche rein algebraische Umformungen, die ohne 
Auflösung der Gleichungen und ohne die damit möglicherweise verbun- 
dene, willlriirliohe Trennung der Wurzeln nach Vorzeichen, Realität usw. 
ausgeführt werden können, und 2. Differentiation. Man darf also 
die Methoden nur auf algebraisch darstellbare Gebilde anwenden, und 
man muß über die Möglichkeit einer Auflösung mittels der genannten 
Operationen arteilen können. Ein solches Urteil wird aber niemals 
Schwierigkeiten verursachen; dagegen erspart man sich die oft so weit- 
läufige, wirkliche Ausführung der genannten Operationen. Wir bemer- 
ken, daß die Zulässigkeit der Differentiation es erlaubt, auch Tangenten- 
und Umhüllungsauf gaben unseren Methoden zu unterwerfen. Dasselbe 
gilt aber offenbar nicht von Aufgaben, deren Auflösung Integrationen 
verlangen, also von Längen- und Flächenbestimmungen usw. 

Der Gegenstand und der Zweck der abzählenden Methoden ist 
also rein algebraisch. Gewissermaßen wäre es also natürlicher sie die 
abzählenden Methoden der Algebra als die abzählenden Methoden der 
Geometrie zu nennen. Historisch sind sie aber an geometrische Unter- 
suchungen geknüpft, oder wenigstens an Untersuchungen, denen man 
eine geometrische Gestalt gegeben hat, und diese Gestalt hat man beibe- 
halten, weil sie gewisse Vorteile darbietet. Einmal regt die geometrische 
Anschauung zu neuen Entdeckungen und Beobachtungen an. Man 
könnte vielleicht befürchten, daß sie auch irreführen könnte, nament- 
lich weil die Untersuchungen sowohl reelle als imaginäre Gebilde um- 
fassen sollen, und wir letztere, die nur durch imaginäre Größen definiert 
sind, im wirklichen Räume gar nicht zur Darstellung bringen. Wir 
werden jedoch in [47] sehen, daß man völlig sichere Schlüsse aus 
Fällen, wo gewisse Gebilde reell sind, auf solche, wo sie durch imaginäre 
Gebilde ersetzt werden, ziehen kann. Übrigens dürfen hier, wie überall 
in der exakten Geometrie, die wirklichen Schlüsse nicht auf eine 
mehr oder weniger gesicherte geometrische Anschauung gegründet 
werden, sondern müssen derartig sein, daß sie sich auch in die Sprache 
der Algebra übertragen lassen. Doch wird die geometrische Darstellung 
immer einen wichtigen Vorteil behalten, nämlich den, daß die dazu ge- 
hörigen Benennungen es erlauben, die zu behandelnden Begriffe fest- 
zuhalten und dadurch sowohl die Operationen, als auch die nach und nach 
gewonnenen Ergebnisse so einfach auszudrücken, daß man sie weiter 
benutzen kann. Diesen Dienst leistet nämlich hier die algebraische 
Zeichensprache nicht, wie es sonst der Fall ist, eben weil man durch 
die abzählenden Methoden die algebraischen Ausrechnungen umgeht. 

Sodann ist für Anwendungen auf die eigentliche Geometrie die 
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geometrisclie Form ein unmittelbarer Vorteil. Aber auch e 
von diesem Vorteil, der ja nur auf den wirklichen Raum Bezug 
bleibt die geometrische Darstellunggform überhaupt so nützlich, 
man, um auch Gleichungen mit mehr als drei Variabein f 
ausdrücken zu können, als Gegenstand der abzählenden Methoden mehr- 
dimensionale Räume behandelt. In den meisten Fallen glauben wir im 
folgenden die verBchiedenen Methoden, die wir zu entwickeln haben 
am besten durch Beispiele, die die Ebene oder den dreidimensionalen 
Raum betreffen, darlegen zu können. Die größere Vertrautheit mit 
diesen Gebieten, die wir bei unseren Lesern voraussetzen dürfen, wird 
nämlich dazu beitragen, daß die daraus entnommenen Beispiele die 
Brauchbarkeit der Methoden deutlicher hervortreten lassen. Einzelne sich 
auf die höheren Räume beziehende Beispiele werden jedoch zeigen, daß 
sich dieselben Methoden auch mit Nutzen auf mehrdimensionale Unter- 
suchungen anwenden lassen. Dagegen verweisen wir die Entwicklung 
mehr zusammenhängender Theorien der mehrdimensionalen Gebüde, 
wenn sie auch abzählende Methoden benutzen, in Lehrbücher, die solche 
Gebilde zum Hauptgegenstande haben, wie denn überhaupt die zusammen- 
hängenden Theorien, die man mittels der abzählenden Methoden aus- 
führen kann, so die der algebraischen Kurven, Fachen usw., hier nicht 
unsere Hauptaufgabe sein können. 

Die geometrische Form darf jedoch während der Untersuchung 
den algebraischen Ursprung der abzählenden Methoden niemals ver- 
gessen lassen. Das Festhalten an der Verbindung mit der Algebra er- 
möglicht es vielmehr, an jedem Punkte der Untersuchung, wo es nütz- 
lich sein möchte, die Gleichungen, deren Formen durch die Gradzahlen 
bestimmt werden, wirklich zu bilden, und so zu einer algebraischen 
Behandlung Überzugehen, Es ist aber auch nötig, um mit vollständiger 
Sicherheit und mit voller Ausbeute die abzählenden Methoden selbst be- 
nutzen zu können. 

[3] Reduzible Aufgaben; mehrfache iLSsung'eii. Eine durch 
abzählende Methoden zu bestimmende Zahl w ist der Grad einer Glei- 
chung, die man, wenn die Unbekannte x genannt wird, so schreiben kann : 
(1) «0^"+ «13;"-^+ «jiK"-'-)- -■■«„= 0, 

wo «Ol **! ■■■ '^B ^''" ^^^ übrigen variabeln oder willkürlichen Größen, 
die die zu untersuchenden Gebilde betreffen, abhängen. Diese Abhängig- 
keit kann eine solche sein, daß die Gleichung für alle Werte der Größen, 
also für alle zu behandelnden Gebilde, reduzjbel wird, d. h., daß ihre linke 
Seite in ein Produkt von Faktoren zerfällt, die sowohl in Beziehung 
auf X, als auch auf die übrigen Größen rational sind. Man hat dann 
mit allgemeinen Bezeichnungen, wobei IT das Produkt von Faktoren 
von der nachstehenden Form bezeichnet. 
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und also 

■wo ^ Sumiiie bedeutet. 

Wenn man nun durch eine abzählende Methode n bestimmt hat, 
so bedeutet diese Zahl einerseits die Anzahl der Lösungen einer Auf- 
gabe, die so formuliert war, daß sie sieh unmittelbar durch die Glei- 
chung ausdrücken ließ, andererseits ist sie aber auch die Summe der mit 
den Koeffizienten s multiplizierten Anzahlen r der Lösungen einfacherer 
Aufgaben. Gewöhnlich ist in solchen Fällen die Bestimmung der ver- 
schiedenen Anzahlen r der Zweck der Untersuchung. Hat man dann n 
bestimmt, und dazu noch die Koeffizienten s, was oft durch die Betrach- 
tung der Natur der verschiedenartigen Lösungen geschehen kann, eo 
hat man nur eine Anzahlengleiehung zur Bestimmung der Zahlen r, 
und muß dann noch eine hinreichende Anzahl anderer Anzahlenglei- 
cbungen, in die dieselben Anzahlen in anderer Form eingehen, herleiten. 
Man hat dabei den Vorteil, daß die Werte von r ganze, und positive 
Zahlen sein müssen. Dasselbe gilt übrigens auch von den Koeffizienten s, 
von welchen man bisweilen einige, deren direkte Bestimmung schwierig 
sein würde, durch Benutzung weiterer Anzahl eugleichungen finden kann. 

Die gestellte Autgabe wird in diesem Falle reduzibei genannt. Die 
r Wurzeln der Gleichungen 

geben s-fache Lösungen der allgemeinen Aufgabe. 

Ale Beispiel der hier genannten Auflösung nennen wir die Bestim- 
mung der Anzahl der Schnittpunkte einer Kurve k"" Ordnung mit einer 
Geraden, die durch einen ^-fachen Punkt der Kurve geht und die Kurve 
noch in einem Punkte berührt. Die voUe Anzahl dieser Schnittpunkte 
ist, wie für eine wiUkÜrhche Gerade, «; von diesen fallen aber jetzt k in 
den Ä-fachen Punkt, 2 in den Berührungspunkt, und nur die übrigen 
n — & — 2 sind eigentliche und getrennte Schnittpunkte. 

[4] Spezialfälle und G-reiufälle; unendlich viele Iiösnugeu. 
Wie in dem hier betrachteten Beispiele sind die in Faktoren zerleg- 
baren Gleichungen oft Spezialfälle der Gleichung, die zur Auflösung 
einer allgemeineren Aufgabe dient. Die für diese gewonnenen all- 
gemeinen Ergebnisse sind natüi-lich auch auf alle darin inbegriffenen 
Spezialfälle anwendbar; nur muß man dann beachten, daß die Aufgabe 
auch für die Spezialfälle so gestellt wird, daß die spezialisierte Frage- 
stellung keine Losung der allgemeinen Aufgabe ausschließt und keine 
neue einführt. Wenn man also im ebengenannten Beispiele die Auf- 
gabe als Spezialfall der Bestimmung der Schnittpunkte der Kurve mit 
einer beliebigen Geraden betrachten will, so muß man nicht nur die 
getrennten, einzelnen Schnittpunkte, sondern auch die fc in den A'- fachen 
Punkt fallenden und die 2 in den Berührungspunkt failenden Schnitt- 
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punkte mitzählen. Daß es nötig ist, die Aufmerksamkeit auBdrücklieh 
auf den hier hervorgehobenen, selbstverständlichen Umstand zu richten, 
rührt daher, daß der Sprachgeh rauch bisweilen im Spezialfälle nur ge- 
wisse Lösungen als eigentlich betrachtet und gewisse andere als un- 
eigentlich ausschließt, die jedoch mitzuzählen sind, wenn man das 
allgemeine Resultat auf den Spezialfall anwenden will. Die Unterschei- 
dung zwischen Schnittpunkten und Berührungspunkten könnte z. B. da- 
zu führen, die in einem Berührungspunkte zusammenfallenden Schnitt- 
punkte nicht unter die Schnittpunkte zu zählen, was jedoch im hier ge- 
nannten Beispiele durchaus notwendig ist. Die genannte Überle 
konnte in anderen Beispielen größere Schwierigkeit verursachen als b 
Daher heben wir hervor, daß man, um eine Aufgabe der abzählenden Geo- 
metrie als Spezialfall eiuer allgemeinen Aufgabe betrachten zu können, sie 
als Grenzfall auffassen muß. Durch unendlich kleine Abänderung der 
Größen und Figuren, die im Spezialfälle bestimmte Werte, Lage und 
Gestalt annehmen, kann man einen Fall erhalten, auf welchen die für 
die allgemeinere Aufgabe geltende Abzahlung unmittelbar Anwendung 
findet. Nachher muß man dann noch prüfen, wie viele der so gefun- 
denen einzelnen Losungen mit den sogenannten eigentlichen, und wie 
viele mit uneigentlichen Lösungen der Spezialaufgabe zusammenfallen. 
Schon bei der algebraischen Behandlung können gewisse Wurzeln 
einer Gleichung in Spezialfällen der Beachtung entgehen, nämlich jene, 
die unendlich werden. Wenn in unserer Gleichung (1) 

ist, so wird nur eine Gleichung von der Ordnung n~r übrig bleiben, 
und die durch diese reduzierte Gleichung unmittelbar gestellte Aufgabe 
hat dann nur die durch ihre n — r Wurzeln bestimmten w — i- Lösun- 
gen. Wenn man aber die Aufgabe als Spezialfall der durch die allge- 
meine Gleichung (1) gelösten Aufgabe auffaßt, kommen dazu noch die 
r Wurzeln, die eben, wenn man den Spezialfall als Grenzfall betrachtet, 
unendlich geworden sind. Wenn z. B. die Unbekannte x die Abszisse 
eines Schnittpunktes einer ebenen Kurve n*" Ordnung und einer Ge- 
raden bezeichnet, so sieht man, daß man, um immer n Schnittpunkte zu 
erhalten, die unendlich fernen mitzählen muß, wenn es solche gibt. 

Die unendlichen Wurzeln der Gleichung rühren ja übrigens nur 
von der Form der algebraischen Fragestellung her. Macht man die Glei- 
chung homogen, indem man x durch -- ersetzt und die Gleichung mit 
*/" multipliziert, so wird ihre linke Seite immer n Faktoren von der 
Form Äx + Bt/ haben, und diese Zahl, die dann als Anzahl der Lösun- 
gen zu betrachten ist, ändert sieh nicht, wenn auch ein oder mehrere 
Koeffizienten a null werden. Ebenso verlangen die unendlich fernen 
Punkte keine besondere Berücksichtigung, wenn man die geometrische 
Fragestellung projektivisch macht. 
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Besonders sind solche Fälle zu beachten, in denen 
a^ = öj = Oj = ■ ■ ■ o„ = 
wird, und die Gleichung (1) also identisch erfüllt wird. Die durch eine 
solche Gleichung dargestellte Aufgabe hat dann unendlich viele Lö- 
sungen, und die dafür angegebene Anzahl n wird also, wenigstens 
unmittelbar, bedeutungslos. Der Fall kann jedoch in der Weise als 
Grenzfall entstehen, daß die Identität nur davon herrührt, daß gleich- 
zeitig alle Koeffizienten einen gemeinschaftlichen Faktor bekommen, und 
dieser Faktor verschwindet. Durch Ausscheidung dieses Faktors bekommt 
man dann immer « Lösungen der als GrenzfaU betrachteten Aufgabe. 
In dem System von Kurven, das durch die in cc, y und c algebraische 
Gleichung f(x, y,c) = bestimmt wird, wo x und y Koordinaten, c ein 
variabler Parameter ist, werden sich die den Werten c^ und Cj entspre- 
chenden Kurven z. B. in einer gewissen Anzahl r von Punkten schnei- 
den. Wird Cg= q, so fallen die Kurven zusammen und die wirkliche 
Anzahl der ihnen gemeinsamen Punkte wird unendlich, die Anzahl r 
also an und für sich bedeutungslos. Wird aber der Fall als ein Grenz- 
fall betrachtet, so werden die Gleichungen f(x, )/, c) = und -^-^— = 
r Punkte bestimmen, die Grenzlageo der Schnittpunkte der durch c be- 
stimmten und einer ihr unendlich benachbarten Kurve des Systems sind. 

Ein anderes einfaches Beispiel bietet die Tangente an eine durch 
ihre Gleichung /"(a:,|/) = Ogegebene Kurve im Punkte (a:,j/)dar, IhrBich- 
tungskoefflzient a ist durch die Gleichung in Punktkoordinaten 

eindeutig bestimmt. Um dieses Resultat auch auf Spezialfälle anwen- 
den zu können, muß man beachten, was die Gleichung unmittelbar aus- 
drückt: zwei der (n) Schnittpunkte der Kurve mit der durch a be- 
stimmten Geraden durch {x,y) fallen in diesem Punkte zusammen. Wer- 
den die Größen fx{x,y) und f^(x,y) für einen Punkt der Kurve f{x,y) — 
beide null, so bedeutet das: alle durch diesen Punkt gehenden Geraden 
haben die genannte Eigenschaft und sind insofern Tangenten, Der Punkt 
ist dann im allgemeinen ein Doppelpunkt. Wenn man nachher gewöhn- 
lich sagt, daß es in diesem Punkte zwei und nur zwei Tangenten gibt, 
beruht dies auf einer neuen für diesen Punkt besonders geltenden Be- 
stimmung des Begriffs der Tangente als einer Geraden, die die Kurve 
in drei in diesem Punkte zusammenfallenden Punkten schneidet, und hat 
also nichts mit der ursprünglichen, durch unsere Gleichung gelösten 
Aufgabe zu tun. Betrachten wir dagegen diesen Fall als Grenzfall der 
Bestimmung der Tangente in einem willkürlichen Punkt derselben Kurve, 
so behält die Anzahl der Lösungen den Wert 1: man erhält die Tan- 
gente an denjenigen Zweig, auf dem man sich dem Doppelpunkt ge- 
nähert hat. 
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[6] Relativität der Begfriffe „allifemein" uud „speziell"; 
ebene Kunren gegebener Oi^unng oder Klasse: Das letzte Bei- 
spiel zeigt, daß man bei der Entscheidung, ob ein Fall Spezialfall eines 
anderen ist, sieh nicht an solche landläufige Benennungen halten darf, 
wie die einer Tangente an eine ebene Kurve; man muß vielmehr genau 
wissen, was die algebraische Gleichung, deren Grad man (ohne sie selbst 
zu bilden) bestimmt oder bestimmt hat, bedeutet. Ist die Kurve durch 
ihre Gleichung in Punktkoordinaten gegeben, also auch ihre Ordnung 
n bekannt, und hat sie einen Doppelpunkt, so wird die Tangentenbe- 
stimmung auf alle durch diesen Punkt gehenden Geraden passen. Die 
Anzahl n{n — 1), die wir für die Tangenten von einem gegebenen Punkte 
aus an eine allgemeine Kurve «"'Ordnung finden werden, umfaßt daher im 
Falle, wo die Kurve einen Doppelpunkt D hat, die Gerade AD, und 
zwar, wie wir sehen werden, zweimal. Wenn dagegen die Kurve durch 
ihre Gleichung in Linienkoordinaten gegeben ist und diese Gleichung 
irreduzibel ist, so dürfen die durch Doppelpunkte gehenden Geraden 
nicht als Tangenten aufgefaßt werden. Die linke Seite der Gleichung 
eines solchen Punktes würde nämlich dann Faktor der linken Seite der 
Gleichung der Kurve sein. 

Wenn andererseits die Kurve durch ihre Gleichung in Linienko- 
ordinaten gegeben, also ihre Klasse n' bekannt ist, so wird sie, wie aus 
dem eben genannten Ergebnis durch Anwendung des Dualitätsprinzips 
hervorgeht, «'(«'— 1) Schnittpunkte mit einer willfeürliehen Geraden 
haben, wenn man als solchen jeden Punkt betrachtet, von welchem zwei 
zusammenfallende Tangenten ausgehen. Dann muß man aber auch als 
Schnittpunkte einer Geraden mit der Kurve jeden Schnittpunkt mit einer 
Doppel- oder Wendetangente betrachten, wenn die Kurve solche hat^ 
und zwar, wie wir sehen werden, beziehungsweise als zweifachen oder 
dreifachen Schnittpunkt. Diese Lösungen muß man ausscheiden, wenn 
man in Punktkoordinaten eine irreduzihle Gleichung derjenigen Kurve 
haben wül, deren Tangenten die gegebene Gleichung befriedigen. 

Wir können hier „eine ebene Kurve c„ von der Ordnung n" und „eine 
ebene Kurve c„. von der Klasse «'"je für sich als allgemeine Begriffe auf- 
stellen; sie umfassen alle Kurven, die durch eine allgemeine Gleichung vom 
Grade « in Punktkoordinaten, beziehungsweise vom Grade n' in Linien- 
koordinaten dargestellt werden. Mau darf daher jedes für eine allgemeine 
Kurve «'" Ordnung c^ gefundene Resultat auf jede einzelne Kurve c^^, 
dieser Ordnung anwenden, wenn man nur diese Kurven c„ „. und ihre 
Eigenschaften als Grenzfälle von c^ und ihren Eigenschaften betrachtet- 
Ebenso kaim, wenn die Klasse der Kurve c„ „, n' ist, jede Eigenschaft 
der allgemeinen Kurve c„. von der Klasse n' auf sie übertragen werden, 
wenn man c„ „, als Grenzfall der Kurve c^, auffaßt. Die GrenzfäUe sind 
aber ganz verschieden in diesen beiden Fällen, was schon aus den be- 
trachteten Beispielen hervorgeht. Die c„ hat im allgemeinen keinen Doppel- 
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punkt; denn, wie wir Bähen, mußten die Koordinaten eines solchen drei 
Gleichungen befriedigen; sie hat noch weniger Spitzen und höhere mehr- 
fache Punkte. Dagegen hLit eieimallgenieinen sowohl Doppel- als Wende- 
tangenten; die allgemeine Kurve c„, von der Klasse w' entbehrt solcher 
Tangenten, hat aber sowohl Doppelpunkte, als auch Spitzen. 

Dieser Umstand erklärt die Möglichkeit der später zu beweisenden 
Sätze [12], daß sowohl eine allgemeine Kurve von der Ordnung n von 
der Klasse n(n ~ 1), als auch eine allgemeine Kurve von der Klasse n' 
von der Ordnung n'(w' — 1) ist. WiU man diese Resultate auf eine Kurve 
c„ „,, wo n und n' offenbar für n und ji'>2 nicht diese beiden Bedin- 
gungen erfüllen können, anwenden, so muß dies getrennt geschehen. Um 
die für die c, allgemeine Klassenbestimmung auf c, ^. anzuwenden, muß 
mau bemerken, daß dann ihre verschiedenen Doppel- und mehrfachen 
Punkte als ein («(»— 1) — w')facher Teil zählen, der ausgeschieden wer- 
den muß, wenn man nur die Klasse n ' der nicht zusammengesetzten Kurve 
(?„ „. haben will. Ebenso wird die aus der -Klassen zahl «' hergeleitete 
Ordnungszahl »'(»»' — - 1) einer Kurve entsprechen, die aus c„ „, uud 
ihren Doppel- und mehrfachen Tangenten zusammengesetzt ist. 

Man ersieht hieraus sogleich, daß man nicht „Kurve von der Ord- 
nung w und der Klasse n" als einen allgemeinen, durch die beiden 
Zahlen n uud n bestimmten Begriff aufstellen darf. Zwar gibt es 
solche Resultate, und besonders abzählende, die nur von diesen Zahlen 
abhängen, uud hei der Herleitung von solchen kann es sich von selber 
nahe legen, die zu untersuchende Kurve c„ ^, zu nennen; wir haben aber 
keinen algebraischen Anknüpfungspunkt für den Grenzübergang, der 
nötig ist, um diese Resultate in Spezialfällen zu deuten. Auch teilen 
sich die c^^, in Mengen, denen nicht alle Änzahlenb estimmun gen ge- 
meinsam sind. 

Eher könnte man erwarten, daß Kurven von gegebener Ordnung n 
mit einer gegebenen Anzahl d von Doppelpunkten eine solche zu- 
sammenhängende Menge bildeten, so daß man von einer durch diese 
Zahlen n und d bestimmten „allgemeinen" Kurve sprechen und ihre 
Eigenschaften auf alle denselben Zahlen n und d entsprechenden Kurven 
übertragen könnte; denn eine solche Kurve wird durch eine Gleichung 
w'™ Grades in Punktkoordinaten, deren Koeffizienten d Bedingungen 
unterworfen sind, bestimmt sein. Dieser Schluß wäre jedoch unrichtig; 
denn die Bedingungsgleichungen würden hier nicht allgemeine Glei- 
chungen von gewisser Ordnung sein, und ihr Ei^ebnis kann sehr wohl 
auf verschiedenartige Lösungen führen. Daß dies wirklieh der Fall ist, 
sehen wir an folgendem Beispiel: 

Es gibt zwei verschiedene Gattungen, ebener Kurven vierter Ord- 
nung mit drei Doppelpunkten, nämlich 1. irreduzible Kurven, und 
2. solche, die aus einer Kurve dritter Ordnung und einer Geraden zu- 
sammengesetzt sind. Daß die eine Gattung die andere nicht umfaßt, 
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sieht man schon daran, daß beide von elf Parametern abhängen. Es 
gibt zwar eine Kurve, die, als Grenzfall betrachtet, jeder dieser Kurven- 
arten angehört, nämlich jene, die ans einer Kurve dritter Ordnung mit 
einem Doppelpunkt und einer Geraden zusammengesetzt ist. Man er- 
hält sie in beiden Fällen durch Einführung eines neuen Doppelpunktes. 
Der dazu nötige Grenzübergang ist aber ganz verschieden. Rechnet 
man nämlich eine solche Grenzkurve zur erstgenannten Gattung, so ist 
der neue Doppelpunkt ein Schnittpunkt der Geraden und der Kurve 
dritter Ordnung; rechnet man sie zur letzten Gattung, so muß er der 
Doppelpunkt der Kurve dritter Ordnung sein. Dieser gemeinschaftliche 
Spezialfall bildet also keinen Übergang zwischen den beiden Gattungen, 
die daher ganz getrennte Mengen bilden. 

Freilich bestand hier die eine Gattung aus zusammengesetzten 
Kurven, es ist aber zu erwarten, daß es für höhere Kurven mit be- 
stimmten Anzahlen von Doppelpunkten auch getrennte Gattungen von 
nicht zusammengesetzten Kurven gibt. 

Der hier hervorgehobene Umstand bindert uns jedoch natürlich 
nicht daran, Untersuchungen anzustellen, die Kurven «*"' Ordnung 
mit d Doppelpunkten (oder wie wir sie später nennen werden: Kur- 
ven CS w'" Ordnung und vom Gesehlechte ^ (= y{K— !)(» — 2) — d)) 
betreffen, und aodann die gewonnenen Ergebnisse auf solche Spezial- 
fälle anzuwenden, wo ein {d + 1)"" Doppelpunkt hinzugekommen oder 
ein Doppelpunkt in eine Spitze ausgeartet ist. Die allgemeinen Ergeb- 
nisse beziehen sich dann gleichzeitig auf alle die verschiedenen Gattungen 
von Kurven n"-" Ordnung mit d Doppelpunkten, die existieren mögen. 
Um die Spezialfälle richtig als Grenzfälle aufeufassen, muß man aber 
dann jede dieser Gattungen als der Gesamtheit der Kurven n'^' Ordnung 
angehörig betrachten. Bezeichnet man dagegen die zu untersuchenden 
Kurven als Kuiwen w''*' Klasse mit d' Doppeltangenten, so muß man, 
um Spezialfälle als Grenzfälle aufzufassen, die Darstellung durch Linien- 
koordinaten zugrunde legen. 

Während wir also durch solche Zahlen, wie die der Doppelpunkte 
oder anderer singulärer Punkte, eine zusammenhängende Menge von 
Kurven nicht bestimmen können, wird dies doch in anderen Fällen 
möglich, namentlich durch Einführung von Bedingungen, die durch 
lineare Gleichungen in den Koeffizienten ausgedrückt werden. Dadurch 
wird nur die Anzahl der Parameter vermindert; die auf diese Weise 
enger begrenzte Menge von Kurven behält dagegen ihren vollen Zu- 
sammenhang und teilt sieb nicht in Gattungen. Die ebenen Kurven 
«**' Ordnung die in gegebenen Punkten gegebene Multiplizitäten haben 
werden durch die Ordnung m, die diese Multiplizitäten angebenden 
Zahlen und die Lage der Punkte so definiert, daß sie eine zusammen- 
hängende Menge bilden, und alle Eigenschaften jeder zu dieser Menge 
gehörenden Kurve sind als Spezialfälle in den allgemeinen Eigenschaften 
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der ganzen Menge inbegriffen. Dabei ist jedoeb vorausgesetzt, daß die 
genannten Bedingungen, durch die wir hier die Menge definieren, unter 
sict unabhängig sind. 

[6] Fortsetzung^; Flächen geifebeuer Ordntmgf und Klasse. 

Im Räume kann man als allgemeine Begriffe: „Flächen m*" Ordnung" 
und „Flächen m""" Klasse" aufstellen. Der erstere Begriff umfaßt alle 
jene Flächen, die in Punktkoordinaten durch eine Gleichung )«""■ Grades 
dargestellt werden, und daher jede Gerade in m Punkten sehneiden, der 
letztere alle jene, die in Ebenenkoordinaten durch eine Gleichung m"'^" 
Grades dargestellt werden, an die man daher durch eine Gerade m" 
Tangentialebenen legen kann. 

In jedem der oc^ Punkte^) einer Fläche m*" Ordnung gibt es eine 
Tangentialebene, die die Fläche in einer Kurve, die einen Doppelpunkt 
im Berührungspunkte hat, schneidet. Solcher Tangentialebenen gibt es 
also auch co^. Es wird oo* Doppeltangentialebenen geben, deren 
Schnitte zwei Doppelpunkte haben, und oo^ stationäre Tangentialebenen, 
deren Schnitte eine Spitze haben. Jeder dieser Mengen entspricht eine 
abwickelbare Fläche, die jene Ebenen beriJbren. Die Fläche besitzt femer 
endliche Anzahlen von dreifachen Tangentialebenen, die die Fläche in 
Kurven mit drei Doppelpunkten schneiden, von Ebenen, die sie in 
Kurven mit einem Doppelpunkt und einer Spitze schneiden, von Ebenen, 
die sie in Kurven mit einem Selbstberührungapunkt schneiden. Es wird 
cx)* Gerade geben, die die Fläche berühren, d. h. sie in zwei zu- 
sammenfallenden Punkten achneiden, oo^, die sie in zwei Punkten be- 
rühren oder mit ihr eine Berührung zweiter Ordnung haben, d. h. 
sie in drei zusammenfallenden Punkten schneiden, oo^, die sie in drei 
Punkten berühren usw. Die Mengen solcher Geraden bilden beziehungs- 
weise sogenannte Komplexe, Kongruenzen {siehe unten [8j) und Kegel- 
flächen. 

Dagegen wird eine Fläche jk'" Ordnung im allgemeinen nicht mehr- 
fache Punkte oder mehrfache Kurven haben, sondern nur, wenn ihre 
Koeffizienten bestimmten, diu-ch Systeme von Gleichungen ausdrückbaren 
Bedingungen unterworfen sind. Um die für die allgemeine Fläche ge- 
fundenen Ergebnisse auf Flächen mit solchen Singularitäten anzuwen- 
den, muß man diese Formen als Grenzforraen betrachten. Wenn jede 
durch einen Punkt der Fläche gehende Gerade die Fläche daselbst in mehr 
als einem Punkte sehneidet, so ist der Punkt ein mehrfacher Punkt. Die 
durch einen solchen Punkt gehenden Geraden oder Ebenen werden dann 
immer — und wie es sich zeigen wird, immer mehrfach — unter die zu 
einer allgemeinen Fläche m'" Ordnung gehörigen Anzahlen der Tangen- 
ten und Tangentialebenen mitzuzählen sein. 

1) Von Gebilden, die von s Parametern abhängen, sagt man, daß ea deren 
oo' gibt. 
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Eine mehrfache Kurve ist eine solche, deren sämtliche Punkte im 
eben genannten Sinne mehrfache Punkte sind. Die Schnittpunkte 
einer solchen Kurve mit einer willkürlicben Ebene werden alle mehr- 
fache Punkte des ebenen Schnittes sein, und jede Ebene erfüllt also jetzt 
die eine Tangentialebene ursprünglich charakterisierende Bedingung. 
Die Gleichung, welche jene Tangentialebenen einer allgemeinen Fläche 
j^ier Ordnung, die noch zwei weitere Bedingungen erfüllen, bestimmte, wird 
also in diesem Spezialfall identisch befriedigt sein und ihr Grad ist daher 
an und für sich bedeutungslos [4], Betrachtet man aber die Fläche als 
Grenzform einer Fläche m*^' Ordnung, so bekommt man nach Ausschei- 
dung eines identisch verschwindenden Faktors eine Gleichung zur Be- 
stimmung der eigentlichen Tangentialebenen, und die weggefallenen 
Wurzeln der allgemeinen Gleichung werden die Grenzlagen solcher Tan- 
gentialebenen bestimmen, deren Berührungspunkte im Grenzfalle in 
die doppelte oder mehrfache Kurve fallen. (Vgl. im folgenden [27].) 

Diese Betrachtungen deuten wenigstens an, wie man Flächen, die 
als Flächen jm'" Ordnung bezeichnet werden, denen man aber noch ge- 
wisse — in der abzählenden Geometrie gewöhnlieh durch Anzahlen de- 
finierte — - Singularitäten beilegt, als Grenzfälle der allgemeinen Flächen 
m*" Ordnung betrachten muß und kann. Wenn man aber eine solche 
Släclie als Fläche ?»"'" Klasse bestimmt, muß man ähnlicherweise den 
Ausgangspunkt von der Darstellung in Ebenenkoordinaten nehmen. Im 
besonderen lassen sich dann Betrachtungen die den hier über Flächen 
^ler Ordnung angestellten dualistisch entsprechen, leicht anstellen. 

Zur genaueren Chacakterisirung einer Fläche benutzen wir noch 
eine Zahl m', die wir den Rang der Fläche nennen; sie ist die Anzahl 
der Tangenten der Fläche, die einem gegebenen Büschel angehören. Ein 
ebener Schnitt einer Flache ist eine Kurve von der Ordnung m und der 
IGasse m'. Ist die Fläche eine allgemeine Fläche m^"' Ordnung, so wird 
der Schnitt im allgemeinen keine mehrfachen Punkte haben: wenn die 
Ebene des Schnittes die Fläche nicht berührt, so treten solche nur 
als Schnittpunkte der Ebene mit etwa vorkommenden mehrfachen Kur- 
ven auf Ein umbeschriebener Kegel ist von der Ordnung m' und der 
Klase m". Ist die Fläche allgemein von der Klasse m", so hat dieser Ke- 
gel im allgemeinen keine mehrfachen Tangentialebenen, Eine ,rFläche 
von dem Range m'" läßt sich nicht als ein allgemeiner Begriff auf- 
stellen. 

[7] Fortsetzung:; Raumkurveu. Wie „eine Fläche m'" Ord- 
nung" ein allgemeiner Begriff ist, so darf auch der Begriff „vollständige 
Schnifctkurve zweier Flächen von den Ordnungen m, und m^" als allge- 
meiner Begriff aufgestellt werden. Jede solche Schnittkurve läßt sich 
nämlich dadurch, daß man die Koeffizienten der Gleichungen der allge- 
meinen Flächen von je derselben Ordnung spezialisiert, darstellen. Dies gilt 
aber allein von den vollständigen Schnittkurven, und die beiden Zahlen 
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w», und m^ sind erforderlich, um eine wirkliche KurTengattung auf diese 
Weise zu. definieren. Dagegen wird die Bestimmung „Baumkurve «'*' 
Ordnung", d. h. RainnkatTe, die eine willkürliche Ebene in m Punk- 
ten schneidet, für einen gegeb«ien Wert von n nicht einen einzigen und 
allgemeinen Begriff abgeben. Es gibt vielmehr für w > 1 mehrere Gat- 
tungen von ßaumkurven n'^' Ordimng. 

Für w = 2 kann die Kurve entweder aus zwei (sich im allgemfflnea 
nicht sehneidenden) Geraden beBtehen oder ein Kegelschnitt sein. 

Für n — S kann sie entweder aus einer Geraden und der einen oder 
anderen der Kurven zweiter Ordnung bestehen, oder eine ebene Kurve 
dritter Ordnung, oder eine solche Raumkurve sein, die sich als Schnitt 
Hweier Flächen zweiter Ordnung, die sieh außerdem in einer Geraden 
schneiden, bestimmen läßt. Das gibt im ganzen vier verschiedene Gat- 
tungen. 

Für n = 4 gibt es (vgl. im folgenden [28] und [40]), außer den aus 
Kurven niedrigerer Ordnung zusammengesetzten Kurvengattungen und 
den ebenen Kurven, zwei Gattungen nicht zusammengesetzter Raumkur- 
ven. Die eine besteht aus den vollständigen Schnittkurven zweier Flächen 
zweiter Ordnung, Die Kurven der anderen Gattung lassen sich als Schnitfe- 
kurven einer Fläche zweiter Ordnung und einer Fläche dritter Ordnung, 
die außerdem durch zwei zu derselben Schar gehörende Erzeugende der 
ersteren Fläche geht, darstellen. 

Aber auch zwei Anzahlen: die Ordnung n und die Anzahl h der 
scheinbaren Doppelpunkte, d. h.: die Anzahl der Geraden, die durch 
einen gegebenen Punkt gehen und die Kurve zweimal schneiden, genü- 
gen nicht, um eine Kurvengattung, seihst nicht um eine Gattung nicht 
zusammengesetzter Raumkurven, eindeutig zu definieren. Es gibt z. B. 
zwei Gattimgen von nicht zusammengesetzten Kurven neunter Ordnung 
mit 18 scheinbaren Doppelpunkten, nämlich — wie wir in [27] und 
[28] sehen werden — erstens die vollständigen Schnittkm-ven zweier 
Flächen dritter Ordnung, und zweitens die auf einer Fläche zweiter Ord- 
nung liegenden Kurven, welche jede Erzeugende der einen Schar in sechs 
und jede Erzeugende der anderen Schar in drei Punkten schneiden. 
Letztere Kurven kann man als Schnittkurven der Fläche zweiter Ord- 
nung mit einer Fläche sechster Ordnung, die außerdem durch drei Er- 
zeugende der ersten Schar geht, darstellen. 

Es wird zwar in den hier genannten Fällen Kurven geben, die gleich- 
zeitig zwei Gattungen derselben Ordnung angehören. Um sie jedoch als 
GrenzfäUe der beiden Gattungen zu betrachten, muß man verschiedene 
Grenz übei-gänge benutzen. Zwei sich schneidende Gerade bilden z. B. 
einen Grenzfall jeder der obengenannten Gattungen von Kurven zweiter 
Ordnung im Raum. Ihr wirklicher Schnittpunkt ersetzt für die erst- 
genannte Gattung den scheinbaren Schnittpunjit der zwei sich im 
allgemeinen nicht schneidenden Geraden. Für die andere Gattung ist er 
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ein neu entataiidener Doppelpunkt des Kegelschnittes. Wird dieser als 
Schnitt einer Ebene und einer Fläche zweiter Ordnung erzeugt, so ent- 
steht der genannte Grenzfall, wenn diese Flächen sich berühren. 

Ganz ebenso kann im allgemeinen ein wirklicher Doppelpunkt einer 
Itaumkurye auf die folgenden zwei Weisen entstehen: 1. Zwei verschie- 
dene Zweige können sich nähern, bis sie sich solmeiden, so daß ein 
scheinbarer Doppelpunkt durch einen wirklichen ersetzt wird, und 2. ein 
wirklicher Doppelpunkt kann dadurch neu entstehen, daß zwei Flächen, 
durch deren Schnitt die Raumkurve bestimmt wird, sich berühren. 

Projiziert man eine Kaumkurve c„ von der Ordnung n von einem 
(nicht auf einer Tangente der Kurve liegenden) Punkt A aus auf eine 
Ebene, so wird die Projektion eine ebene Kurve c„' von derselben Ord- 
nung, und die Projektionen ihrer Tangenten werden ebenfalls Tangenten 
der Projektion c,i sein. Die Klasse n' dieser Projektion wird die Anzahl 
der Tangenten der Raumkurve c sein, die eine Gerade treffen, oder die 
Ordnung der von den Tangenten erzeugten Fläche; man nennt sie den 
Rang der Raumkurve. Eine durch eine Tangente gehende Ebene ist 
selbst Tangentialebene der Raumkuive, also ist der Rang auch gleich 
der Anzahl der Tangentialebenen der Raumkurve, die durch eine be- 
liebige Gerade gehen. Die Wendetangenten der Projektion c^ sind 
Spuren der durch das Projektionszentrum Ä gehenden Schmiegungeebe- 
nen der Raumkuiwe, d. h. solcher Ebenen, die diese in drei zusammen- 
fallenden Punkten schneiden. Ihre Anzahl n" oder die Klasse der 
durch die Sehmiegungsebenen erzeugten abwickelbaren Flä- 
che gehört auch zu den Zahlen, durch welche die Kurve charakteri- 
siert wird. 

Wir sehen, daß den cx>^ Punkten der Kurve c^ co^ Tangenten und 
c5o^ Sehmiegungsebenen entsprechen. Man hätte auch von den co-' Ebe- 
nen, die eine abwickelbare Flache erzeugen, ausgehen können. Ihnen ent- 
sprechen dann die oo-' Erzeugenden dieser Fläche, in welchen sich zwei 
konsekutive Ebenen schneiden, und die oo^ Punkte ihrer Rückkehr- 
kurve, in welchen sich di^ei konsekutive Ebenen schneiden. Die da- 
durch hergestellte Verbindung zwischen Punkten, Geraden und Ebenen 
wird jedoch dieselbe sein, welchen dieser Ausgangspunkte mau auch 
wählen mag. Wir werden nämlich in [14] sehen, daß drei der von einem 
beliebigen Punkte der Raumkurve und zwei der von einem beliebigen 
Punkte einer Tangente ausgehenden Sehmiegungsebenen zusammenfallen. 

[8]Fortsetzungf; ISeugeu von Geraden. Die Verhältnisse, die 
sich hier für den Punktraum oder den Ebenenraum mit drei Dimensio- 
nen darboten, d. h. für den gewöhnlichen Baum, wenn die Punkte 
oder Ebenen als Elemente betrachtet werden, treffen wir, nur in mehr 
komplizierter Gestalt, in der ganzen algebraisch darstellbaren Geometrie 
wieder, z. B. in der Lehre von Räumen mit mehreren Dimensionen oder 
von dem gewöhnlichen Raum, wenn darin die Geraden als Elemente be- 
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16 L Einleitung; a) Zweck und Begriffe 

trachtet werden. Eine allgemeine ganz rationale GHeiehung, deren Gte- 
samtgrad oder deren verscliiedeiie Grade in Bezieliung auf versehiedene 
Größen (Koordinaten) gegeben sind, bestimmt immer eine durch diesen 
Grad oder durch diese Grade vollständig definierte, zusammenhänge ade 
Menge, die man erhält, wenn man allen Koeffizienten alle möglichen 
Werte gibt. Auch mehrere solcher Gleichungen werden eine zusammen- 
hängende Menge bestimmen, die man als den vollständigen Schnitt der 
durch die öleichungen bestimmten Gebilde bezeichnetj und auch diese 
werden durch gewisse Anzahlen vollständig charakterisiert. Durch das 
Zerfallen solcher vollständiger Schnitte, das in Spezialfällen stattfinden 
kann, entstehen aber, wie wir bei den Raumkurven sahen, Gebilde, 
die sieh nicht auf dieselbe Weise durch ganze Zahlen vollständig 
charakterisieren und von anderen Gattungen trennen lassen. Wenigstens 
werden diejenigen, deren Einführung sich am nächsten darbietet, verschie- 
denen Gattungen mit ganz verschiedenen geometrischen Eigenschaften 
angehören, und laßt man die benutzten Gradzahlen ins Unendliche 
wachsen, so wird auch die Anzahl der zur Unterscheidung der Gattungen 
notwendigen Zahlen ins Unendliche wachsen. Dies hindert jedoch nicht, 
daß man auch solche Untersuchungen anstellen kann, die sich gleich- 
zeitig auf alle Gattungen, die gewisse charakterisierende Zahlen gemein 
haben, erstrecken, z. B. auf alle Raumburven von der Ordnung « und mit 
h scheinbaren Doppelpunkten. 

Ein Strahlenkomplex m'^' Ordnung ist die Gesamtheit der cc^ 
Geraden (Strahlen), deren Linienkoordinaten eine Gleichung m'^" Gra- 
des befriedigen, m wird die Anzahl der Geraden eines Büschels sein, 
die zu dem Komplex gehören. Die Komplexe m^" Ordnung bilden eine 
durch m definierte zusammenhängende Menge. 

Die oo* Strahlen, die zwei algebraischen Bedingungen (oder einer 

doppelten Bedingung) unterworfen sind, bilden eine Kongruenz. Die 

Anzahl der Strahlen der Kongruenz, die durch einen gegebenen Punkt 

ihen, wird die Ordnung (oder der Bnndelgrad) der Kongruenz ge- 



nannt, die Anzahl jener, 
Fei dgrad). Sowohl durch ei 
werden jedoch im allgemei 



r Ebene liegen, ihre Klasse (oder 
eine einzelne dieser Zahlen, als auch durch beide, 
a gleichzeitig mehrere getrennte Gattungen 
von Kongruenzen bestimmt. Zur weiteren Charakterisierung einer Kon- 
gruenz wird auch ihr Rang benutzt, das ist die Anzahl der Strahlen- 
paare der Kongruenz, die einem eine gegebene Gerade enthaltenden 
Büschel angehören. 

Die Gesamtheit der oo^ Strahlen, die drei Bedingungen unterwor- 
fen sind, bilden eine Regelfiäche, deren Ordnung die Anzahl der Strahlen 
ist, die eine gegebene Gerade schneiden. Diese Ordnung ist, wie im Falle, 
wo man die Regelfiäche als Ort ihrer Punkte betrachtet, die Anzahl der 
Schnittpunkte der Fläche mit einer Geraden. Sie ist auch die Anzahl 
der Tangentialebenen, die man durch eine Gerade an diese Fläche legen 
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[9] Über die Anwendung allgemeiner Sätze 17 

kann, weil eine solche Ebene eine Erzeugende enthalten miiß, und um- 
gekehrt. Sie ist also auch die Klasse der Regelfiäche. Eine Fläche, die 
als Punkt- und Ebenenort betrachtet, von der zweiten Ordnung und 
zweiten Klasse ist, ist wegen ihrer zwei Scharen TOn geradlinigen Er- 
zeugenden auf doppelte Weise als Regelfläche zweiter Ordnung zu be- 
trachten. Für )K > 2 gibt es, wenn wir zusammengesetzte Flächen mit- 
nehmen, mehrere Gattungen von Regelfiächen von der Ordnung m. 



ii) über die Bestimmung der Anzahl zasammenfallender Lftsnngeii. 

[9] Über die Anweuduugf allgfemeiner Sätze. Wie schon 
bemerkt [3], gibt eine durch abzählende Methoden gefundene Zahl an, 
wie viele Lösungen eine gestellte Aufgabe hat. Diese Zahl bekommt 
aber erst dann eine wirkliche Bedeutung, wenn man weiß, wie vielmal 
jede Lösung darin mitzuzählen ist. Dies muß man besonders wissen, 
um ein allgemeines Ergebnis auf solche Spezialfälle anzuwenden, in 
denen einige der Lösungen ihren Charakter so ändern, daß mehrere 
Lösungen zusammenfallen. Wenn man sich besonders mit dem Spe- 
zialfall beschäftigt, wird man oft solche Lösungen als „un eigentlich" 
ausscheiden, muß aber dann nicht nur ihre Anzahl, sondern auch ihre 
„Multiplizität" kennen. 

Ein für allemal bemerken wir jedoch, daß die Ergebnisse, die 
wir ausdrücklich aussprechen, insofern allgemein sind, als sie 
auf alle Fälle an wendbar sind, die nicht durch ausdrücklich aus- 
gesprochene Vor aus Setzungen ausgenommen sind. In den dazu ge- 
hörigen Spezialfällen umfassen sie also sowohl die „eigentlichen", als auch 
die „uneigentlichen" Lösungen, die so vielmal zu zählen sind, als sich 
zeigen wird, wenn man diese Falle als Grenzfälle auffaßt. Wir kommen 
also nicht mit uns selbst in Widerspruch, wenn wir z.B. einmal sagen, 
daß eine Kurve von der Ordnung n von der Klasse n(n — 1), ein ander- 
mal, daß eine Kurve von der Ordnung n mit d Doppelpunkten von der 
Klasse «(« — l) — 2d ist, und wiederum, daß eine Kurve von der Ord- 
nung M mit d Doppelpunkten und e Spitzen von der Klasse n(n — 1) 
— 2t? — 3e ist (s. [12]). Betrachten wir nämlich letztere Kurve als 
Spezialfall einer Kurve w"" Ordnung, so fallen von den durch einen ge- 
gebenen Punkt P gehenden Tangenten 2 mit der Geraden, die P mit 
einem Doppelpunkt verbindet, und 3 mit der Geraden, die P mit einer 
Spitze verbindet, zusammen; und betrachten wir sie als Spezialfall 
einer Kurve w'" Ordnung mit d + e Doppelpunkten, so sind die Ge- 
raden, die P mit den Spitzen verbinden, noch einmal unter die Tan- 
genten mitzuzählen. 

Ebenso wichtig wie die Abzahlung zusammenfallender Losungen 
ist, um vom Allgemeinen zum Speziellen überzugehen, wird sie für den 
a Übergang sein, mit dem wir uns im nächsten Kapitel 
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18 I- Einleitung; b) Anzahl zusanunen fallen der LOsucgeu 

teaehäftigen werden. Dieser wird nach dieser Erörterung mit vollstän- 
diger Sicherheit benutzt werden können. 

Die aus den genannten Gründen notwendige Abzahlung zusammen- 
fallender Lösungen wird sich zwar in vielen Fällen sogleich ergehen, 
wenn man nur die wirkliche Bedeutung der algebraischen Gleichung 
beachtet, deren Grad durch die gefundene Zahl angegeben wird; in an- 
deren FäUen wird mau sie durch wirkliche Eildung dieser Gleichung 
finden können. Es wird aber gut sein, für die wichtigsten der vorkom- 
menden Fälle allgemeine Eegeln aufzustellen. Da die betreffende alge- 
braische Gleichung mit einer Unbekannten gewöhnlieh in letzter Instanz 
durch Elimination einer anderen Unbekannten aus zwei Gleichungen ge- 
büdefc wird, und der gesuchte Grad dann die Anzahl von Schnittpunkten 
der durch diese Gleichungen bestimmten ebenen Kurven ist, so bedarf 
man vor allem einfacher ftegeln für die Abzahlung zusammenfallender 
Schnittpunkte solcher Kurven. 

[10] Element einer algebraischen Kurve; zusammenfal- 
lende Schnittpunkte der Kurve mit einer Geraden. Wir ent- 
lehnen der analytischen Geometrie den Begriff eines Elementes einer 
algebraischen Kurve. Nehmen wir den sogenannten Mittelpunkt des 
Elementes A zum Anfangspunkt eines Parallel koordinatensystems, so 
wird das Element durch die folgenden Gleichungen dargestellt: 

(1) x^t\ y ^ b^f' + b^f' + b^t'-' -\ , 

wo V und n solche ganze po'sitive Zahlen sind, daß v nicht mit allen fi einen 
gemeinschaftlichen Teiler hat, und daß /ij < jt^ < ft, . . . ist, wodurch letz- 
tere Reihe für hinreichend kleine Werte von i konvergent wird. Wenn 
die a:-Acbse, die map dann Mitteltangenle des Elementes nennt, 
das Element im Mittelpunkte Ä berührt, so ist weiter i- < ft, . Diese 
Tangente schneidet hier die Kurve in /ij zusammenfallenden Punkten, 
und jede andere Gerade durch A schneidet sie in v zusammenfallenden 
Punkten. Der Punkt ^ ist also ein v-facher Punkt der Kurve, und die 
Zahlen v and fij werden unverändert bleiben, wenn man eine andere 
durch den Anfangspunkt gebende Gerade zur »/-Achse macht, während 
die 3;-Aehse ungeändert bleibt. Ändert man dagegen auch die a;-Achae, 
so wird in der neuen Darstellung ji; = v werden. 

Diese Darstellung bleibt noch anwendbar, wenn x und p triangu- 
^re Koordinaten — und — bezeichnen. Der Begriff des Elementes und 
die daran geknüpften Zahlen sind also auch anwendbar auf unendlich 
ferne Punkte der Kurve; dabei muß man die Geraden a^^^O, a'j^fr 
durch einen solchen Punkt gehen lassen, wobei die eine oder die andere 
Gerade die unendlich ferne Gerade sein kann. Man ersieht auch, da& 
y — 0, X ^ oo (z^^ x^^ 0) ein beliebiger Punkt der Geraden y — (f 
darstellen kann. 
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[11] Bezouta Satz; zasammenfallende Schoittpunkte 19 

Punkte einer Kurve, die demselben Elemente angehören 
und zusammenfallen, werde nkonsekut ive Punkte dieserKurve 
genannt; die konsekutiven Punkte des Mittelpunktes liegen also auf 

allen, den verschiedenen Werten von t^-x" entsprechenden v Partial- 
zweigen. Die Tangenten in konsekutiven Punkten sind konsekutive 
Tangenten. Stellt man die Kurve durch eine Miemannsch.e, Fläche dar, 
so kann man zwei konsekutive Punkte durch eine auf der Fläche lie- 
gende Kurve verbinden, die schließlich unendlich klein wird, wenn man 
die Punkte einander nähert. 

Gibt man x einen unendlich kleinen Wert erster Ordnung, so wer- 
den die V entsprechenden, zu den Partialzweigen gehörigen Werte von 
y unendlich klein von der Ordnung —, die Summe ihrer Ordnungen also 
gleich /t, sein. Da nun jeder singulare Punkt einer algebraischen Kurve 
aus solchen Elementen gebildet ist, so bekommt man folgende Regel, 
um ihre in einem nicht unendlich fernen Punkt A zusammenfallenden 
Schnittpunkte mit einer durch diesen Punkt gehenden Geraden a abzu- 
zählen: Ihre Anzahl ist gleich der Summe der Ordnungen der unend- 
lich kleinen Strecken, die auf einer Geraden l, deren Abstand von A un- 
endKch klein erster Ordnung ist und die einen endlichen Winkel mit a 
bildet, zwischen der Geraden a und den Schnittpunkten von l mit der 
Kurve abgeschnitten werden.^) Daß in dieser Formulierung auch end- 
liche Abstände mitgezählt zu werden scheinen, ist gleichgültig, weil sie 
als unendlich klein 0"" Ordnung betrachtet werden können. 

Dieser Satz- läßt sich übrigens auch ohne Teilung in Elemente be- 
weisen. Er ist nämlich eine unmittelbare Folge des in [53] zu beweisen- 
den Satzes von Garnot, wenn die hier genannten Geraden a und l als 
Seiten des Dreiecke genommen werden. 

[11] B^souta Satz; zusanunenfalleude Schnittpunkte 
zweier ebenen Kurven. In der hier folgenden Herleitung werden wir 
schon em erstes und einfaches Beispiel für die Methode kennen lernen, mit 
deren übrigen und weiter reichenden Anwendungen wir uns im näch- 
sten Kapitel beschäftigen werden. In dem hier vorliegenden Falle be- 
nutzen wir nur den Umstand, daß, weil eine ebene algebraische Kurve 
ji'" Ordnung jede Gerade der Ebene in n Punkten schneidet, umgekehrt 
eine Kurve, die nach ihrer Erzeugung algebraisch sein muß (vgl. [2]), 
und die mit einer vorgelegten Geraden a n einfache Schnittpunkte hat 
ohne sie sonst zu treffen, von der Ordnung w sein muß. 

1) Da wir der Bequemlichkeit halber der Hegel eine nicht projektimche 
Form gegehen haben, so ist zu bemerken, daß die Hilfsgerade nicht durch einen 
unendlich fernen Kreiepankt gehen darf Dies durfte übrigens echon daduroK 
ausgedrückt sein, daB ihr Abstand von P unendlich klein erster Ordnung sein 
aoU. Dieselbe Bemerkung betrifft auch spätere Anwendungen dieser Regel, 
wie in [11] n.d [12J. 
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20 I- Einleitung; b) Anzahl zusammenfallender LOsnngen 

Wir nehmen an, daß m einer Ebene zwei Kuren c^ und \ bzw. 
von der Ordnung m und n gegeben sind, und daß (Fig. 1) eine beliebige 
Gerade l, die durch einen weder auf c^ noch auf \ liegenden Punkt B 
gebt, diese in M und N und eine nicht durch B gehende Gerade a in 
L sehneidet. Wir bestimmen sodann auf l noch einen Punkt P durch 
die Gleichung 

d') -^_-? _ LN_LM 

*• ■* BP ^ 'BN BM' 

wo die Strecken mit Vorzeichen gerechnet sind; dann wird der Punkt P 
eindeutig durch die übrigen Punkte bestimmt. 

Dreht sich die Gerade l um den Punkt B, 
so wird der Punkt P eine algebraische Kurve 
durchlaufen. Diese Kurve geht nicht durch den 
Punkt B; denn das Verhältnis - -= kann nicht 
unendlich werden, weil unseren Voraussetzun- 
gen gemäß weder 2^ noch M mit B zusammen- 
fallen kann. Jede Gerade l enthält übrigens mn 
Punkte P, entsprechend den m n Kombinationen 
a der m Schnittpunkte M mit c^ und der n Schnitt- 
punkte N mit ft„. Jeder dieser mn Punkte 
muß ein einfacher Schnittpunkt der Geraden l 
mit dem gesuchten Orte sein; denn wegen ihrer 
gleichartigen Bestimmung müssen sie wenigstens alle dieselbe Muiti- 
plizität haben, und wollte mau sie alle als r-fache Schnittpunkte be- 
trachten, 80 würde man durch Drehung der Geraden l nur denselben 
Ort r-mal bekommen. Dieser Ort schneidet also jede Gerade l in mn 
Punkten und muß daher von der Ordnung mn sein. 

In einem Schnittpunkt der Kurven c„, und h^ werden M und JV zu- 
sammenfallen; dann wird^-p= sein und also P mit i zusammenfallen, 
d. h, in a liegen. Umgekehrt bewirkt die Annahme ^-p — immer, daß 
M und J^ zusammenfallen, da L und B immer verschieden sind. Die 
Schnittpunkte der Kurven entsprechen also eindeutig den Schnittpunkten 
der Geraden a mit dem gefundenen Orte der Punkte P; ihre Anzahl ist 
daher mn oder zwei ebene Kurven von den Ordnungen m und « 
schneiden sich in mn Punkten {ßesouta Satz). 

Unsere Beweisführung gibt uns aber auch ein bestimmtes Kriterium 
dafür, wievielmal jeder den Kurven gemeinschaftliche Punkt durch diesen 
Satz als Schnittpunkt der Kurven mitgezählt wird, nämlich ebenso viel- 
mal als der entsprechende Punkt P unter die Schnittpunkte der Ge- 
raden l mit dem Orte der Punkte P mitgezählt wird. Da nun die Strecken 
MN und ZP gleichzeitig unendlich klein von derselben Ordnung wer- 
den, könneu wir die in [10] gefundene Regel anwenden, um auch die 
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[12] Klasse einer ebenen. Kurve gegebener Ordnung 21 

Anzahl der in einem nicht unendlich fernen Punkt A zusam- 
menfallenden Schnittpunkte zweier Kurven zu finden. Man 
ziehe eine Gerade l, deren Abstand Fon A unendlich klein 
erster Ordnung ist: die gesuchte Anzahl ist dann die Summe 
der Ordnungen der unendlich kleinen Strecken MN, die auf 
der Geraden l zwischen ihren Schnittpunkten mit den zwei 
Kurven abgesehiiitten werden. Eine einfache projektivische Trans- 
formation, die ja die Anzahl der Schnittpunkte nicht ändert, wird es 
erlauben, diese Regel auch auf die Abzahlung der zusammenfallenden 
unendlich fernen Schnittpunkte anzuwenden. 

Anmerkung. Durch Anwendung der Gleichung (1), die als Glei- 
chung zwischen zwei Doppelverhäitniasen angeschrieben werden kann, 
haben wir unserer Beweisführung einen projektiven Charakter ge- 
geben. Dies könnte auch durch Anwendung der Relation (JBBLP) 
7\ (BBMN) ausgedrückt werden, die aussagt, daß die projektiven 
Gebilde, die durch entsprechende Punkte B und B, L und M, P und ff 
bestimmt werden, in B auch ihren zweiten entsprechenden gemeinsamen 
Punkt haben. Dieser Ausdrucks weise werden wir uns in einer späteren 
Verallgemeinerung [159] bedienen. Denselben Beweis konnte mau auch 
in nicht projektiver Form führen, nämlich wenn B unendlich fern 
(jedoch kein Kreispuukt) ist. Dann genügt es, LP = MN zu setzen. An 
diese nicht projektive Form schließt sich die oben ausgeführte Ab- 
zahlung der zusammenfallenden Schnittpunkte immittelbar an. 

Beispiel 1. Wenn beide Kurven in j1 Spitzen und dieselbe Haupt- 
tangente (y = 0) haben, lassen sie sich beziehungsweise durch 

und 

darstellen. Also werden im allgemeinen sechs Schnittpunkte, für &, = c^ 
sieben, für öj^-q, ^3 = 63 acht, für \^c^, h^ =^si ^3 = ^3 neun Schnitt^ 
punkte in B zusammenfallen. 

2. Hat c^ in A eine Knotenspitze, die durch 

wo sowohl b^ als b^^O ist, dargestellt wird, und h„ ein einfaches Element 
mit derselben Mitteltangente, so fallen in jl im allgemeiuen vier Schnitt- 
punkte zusammen, fünf aber, wenn die Kurven in B dieselbe Krüm- 
mung haben. 

3. Ist A der Mittelpunkt mehrerer Elemente der Kurven c^ und k^, 
so ist die Anzahl der in A fallenden Schnittpunkte die Summe der An- 
zahlen der Schnittpunkte der verschiedenen Elemente von c^ mit den 
verschiedenen Elementen von k^. 

[12] Klasse einer ebenen Kurve ge^febeuer Ordnung. Ganz 
dieselbe Methode läßt sich anwenden, um die Klasse einer ebenen Kurve 
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22 ^- Einleitung; b) Anzahl zasämmenfolleniier LüsuDgea 

von der Ordnung n zu bestimmen, M und ^^([11] Fig. )) sind dann 
als zwei verschiedene Schnittpunkte derselben Kurve \ mit der Gera- 
den l aufzufassen, während alle anderen in [11] gegebenen Bestimmun- 
gen unverändert bleiben. Da es n Schnittpunkte M und dazu « — 1 an- 
dere Schnittpunkte N gibt, wodurch jede der ln(n — 1) Strecken MN 
zweimal gezählt wird, so wird die Ordnung des Ortes der Punkte P 
jetzt n(M — 1) sein. Die Geraden, die den festen Punkt B mit den Schnitt- 
punkten dieses Ortes mit der Geraden a verbinden, werden Ä„ je in zwei 
zusammenfallenden Punkten treffen. Um zu erfahren, wieviemal eine 
Gerade BA, die B mit einem Punkt Ä der Kurve verbindet, unter die 
m(» — 1) Tangenten zu zählen ist, genfigt es, eine Gerade durch B 
zu legen, die mit SÄ einen unendlich kleinen Winkel erster 
Ordnung bildet: die Anzahl der mit BA zusammenfallenden 
Tangenten der Kurve (als allgemeine Kurve n*^' Ordnung betrach- 
tet) wird dann die doppelte Summe der Ordnungen der auf dieser 
Geraden durch die Kurve abgeschnittenen Strecken MN sein. 

Eine einfache Tangente BA wird man also nur erhalten, wenn auf 
der der Geraden BA benachbarten Geraden eine Strecke MN von der 
Ordnung |- abgeschnitten wird. Dies wird aber ebeu eintreten, wenn die 
Kurve in A einen gewöhnlichen Punkt hat, und B auf der Mitteltan- 
gente liegt; denn in der Darstellung [10] eines solchen Elementes ist 
f = 1, fij_— 2. Ist A ein Doppelpunkt der Kurve und liegt B auf keiner 
der Tangenten der diesen bildenden Zweige, so ist BA zweimal unter 
die n(n — 1) Tangenten mitzuzählen. Aus den in [11] beispielsweise 
gegebenen DarsteEungen einer Spitze und einer Knotenspitze ersieht 
man, daß, wenn A eine Spitze oder Knotenspitze ist, und B nicht auf 
der Mitteltangente liegt, beziehungsweise 3 oder 5 der n(n — 1) durch 
B gehenden Tangenten mit BA zusammenfallen. Legt man nun aus- 
drücklich der Kurve n**' Ordnung z, B. d Doppelpunkte, e Spitzen und 
f Knotenspitzen bei, so drückt man damit ans [9], daß man nicht mehr 
jede durch einen dieser Punkte gehende Gerade unter die Tangenten 
mitzählen will. In diesem Falle wird die Klasse n' der Kurve also 
(1) n'=n(n -l)^2d-3e- bf 

sein; auf dieselbe Weise kann man den Einfluß jedes singulären Punktes, 
den man der Kurve beilegt, auf ihre Klasse berücksichtigen. 

Aus der Darstellung einer Spitze [11] 1. ersieht man noch, daß die 
Gerade y ^ s, wo * unendlich klein erster Ordnung ist, die Kurve in 
drei Punkten schneiden wird, deren drei Abstände voneinander von 
der Ordnung \ sind. Die Gerade BA ist also, wenn B auf der 
Mitteltangente i/ = liegt ^) 2 ■ 3 ■ -| = 4 mal unter die »(» — 1) Tan- 

1) Man kann immer das Koordinatenaystem so wählen, daß £ die Koor- 
dinaten x = <x>, y = hat, siehe [10]; man kann auch B unendlich fem an- 
nebmea und dann Parallelkoordinaten benutzen. 
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[13] Anwendung des Dualitäteprinzipa; Halphen» Satz 23 

gellten an die Kurve (als allgememe Kurve «**' Ordnung betrachtet) 
zu zählen, wenn man aber die Spitze bei der Bestimmung der Klasse 
schon in Betracht gezogen hat, nur einmal unter die «'Tangenten von 
B aus an die mit diesem singulären Punkt versehene Kurve. 

Setzen wir in der Darstellung [11] 2. einer Knotenspitze y = e, wo 
f unendlich klein erster Ordnung ist, so findet man für t die Reihe 

t = -. — £* f=.s* + ■■■ 



X erhält also vier Werte, die unendlich klein von der Ordnung j sind. 
Von ihren sechs Differenzen — welche Abstände der Schnittpunkte der 
Geraden ^ — £ bedeuten — sind vier von der Ordnung ^ und zwei von 
der Ordnung f. Die doppelte Summe dieser Ordnungen ist also sieben. 
Da die Klasse schon durch die Knotenspitze um fünf erniedrigt ist, 
zählt somit die Gerade Alf von einem Punkte B der Mitteltangente aus 
für zwei der Tangenten an die mit der Knotenspitze bereits versehene 
Kurve »'''' Ordnung. Dieses Ei^ebnis wird übrigens in [13] in einem 
viel allgemeineren inbegriffen sein. 

Noch bemerken wir, daß, wenn ein singuiärer Punkt A von ver- 
schiedenen Elementen gebildet wii-d, die Anzahl der mit BA zusammen- 
fallenden Tangenten unter den «(w — 1), die an die Kurve (als all- 
gemeine Kurve n*^' Ordnung betrachtet) gelegt werden können, aus der 
doppelten Anzahl der nach [12] bestimmten, in A zusammenfallenden 
Schnittpunkte dieser Elemente und der Summe der Anzahlen der 
Tangenten, die zu jedem Elemente gehören, bestehen wird. Dies folgt 
unmittelbar aus den aufgestellten Regeln. 

[13] Anwendung des Dualltätsprinzips ; Halphena Satz, 
Wenden wir das Dualitätsprinzip auf die in [11] und [12] gefundenen 
Ergebnisse an, so finden wir, daß Kurven von den Klassen m' und n' 
m'n gemeinschaftliche Tangenten haben, und daß eine allgemeine 
Kurve von der Klasse ii'von der Ordnung n'{n' — V) ist. Die in Spe- 
zialfällen zusammenfallenden gemeinschaftlichen Tangenten zweier Kur- 
ven und die zusammenfallenden Schnittpunkte einer Gferaden mit einer 
gegebenen Kurve von der Klasse n'unU daher auch die Multiphzitäten 
der sich in Spezialfällen aus einer solchen Kurve ausscheidenden Ge- 
raden [5] lassen sich nach Regeln abzählen, die man leicht aus den in 
[11] und [12] mittele des Dualitätsprinzipa herleiten kann. Wir brau- 
chen aber dabei nicht zu verweilen, da man überhaupt jederzeit die zu 
untersuchende Figur mit der dualistisch entsprechenden vertauschen 
kann, was analytisch dadurch geschieht, daß man die Punktkoordinaten 
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als Linienkoordinaten deutet, und umgekehrt. Daher werden wir auch 
im folgeuden oft die Anwendungen des Dualitätsprinzips als ganz eelbst- 
ver stündlich übergehen. 

Dagegen muß man immer die BeKiehung zwischen den sich dualistisch 
entsprechenden Darstellungen derselben Figur beachten; besondere 
wird uns der Zusammenhang zwischen den Reihen, die ein Kurvenelement 
in Punktküordinaten und in Linienkoordinaten darstellen, ein für ab- 
zählende Untersuchungen wichtiges Ergebnis liefern. 

Wir stellen in Punktkoordinaten das Element durch die Gleichungen 

[10] (1) dar, oder indem wir in dem für y aufgestellten Ausdruck t = x' 
setzen, durch die Reihe 



(1) 



h^ \x' ) +l)^\x' ) + b' \x' ) . 



wo nur überall derselbe Wert von x' benutzt werden muß; dann werden 

die V Werte von x" die v Partialzweige geben, ic = , y = ist der 
Mittelpunkt Ä des Elements, und, indem wir ji^ > v annehmen, y = ö 
seine Mitteltangente AB, die das Element in ji^ zusammenfallenden 
Punkten schneidet. Der Punkt B ist durch «/ = 0, x = ao bestimmt. 
Eine beliebige Tangente an das Element, d. h. eine Tangente an 
die Kurve, deren Bestimmung innerhalb der Konvergenzgrenzen der 
dazu zu benutzenden Reihen liegt, wird die Gleichung 



haben. Wir können also 






als ihre Linienkoordinaten betrachten. In diesen wird w = den Mittel- 
punkt A bestimmen, m = den Punkt, den wir B genannt haben. 
Aus (1) erhalten wir 

,„_,_^g_i,,(l_t)f,. + (,,(i_^)„.+ 6,(l^^)f,. + .,., 

oder, wenn wir m = s'''""- setzen 

(2) M = S"'-'', W = qS^' + C^^' + CgS"' -1 

Das Element wird also in Linienkoordinaten ganz wie vorhin in Puhkt- 
koordinaten dargestellt, nur daß v durch fij — i/ ersetzt wird, während 
(^^ seinen Wert behält, fii — f wird die Anzahl v der durch B 
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gehenden Tangenten angeben, die mit BA zusantmeüfallen. 
Also ist 

(3) p,-» + ^', 

und [if bedeutet gleichzeitig die Anzahl der zusammenfallen- 
den Schnittpunkte der Mitteltangente und die Anzahl der 
vom Mittelpunkt ausgehenden, zusammenfallenden Tan- 
genten. V und v' werden beziehungsweise die Punktmultiplizität 
und die Tangentenmultiplizitat des Ortes genannt. Dann wird (3) 
den Satz von Halphen ausdrücken. 

Haben mehrere Elemente denselben Mittelpunkt A und ist Ev die 
Summe ihrer PunktmultiplJzitäten, also die Anzahl der zusammen- 
fallenden Schnittpunkte einer beliehigen, durch A gehenden Geraden, 
und hat eine Gerade AB (i m A zusammenfallende Schnittpunkte, so 
wird BA für fi — Sv der von B ausgehenden Tangenten zu zählen sein. 

Die Multip lizi täten v und v liefern den ersten Beitrag zur Charakteri- 
sierung eines Kurvenelements. Für ein einfaches Element ist v = v'=\. 
Ein Wendepunkt ist ein Element mit der Punktmultiplizität 1, das 
die Mittel tan gente (Wendetangente) in drei zusammenfallenden 
Punkten schneidet. Für ihn ist also v = \, ^j = 3 und somit v = 2. 
Die dualistisch entsprechende Singularität, für welche v = 2, v' = 1 ist,, 
haben wir schon in [11] 1. kennen gelernt und ihren Mittelpunkt eine 
Spitze genannt. Diese Singularitäten werden durch die genannten 
Werte von v und v vollständig charakterisiert. Für eine Knoten- 
spitze ersieht man aus der Darstellung [11] 2., daß v = r' =■ 2 ist. Um 
eine einfache Knotenspitze zu erhalten, deren Einfluß auf die Klasse 
einer Kurve gegebener Ordnung wir in [12] bestimmt haben, müßten 
wir aber auch ij ^ voi-aussetzen. Da aber hier die Bedingung ^^ ^ 
zur Folge hat, daß in der Keihe (2) auch (g ^ wird, so wird einer 
einfachen Knotenspitze dualistisch wieder eine einfache Knotenspitze- 
entsprechen'), und eine solche wird also denselben Einfluß auf die Ord- 
nung einer Kurve gegebener Klasse, wie auf die Klasse einer Kurve ge- 
gebener Ordnung ausüben. 

Legen wir z. B, einer Kurve von gegebener Klasse «' d' Doppel- 
tangenten, e' Wendetangenten und /' einfache Knotenspitzen bei, so 
flndet man, der Formel [12] (1) entsprechend, für ihre Ordnung n den 
folgenden Ausdruck 

(4) n = n'{n - 1) — 2d' - 'de' - bf. 

Auf nähere Bestimmungen dieser Art kommen wir in [70] und [71J 
wieder zurück. 

1) Diesea Reaaltat ißt in dem. in [74] bewiesenen, sehr allgemeinen Satz in- 
begriffen. 
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Die große Bedeutung des Satzes von Malpken, die namentlich im 
dritten Kapitel hervortreten wird, bernht darauf, daß sie eine Relation 
zwischen Anzahlen aufstellt, die — z. B. im Gegensatz zu der Abzahlung 
zusammenfallender Schnittpunkte [11] oder zur Bestimmung des Ein- 
flusses eines singulären Punktes auf die Klasse einer Kurve gegebener 
Ordnung [12] — von der Betrachtung der Ordnungen unendlich 
kleiner Größen ganz unabhängig ist. 

[14t] Elemente von Raumkurveu. Da sich eine Raumkurve 
in eine ebene Kurve, die von derselben Ordnung ist und deren Klasse 
dem Range der Raumkurven gleich ist, projizieren läßt, und da die 
Spur des Ortes ihrer Tangenten in einer Ebene von derselben Klasse n" 
wie diese abwickelbare Fläche ist, während ihre Ordnung dem Range n 
der Raumkurve gleich ist [7], so läßt sich Salphens Satz verschiedent- 
lich auf ein Element einer Ranmkurve übertragen. Ein solches 
läßt sich durch die bereits bebandelte Darstellung der entsprechenden 
Elemente der genannten Projektionen und Spuren darstellen, und mit 
Bezug hierauf können wir vom Mittelpunkt Ä, von der Mitteltangcnte 
a und von der Mittels chmiegungsebene a des Elementes der Raum- 
kurve sprechen. 

Demgemäß wird die Beschaffenheit des Elements in erster Linie durch 
die folgenden Multiplizi täten ausgedrückt: Die Punktmnltiplizität v 
ist die Anzahl der mit A zusammenfallenden Punkte, in denen eine willkür- 
liehe, durch A gehende Ebene die Raumkurve schneidet; die Tan- 
gentenmultiplizität v ist die Anzahl der mit a zusammenfallenden 
Tangenten der Raumkurve, die eine a achneidende Gerade schneiden; 
die Ebenenmultiplizität v" ist die Anzahl der mit u zusammen- 
fallenden Schmiegungs ebenen der Baum kurve, die durch einen beliebigen 
Punkt von k geben. Nach HalphensSaiz wird dann gleich 
V -\- v' 1. die Anzahl der mit A zusammenfallenden Punkte, in denen 
eine durch die Tangente a gehende Ebene die Raumkurve 
schneidet, und 2. die Anzahl der mit a zusammenfallenden 
Tangenten, die eine durch den Punkt A gehende Gerade 
schneiden ; 
v -\- v" 1. die Anzahl der mit a zusammenfallenden Tangenten die eine 
in der Ebene « Kegende Gerade schneiden, und 2. die Anzahl 
der mit a zusammenfallenden Schmiegungs ebenen der Raum- 
kurve, die durch einen Punkt von a gehen. 
Daraus folgt, daß v die Punktmultiplizitat und v -(- v" die Tau- 
gentenmultiplizität [13] des von einem Punkte der Schmiegungsebene 
aus projizierten Elements ist, und daß v -\-v' die Punktmultiplizitat und 
v" die Tangentenmultiplizität des Elements wird, das das gegebene Ele- 
ment in der Spur der von den Tangenten der Kurve erzeugten Fläche 
in einer durch den singulären Punkt gehenden Ebene abbildet. Wenn 
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man nun Salphens Satz auch auf diese Elemente anwendet, ao findet 
man den Ausdruck 

^i-v'+v" für die AnzaMen 1. der mit A zusammenfallenden Schnitt- 
punkte der Raumkurve mit ihrer Schmiegungsebene a, 2. der 
mit a zu Bammenf allenden Tangenten der Raumkurve, die eine 
in der Ebene a liegende und durch A gehende Gerade schnei- 
den, 3. der mit a zusamnaenfallenden, durch A gehenden 
Schniiegungsebenen. 
Projiziert man die Raumkurve von einem Punkt P der Tangente o 
aus, so werden v der durch einen beliebigen Punkt gehenden Tangential- 
ebenen des projizierenden Kegels durch » gehen. Der Rest dieses Kegels 
ist dann zwar von der Ordnung n, aber nur von der Klasse «' — -c', und 
dasselbe gilt TOn der Projektion. Das Element dieser Projektion wird 
die Punkt multiplizität v + v', die Tangentenmultiplizität v" haben. Da- 
mit erhält man einen neuen Beweis der ersten, durch v + v'-j-v" ge- 
gebenen Abzahlung. Ähnlich konnte man den Schnitt der Tangenten- 
Üäche mit einer durch a gehenden Ebene benutzen; er zerfällt in 
eine Kurve von der Oidnung »' — v und der Klasse n" mit einem Ele- 
ment (i-, v + v"), und in die c'mal zu zählende GEerade a. 

Wenn man das Projekt lonszentr um P in Ä annimmt, so wird die 
Projektion, abgesehen von Geraden und Punkten, die sich abgesondert 
haben, von der Ordnung n — v und der Klasse n' — v ~ v' sein und 
■ein Element haben, das durch die Multiplizi täten v' und v" charakteri- 
siert wird. Ebenso wird nach ähnlicher Absonderung der Schnitt der 
Schmiegungsebene von der Ordnung«' — r'—)'" und der Klasse «"^v" 
sein und ein Element haben, das durch die Multiplizitäten v und v 
charakterisiert wird. 

Für einen gewöhnlichen Punkt der Kurve hat man v~v' = v"—l. 
Bemerkenswert sind noch die Punkte, für welche eine der Zahlen zwei 
wird, während die zwei andern gleich Eins sind. Ein Punkt mit einer 
durch V ^ v ^ 1, v" = 2 charakterisierten Singularität ist ein solcher, 
in welchem die Schmiegungsebene, die man hier stationär nennt, die 
Kurve in vier zusammenfallenden Punkten sehneidet. Die durch v = 2, 
v = 1, r" = 1 charakterisierte Singularität, die dualistisch einer 
stationären Schmiegungsebene entspricht, wird eine Spitze der Raum- 
kurve sein, was daraus ersichtlich ist, daß in einer willkürlichen 
Projektion der ßaumturve der entsprechende Punkt eine Spitze wird. 
Die durch v — l, v' = 2, v" ~ 1 charakterisierte Singularität besitzt 
ein solcher Punkt, dessen Projektion ein Wendepunkt der Projek- 
tion der Raumkurve ist, und der darum auch selbst als Wende- 
punkt zu bezeichnen ist. Die gefundenen Anzahlbestimmungen ent- 
halten eine Toilständige Angabe der entsprechenden Eigenschaften 
aller Projektionen jedes der higr beschriebenen Elemente einer Baum- 
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kurve und aller ebenen Schnitte der ihr entsprechenden Tangenten- 
flache.') 

Man sieht, daß sowohl die Abzahlung der zusammenfallenden Schnitt- 
punkte jeder ebenen Kurve mit einer Geraden und jeder Uaumkurve 
mit einer Ebene, als auch die dualistisch entsprechenden Abzahlungen 
leicht ausführbar sind, wenn alle Elemente durch die hier genannten 
Zahlen charakterisiert werden. 

[15] Kurven In Räumen von mehreren Dimensionen; pla- 
ttimetrische Anwendunjf. Diese Betrachtungen lassen sich auf 
Räume von einer beliebigen Anzahl (r) von Dimensionen erweitern. Wir 
werden eine in einem solchen enthaltene, algebraisch bestimmte Gesamt- 
heit Ton oo' Punkten eine Kurve c„ nennen. Sie wird vollständige oder 
unvollständige Schnittkurve von r — - 1 je durch eine Gleichung zwi- 
schen den r Koordinaten bestimmten (r — l)-dimensionalen Räumen 
sein. Eine Gleichung ersten Grades bestimmt einen hnearen (r ~- l)-di- 
mensionalen Raum 3i(r_i); dieser läßt sich auch durch r Punkte bestim- 
men. Die Ordnung n der Kurve c, ist die Anzahl ihrer Schnittpunkte 
mit einem Xi^_iy Wir werden die Gesamtheit von co''~'+> Räumen ro._jj 
betrachten, die c„ in s konsekutiven Punkten schneiden, und die Anzahl 
solcher Räume, die noch r — s + 1 gegebene Punkte enthalten, den 
(s — l)*™ Rang der Kurve c^ nennen und mit n''~^' bezeichnen. Ein 
Element der Kurve c^ Hßt sich ebenso wie bei ebenen Kurven durch 
Reihenausdrücke für die Koordinaten bestimmen. Es kann nun ein sol- 
ches Element vorkommen, das mit jedem der durch seinen Mittelpunkt 
A gehenden oo"""^ Räumen ^ir-i) ^ zusammenfallende Schnittpunkte 
gemeinsam hat, mit oo'"'^ durch Ä gehenden ^i^-i) ^ + *''; ™'' "^^"^"^ 
V + v' + v" usw. und endlich mit oo''"' Räumen ^(r-ii v -\- v' + v' 
-|- ... jj(»-'). Ich behaupte, daß ein Raum Jt(r-i)i der diese Eigenschaft 
hat und durch r — s andere gegebene Punkte {B) geht, ebenso vielmal 
unter die m('~^> Räume Jt/r-ii ^^ zählen ist, die c„ in s zusammen- 
fallenden Punkten schneiden und durch A und die Punkte (B) gehen. 
Diesen Raum nennen wir «,._i. 

Um diesen Satz zu beweisen, werden wir voraussetzen, daß er rich- 
tig ist, wenn die Zahl der Dimensionen nur r— 1 ist. Außerden3i,^_j., die 
durch die Punkte (B) gehen und c„ in s konsekutiven Punkten schnei- 
den, werden wir solche hneare Räume ^i^^^) von (»' — 2) Dimensionen, 
betrachten, die auch durch (E) gehen und c„ in s — 1 konsekutiven 
Punkten schneiden. Wir werden nun die ganze Figur von einem Punkte 
PdesRaumesci(,._j)aus auf einen neuen Sj.^_j|, den wir als n:^_j bezeich- 
nen, projizieren; die Projektionen der einzelnen Gebilde bezeichnen wir 

1) Diese Eigenschaften, wie die der Elemente, für welche mehrere der 
Multipli Zitaten zwei sind, treten auf den von Fräulein H. Lund (Verlag von 
Martin Schilling) konstmierteu Kaj-tonmodellen deutlich hetvor. 
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durch Hiüzufugen eines Striches an ihre eigenen Bezeichnungen. Ein 
lineares Gebilde wird durch einen linearen Raum projiziert, dessen 
Dimensionszahl um 1 größer ist, und der noch P enthält: die Pro- 
jektion wird sodann als Schnitt dieses projizierenden Raumes mit Ji(r-.i) 
bestimmt und wird dieselbe Anzahl von Dimensionen, wie das projizierte 
Gebilde selbst, besitzen. Die Projektion der Kurve c^ ist eine neue Kurve 
('„ , die Projektionen der Räume Ji^^a ^i*^*! neue Räume Jt(r_j|, die je c^ 
in s — 1 konsekutiven Punkten schneiden und außerdem durch feste 
Punkte (B") bestimmt werden. Der Schnitt aj^_j| des Raumes «(^-i) ^i* 

aJ^_,|Wird V -\-v' +v" -\ »/''"^'konsekutive, mit der Projektion^' von jl 

zusammenfallende Punkte der Kurve c'^ enthalten, und, unserer Voraus- 
setzung gemäß, werden also ebensoviele der Räume Jtj^^j), die durch 
A' gehen, mit a't^_f, zusammenfallen. Daraus folgt, daß dieselbe Anzahl 
von die Gerade PA schneidenden Räumen ^i^_%) in «(,_i) liegt. Nun 
ist Pji eine willkürliche, im Räume «(^„i) liegende und durch A gehende 
Gerade, Legen wir durch diese eine willkürliche Ebene (einen linearen 
zweidimensionalen Raum), so wird diese die Räume Ji|r_a, in Punkten 
schneiden, die eine Kurve bilden, deren Tangenten die Schnitte der Räu- 
me ^(r^x-i sind, die ja die Räume ^(r-si enthalten und die Kurve c, je 
in s zusammenfallenden Punkten schneiden. Da nun PJ, die genannte 
ebene Kurve in r -|- v'-j- v" ■ ■ ■ i^~^ konsekutiven, mit A zusammen- 
faUenden Punkten schneidet, so werden wegen des jfTa^Äewsehen Satzes 
ebensoviele durch A gebende Tangenten an diese Kurve mit PA, und 
also auch ebensoviele der Räumear^,._jj, die die gegebenen Bedingungen 
erfüllen, mit ß(r_i) zusammenfallen. 

Da die gemachte Voraussetzung für einen zweidimensionaleu Raum 
(eine Ebene) gilt, so ist unser Satz allgemein bewiesen. 

Wir werden sogleich diesen Satz auf eine planimetrische Frage an- 
wenden. Wir kömien nämlich die Koeffizienten der Gleichung einer ebe- 
nen Kurve k^ als Koeffizienten der Gleichung eines linearen (r — 1)- 
dimensionalen Raumes %(j._i) in einem linearQji Räume mitr Dimensio- 
nen auffassen, indem »■= ^n(n -f 3) ist. Die Bedingung, daß die ebene 
Kurve durch einen Punkt {x,y) der Ebene gehen soll, wird durch eine 
lineare Gleichung in den Koeffizienten ausgedrückt. Sie sagt daher auch 
aus, daß der der Kurve entsprechende (r — l)-dimenaionale Raum durch 
einen gegebenen Punkt des r-dimensionalen gebt. In dieser Weise ent- 
sprechen allen Punkten der Ebene gewisse, einem nicht^linearen zwei- 
dimensionalen Räume angehörende Punkte des r-dimensionalen Raumes, 
Einer Kurve c der Ebene wird eine Kurve c' des r-dimensioualen Rau- 
mes entsprechen, und einem Elemente der Kurve c mit dem Mittelpunkte 
A ein Element der Kurve c' mit dem Mittelpunkt A'. Einer Kurve \, 
die c in s konsekutiven Punkten schneidet, wird ein Raum ar^^i ent- 
sprechen, der c' in s konsekutiven Punkten schneidet. Aus dem eben 
bewiesenen Satae können wir also den folgenden herleiten, der später 
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Anwendung finden wird: Nehmen wir an, daß ea in einem System voa 
oo^ ebenen Kurven ft„, die eine gegebene Kurve derselben Ebene c 
je in s konsekutiven Punkten sciineiden und noch durch -^«(n + 3) — s 
gegebene Punkte der Ebene gehen, jt gibt, die durch einen weiteren 
gegebenen Punkt P gehen, so wird die Grenzkurve des Systems, deren 
s zusammenfallende Schnittpunkte in dem Elemente A liegen — wenn 
nicht auch andere Elemente denselben Hauptpunkt haben ■ — genau so 
vielmal unter die /i durch den Punkt A gehenden Kurven des Systems 
zu zählen sein, als sie mit A zusammenfallende Schnittpunkte hat. — 
Haben mehrere Elemente denselben Hauptpunkt A, so muß man die zu 
diesen gehörigen Kurven des Systems je für sieb nach derselben Re- 
gel abzählen. 

[16] ZuBammenfalleude Schnittpunkte einer Saumkurve 
mit einer Fläche; Erweiterung des B^soutachea Satzes. Die 
Schnittpunkte einer Raumkurve c^ mit einer Ebene a lassen sich da- 
durch bestimmen, daß man c„ von einem Punkte S der Ebene a aus auf 
eine neue Ebene o» projiziert: die gesuchten Schnittpunkte werden dann 
in die Schnittpunkte der Projektion von e„ mit der Spur von cc proji- 
ziert. Dadurch kann man aus der in [10] angegebenen Regel eine entspre- 
chende für die Schnittpunkte einer Raum kurve mit einer Ebene bilden, 
nämlieb; 

Um abzuzählen, wieviel Schnittpunkte einer Raumkurve c^ mit einer 
Ebene cc in einem Punkt A zusammenfallen, legt man in einem Abstand 
von Ä, der unendlich klein erster Ordnung ist, eine Ebene sr, die einen 
endliehen Winkel mit k bildet; die gesuchte Anzahl ist dann die Sum- 
me der Ordnungen der unendlich kleineu Abstände der Schnittpunkte 
der Ebene jt mit e„ von der Ebene a. 

Ganz wie es in [11] geschah, kann man hieraus die Abzahlung der 
Schnittpunkte einer Raumkurve c„ mit einer beliebigen Fläche <p^ her- 
leiten. Die Gerade l ist jetzt als Erzeugende eines die Raumkurve c„ 
enthaltenden Kegels mit dem Scheitel S ([H] Fig- 1) zu betrachten, die 
Punkte N und M als ihre Schnittpunkte mit e^ und mit der Fläche 
qn,,, und L als ihren Schnittpunkt mit einer festen Ebene a. Der Punkt 
P der Geraden l wird wieder durch die Beziehung 



bestimmt. Der Ort des Punktes P wird dann eine Ebene jr, die durch 
den Seheitel B des Kegels geht, in mn Punkten schneiden, also von der 
Ordnung mn sein, und seine mn Schnittpunkte mit der Ebene a werden 
den mn Schnittpunkten der Kurve c„ mit der Fläche q5„, enfeprecben. 
Aus der eben vorgenommenen Abzahlung folgt dann die folgende Regel 
(in der wir den Punkt B unendhch fem annehmen): 

Um abzuzählen, wie viel Schnittpunkte einer Raumkurve 
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c„ mit einer Fläche cp^ in einem Punkt Ä zusammenfallen, legt 
man eine Ebene ;r, deren Abstand von J. unendlich klein erster 
Ordnung ist, und in dieser Ebene parallele Gerade l durch 
alle ihre (dem Punkte A unendlich nahe liegenden) Schnitt- 
punkte N mit c„: die gesuchte Anzahl ist dann die Summe der 
Ordnungen der unendlich kleinen Strecken MN, die auf der» 
Geraden l zwischen ihren Schnittpunkten M mit g:;,^ und den 
genannten Punkten iV abgeschnitten werden. 

Der hier bewiesene Satz und der daraus folgende, daß drei Flächen 
von den Ordnungen m^, m^, m^ sich in m^m^ni^ Punkten schneiden, sind 
Erweiterungen des BezoutscheD Satzes [11] (siehe im folgenden [159]). 

Die Schnittpunkte zweier Raumkurven c^^ und c^, die auf einer 
Fläche (p^ liegen, werden auch Schnittpunkte der Kurve c^ mit einer 
durch c„^ gehenden neuen Fläche <p^^ sein. Es ist jedoch nicht immer 
möglieh, letztere Fläche so zu bestimmen, daß sie nicht 9,^^ noch in einer 
anderen Kurve \ schneidet [7]. Wendet man also die eben beschriebene 
Methode an, um zusammenfallende Schnittpunkte der Fläche y^ mit c^ 
abzuzählen, so muß man beachten, daß sich unter diesen Punkten sowohl 
Schnittpunkte von c^^ mit c^^ als auch von c^ mit k^ befinden können. 



Zweites Kapitel. 

Die Methode der Erhaltung der Anzahl. 

a) Direkte Anwendungen. 
[17] thier^aug vom Speziellen zum Allgemeinen. Wie die 

Betrachtung eines speziellen Falles irgend einer in größerer Allgemein- 
heit charakterisierten geometrischen Aufgabe als Grenzfall es erlaubt, 
die abzählende Auflösung der allgemeineren Aufgabe auf die speziellere 
anzuwenden, so kann man auch umgekehrt, und ganz mit derselben Sicher- 
heit, die Bestimmungen, die sich auf letztere beziehen, auf die allgemei- 
nere übertragen. Es kommt dabei nur darauf an, alle Lösungen der 
spezielleren Aufgabe, die Grenzfälle der gesuchten Lösungen der all- 
gemeineren Aufgabe sind, mitzuzählen, und jede ebenso vielmal mitzu- 
zählen, als die Anzahl der mit ihr zusammenfallenden Lösungen der 
allgemeineren Aufgabe angibt. 

Es folgt aus dem vorhergehenden Kapitel, daß die mitzuzählenden 
Lösungen nicht immer eben diejenigen sind, die einer rein sprach- 
lichen Übertragung der allgemeineren Aufgabe auf den Spezialfall ent- 
sprechen würden; neben solchen können andere auftreten, die man im 
Spezialfälle anders ausdrücken würde, wie auch die unmittelbare Über- 
tragung im Spezialfälle oft unendlich viele Auflösungen geben würde. 
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Der Vorteil der Methode beruht darauf, daß im Spezialfälle die Anzah- 
left der übrigens oft verschiedenartigen Lösungen leichter zu bestim- 
men sein werden. Die mathematische Sicherheit des Schlusses vom Spe- 
ziellen auf daa Allgemeine wird durch die Auffassung des Falles als Grenz- 
fall gewonnen. Wie man dabei zu verfahren hat, und wie die in Spe- 
zialfällen zusammenfallenden Lösungen abzuzählen sind, haben wir 
schon im ersten Kapitel b) erörtert. Die Richtigkeit des Übergangs wird 
übrigens in vielen der zu betrachtenden Beispiele dem mit der Algebra 
vertrauten Leser unmittelbar ersichtlich sein, und man wird daraus 
lernen, wie man auch in anderen auf der Algebra beruhenden Unter- 
suchungen mit derselben Sicherheit verfahren kann. 

Die einfachsten Beispiele der Anwendung dieser Methode liefert die 
Bestimmung der Ordnung einer ebenen Kurve oder Fläche durch Ab- 
zahlung ihrer Schnittpunkte mit einer ganz bestimmten Geraden, die 
Bestimmung ihrer Klasse durch Abzahlung der Tangenten oder Tan- 
gentialebenen, die durch einen gegebenen Punkt oder eine gegebene Ge- 
rade gehen usw. So geben Beispiele hierfür schon die Beweisführungen 
in [11] und [12] ab. Wir fügen sogleich die folgenden hinzu, die sich 
auf ein System von oo^ Kegelschnitten mit der ersten Charakteri- 
stik fi und der zweiten Charakteristik fi' beziehen, d. h. auf 
ein solches, in welchem fi Kegelschnitte durch einen gegebenen Punkt 
gehen und it' eine gegebene Gerade a berühren.^) Suchen wir z. B. die 
Ordnung, die der Ort des Pols der Geraden a besitzt, so bemerkt man, 
daß er a in den fi' Punkten trifft, in welchen die Gerade a von Kegel- 
schnitten des Systems berührt wird, und in keinem anderen- Daß diese 
Punkte einfache Schnittpunkte sind, könnte man mittels der Regel in 
[11] finden; man ersieht dies aber leichter aus der Betrachtung eines 
einfachen Beispiels z. B. eines Systems von konzentrischen Kreisen. Hier 
hat der gesuchte Ort nur einen Schnittpunkt im Berührungspunkt der 
Geraden a mit einem Kreise des Systems, und dies kann nicht der Grenz- 
fall eines solchen Systems sein, bei dem mehrere Schnittpunkte zusam- 
menfallen. Der gesuchte Ort ist also von der Ordnung fi'. Ebenso findet 
man, daß die Einhüllende der Polaren zu einem gegebenen Punkte A 
fi ist, weil [i Polaren durch A selbst gehen. Betrachten wir weiter ein 
System von oo^ Flächen von der Ordnung 2 mit den Charakteri- 
stiken jt, fi' und ii", d. h. ein solches, in welchem fi Flächen durch 
einen gegebenen Punkt gehen, fi' eine gegebene Gerade und n" eine ge- 
gebene Ebene berühren'), so sieht man, daß der Ort der Pole einer 
gegebenen Ebene k eine Kurve von der Ordnung (:i"ist, weil die Ebene a 
ft"Pole enthält, daß der Ort der mit einer gegebenen Geraden a kon- 
jugierten Geraden eine Regelfläche von der Ordnung (und Klasse [8]) fi' 

1) Für Systeme von Kurven und Flächen höherer Ordnung wendet man die- 
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ist, weil a ji' konjugierte Gerade schneidet, und daß die Polarebenen zu 
einem Punkte Ä eine abwickelbare Pläcbe von der Klasse ^ erzeugen, 
weil fi Polarebenen durch A gehen. 

Um zu systematischen Anwendungen der Abzahlungen dieser Art 
anzuleiten, betrachten wir noch einige HauptfäUe, in welchen sie sich 
leicht durchführen lassen. 

[18] Ort bestimmter Funkte der Geraden eines Büschels. 
Um die Ordnung eines solchen Ortes zu bestimmen, sucht man die An- 
zahl der Schnittpunkte mit einer beliebigen Geraden, oder, wie man oft 
sagt, mit einem beliebigen Strahl l des Büschels. Von diesen fallen nur 
die dem Strahle selbst entsprechenden Punkte P außerhalb des festen 
Punktes A des Büschels. Ein beliebiger Strahl / wird aber im allge- 
meinen den Ort noch in einer gewissen Anzahl mit A zusammenfallen- 
der Punkte schneiden, nämlich jedesmal je in einem Punkte, sooft einer 
der einem Strahl l entsprechenden Punkte P mit Ä zusammenfällt. In 
einer solchen Lage wird l den Ort berühren, weil sie die Grenzlage 
einer Geraden ist, die A mit einem mit A zusammenfallenden Punkt 
verbindet. (In den in [11] und [12] betrachteten Fällen ging der ge- 
suchte Ort gar nicht durch den Scheitel des Büschels.) 

Suchen wir z. B. den Ort des Schnittpunktes P der Strahlen l^ und 
4 zweier Büschel mit den festen Punkten A^ und A2, die so aufeinander 
bezogen sind, daß jedem Strahl l^ durch A^ a^ Strahlen l^ durch A^, 
und jedem Strahl \ a^^ Strahlen \ entsprechen. Dieser Ort wird von der 
Ordnung a^ + a^ sein und in A-^ einen «j-faehen und iu A^ einen «j- 
fachen Punkt haben, was man aus der Abzahlung der Schnittpunkte mit 
einer Geraden \ oder \ ersieht. Die Strahlen l^, die dem mit A^A^ zu- 
sammenfallenden Strahle l^ entsprechen, sind die Tangenten des gesuch- 
ten Ortes im Punkte A^ Man muß sichjedoch noch vergewissern, daß die 
«j Zweige des Ortes, die durch A^ gehen, einfach sind, und daß der Punkt 
A^^ somit nur ein ßj-facher Punkt ist. Dies laßt sich im vorliegenden 
Falle durch die Bemerkiing erreichen, daß wenigstens die Gerade ^4^ .4, 
die Kurve nur in a^ mit A^ zusamraenfaUenden Punkten sehneidet. Für 
«j = ctg = 1 findet man, daß zwei eindeutig aufeinander bezogene Strah- 
lenbüschel einen Kegelschnitt erzeugen. 

Wenn ßj^ unter den der Geraden A^A^ entsprechenden «^ Strahlen 
li mit einem Strahle 6, zusammenfallen, und y^ der dem Strahle \ ent- 
sprechenden Strahlen ^ mit A^A^ zusammenfallen, so erhält man aus 
[13] für das Element mit dem Mittelpunkt A^ und der Mitteltangente 
6j die Punktmultiplizität ß-^ und die Tangentenmultiplizität y^. 

Wenn einem mit A^A^ zusammenfallenden Strahl l^ ein mit der- 
selben Geraden A^A^ zusammenfallender Strahl l.^ entspricht, so wird 
der Ort aus A^^A^ und einer ßestkurve von der Ordnung a^-{- a^ — \ mit 
einem (a^ — l)-fachea Punkte in ^j und einem (ag— l)-fachen Punkt 
in A^ bestehen. Die Eestkurve wird also die Gerade A^A^ nicht nur in 
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den genannten Punkten, sondern noeli in einem weiteren Pnnkte M 
schneiden. Im allgemeinen, d. h., wenn enteprechende Strahlen l^ 
und I2 gleichzeitig unendlich kleine Winket erster Ordnung mit AyA^ 
bilden, wird M weder mit A^^ noch mit A^ zusammenfalien, was man 
aus der Betrachtung des Dreiecks A-iA^M ersieht. In diesem PaU wird 
auch einem mit A^A^ zusammenfallenden Strahl \ nur ein mit AyA^ zu- 
sammenfallender Strahl ly entsprechen. Wenn auf dieaelhe Weise 
d-mal zwei entsprechende Gferaden l^ und l^ mit A^A^ zusammenfallen, 
so wird sich diese ^-mal ausscheiden, und die Restkurve wird von der 
Ordnung k^ + «j — iJ mit einem {a^ — Ö)-facheii Punkte in Ay und einem 
(«2 — <})-fachen Punkte in Ä^ sein, und A^A^ noch in S Punkten schnei- 
den. Wenn die entsprechenden Winkel di^egen nicht von derselben 
Ordnung sind, so werden verschiedene FäUe eintreten können, deren 
Auf k^rung leichter durch das später einzuführende Korreapondenzprin- 
zip geschehen kann. 

Man wird übrigens bemerken, daß die hier betrachteten Kurven 
diejenigen sind, die in einem Dreieckskoordinaten System, in welchem A^ 
und A^ die Punkte a^j = 0, 3^3 -= und x^^O, Xg = sind, durch Glei- 
chungen dargestellt werden, die vom Grade «^ in x^ und vom Grade Cj 
in x^ sind. Auch daraus gehen die hier genannten Ergebnisse hervor. 

Ein anderes Beispiel bietet die in [1] genannte Konchoide dar. Die 
Punkte P dieser Kurve liegen auf den durch einen Punkt A gehenden 
Strahlen und werden dadurch bestimmt, daß ihr Abstand MP vom 
Schnittpunkt M eines Strahles mit einer gegebenen Geraden 6 eine ge- 
gebene Große hat. Zu jedem Strahl gehören zwei solche Punkte F, und 
A wird ein Doppelpunkt der Kurve sein, dessen zwei (reelle, zusammen- 
fallende oder imaginäre) Tangenten A mit den Punkten von h verbinden, 
die von A den gegebenen Abstand haben. Die Kurve ist also vierter 
Ordnung, nnd ihr Doppelpunkt wird beziehungsweise ein eigentlicher 
Doppelpunkt, eine Spitze oder ein isolierter Punkt sein. 

[19] Folarkurven und Folarfläohen. Seien A^, A^ und M drei 
Punkte einer Geraden und bezeichnen wir die Strecken A^M und A^M 
mit Xy und x^, so wird, wenn A^ und A^ gegeben sind, die Gleichung 

(1) f{x) = a^x" -f- Oi^^p'ic, + ■- - a/x1''':iX^ 4- .. . a^_yXyXl''^ -\- a^xl = 

eine Gruppe von n Punkten M bestimmen. Dann nennen wir die Gruppe 
von n — r Punkten, die durch Nullsetzen des r*'-'^ Differentialquotienten 
in Beziehung auf x^, d. h. diirch die Gleichung 

(2) /■;"(»)- «(»-i)-(»-'- + i)«.-!:r'+-'('--i)-i«.-,.>?"'-o 

bestimmt ist, die r** Polare des Punktes A^. Da der r'^ Differential- 
quotient des s'*'' Differentialquotienten dem {r + s)**" gleich ist, wird auch 
die r** Polare der s'™ Polare der {r -j- s)"° gleich sein. 
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Die Bedingung dafür, daß A, der r*^" Polare des Punkts A^ an- 
gehört, ist 

Dieselbe Gleichung wird offenbar aneh ausdrücken, daß A^ der 
(m — r)'™ Polare des Punktes A^ augehört. Diese Gleichung kann 
man, wenn man die n Punkte der durch (1) bestimmten Gruppe M', 
M" . . . M^"^ nennt, auch so sehreiben: 

oder so 

,.,.., -y A^ M' ■ A, M -. . . A^ Ml--' _ , 

*-■'' ) jL J. M'- A, M". . . A, M<r> - '^ ' 

wo wir durch ^ die Summe aller Brüche bezeichnen, die man durch 
die Benutzung aller Kombinationen der n Punkte M bilden kann. Die 
(w — 1)*^ Polare besteht aus einem Punkt. Ist A^ die (w — 1)'^ Polare 
des Punktes Ao, so ergibt die Gleichung (3') 



A^M' A^M" A^M^ 



- + ----/'-«i^ = o 



1,J, A,M'^A,M"^ A^M'^"' 
Der dadurch bestimmte Punkt wird der harmonische Mittelpunkt der 
Punkte M', M". . . J/"'"' in Beziehung auf A^ genannt. Ist A^ unendlich 
fern, so wird er der Schwerpunkt der Punkte M sein. 

Enthält fix) den Faktor jf^ imd bestimmt man die Polare der Punkte 
A^ und A^ durch Differentiationen in Beziehung auf Xj^ und x^, so findet 
man die folgenden Resultate: Die r** Polare eines s- fachen Punktes der 
(durch (1) bestimmten) Grundgruppe besteht aus demselben Punkt s-mal 
gezählt und seiner r'*° Polare in Beziehung auf die übrigen n — s Punkte; 
ist K^r<s, so gehört jeder Punkt der Geraden der Polare an. Dier" Po- 
lare eines beliebigen Punktes enthält, so lange r < s ist, einen s- fachen 
Punkt der Grundgruppe (s — r) mal und nicht öfter. 

Diese Eigenschaften der Polare einer Punktgruppe bringe ich in 
Erinnerung, um später die daraus folgenden Eigenschaften der jetzt zu 
bestimmenden Polarkurven und Polarflächen anwenden zu können. 

Es sei nun gegeben eine ebene Kurve von der Ordnung n und ein 
Punkt A in ihrer Ebene, oder eine Fläche von derselben Ordnung und 
ein Punkt A im Räume ; wir wollen mit M', M", . . . Jl/t"' die Schnittpunkte 
der Kurve, beziehungsweise der Fläche, mit einer willkürlichen, durch 
A gehenden Geraden bezeichnen. Dann nennen wir den Ort der r'™ Po- 
laren von A in Beziehung auf die Punktgruppe (M) die r"' Polare oder 
Polarkurve beziehungsweise Polarfläche des Punktes A in Bezie- 
hung auf die gegebene Kurve beziehungsweise Fläche; A wird der Pol 
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der Polarkurve (-fläche) genannt. Liegt Ä nicht auf der gegebenen Grund- 
kurve ( Grundfläche), so wird die Polarkurve (-fläche) auch nicht durch 
A gehen; denn dann wird für keine Lage einer durch A gehenden Ge- 
raden ein Punkt der Gruppe M in A fallen, was die Bedingung dafür 
ist, daß ein Punkt der Polargruppe mit A zusammenfalle. Eine Gerade 
durch A schneidet also die gesuchte r^ Polarkurve (-flache) nur in den 
n — r Punkten, aus welchen die Polargruppe in Beziehung auf die 
Schnittpunkte mit der Grundkurve (-flache) besteht; jene muß also von 
der Ordnung n — r sein. — ■ Die (« — 1)" Polare eines Punktee A in Be- 
ziehung auf eine ebene Knrve ist eine Gerade und wird seine Polar- 
achse genannt; die (» — 1)'" Polare in Beziehung auf eine Fläche ist 
eine Ebene und wird die Polarebene von A genannt. 

Die Ordnung ändert eich nicht, wenn der Punkt A auf der Grund- 
kurve (-fläche) selbst liegt; dann wird nur die Polarkurve (-fläche) selbst 
durch A gehen und jede Gerade durch A in ebensovielen, mit A zu- 
sammenfallenden Punkten wie die Grundkurve (-fläche) selbst schnei- 
den oder, wenn diese Anzahl n — r übertrifft, die Gerade ganz enthalten. 
Die r'^ Polare eines s-fachen Punktes der Gmndkurve (-fläche) wird, 
wenn w — r < s ist, ganz unbestimmt. Die (« — s)"' Polare eines solchen 
Punktes besteht in der Ebene aus den s Tangenten in demselben Punkt, 
und ist im Räume der Taugentenkegel der Grundfläche. 

Es ist ofi^enbar, daß die erwähnten Sätze, wonach die r'* Polare der 
gHm Polare die (r -j- s)^ Polare ist, und, wenn der Punkt B der r'*" Po- 
lare des Punktes A angehört, der Punkt A auch der (n — r)""' Polare 
des Punktes B angehört, auch für Polarkurven und Polarflächen gelten. 

Aus dem letzten Satze folgt, daß die ersten Polarkurven oder Po- 
larflächen der Punkte einer Geraden a einen Büschel bilden; denn die 
(n — 1)** Polare eines auf zwei dieser Polaren liegenden Punktes, die eine 
Gerade oder Ebene ist, wird ihre zwei Pole also alle Punkte der Gera- 
den a enthalten. Ebenso werden die ersten Polarfläcben der Punkte 
einer Ebene ein Bündel bilden, d. h. alle durch die Schnittpunkte dreier 
dieser Polarflächen geben. 

Sämtliche erste Polaren in Beziehung auf eine ebene Kurve »'" 
Ordnung werden ein lineares Netz bilden, in welchem jede Kurve durch 
zwei ihrer Punkte bestimmt ist, und die durch einen Punkt gehenden 
einen Büschel bilden. Sämtliche erste Polaren in Beziehung auf eine 
Fläche n^' Ordnung bilden ein lineares System, in welchem drei, zwei 
oder ein Punkt beziehungsweise eine Fläche, einen Büschel oder ein 
Bündel bestimmen, das durch die Punkte gebt. 

Alle hier angegebenen Sätze lassen sich leicht auf Räume mit einet 
beliebigen Anzahl von Dimensionen erweitem. 

[20] Beziehungen zu analytisch-geometrischen Darstel- 
lungen; Anwendung der Folareutheorie anf ebene Kurven. 
Trotz ihrer Einfachheit ist die hier gegebene Bestimmung der Ordnung 
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ner Polarkurve (oder -flaclie) durcli AbzäUung der Sclmittpunkte mit 
ner dnrch den Pol gehendeü Geraden nicht wesentiich einfacher ak 
".e folgende, die sich an eine analytisch- geometrische Darstellung an- 
knüpft. Die Zusammenstellung dieser Beweisführungen läßt sie als ver- 
schiedene Formen eng verwandter Betrachtungsweisen hervortreten, 
unter denen die abzählenden Methoden oft wesentlichere Vorteile als 
im vorliegenden Falle erzielen lassen, während die direkte Beziehung 
auf Koordinaten die kuraeste und durchsichtigste Beweisführung einiger 
Hauptsätze der Polarentheorie gewährt. Wir ergreifen daher eben 
diese Gelegenheit, um ein Beispiel für das fruchtbare Zusammenwirken 
der beiden Methoden zu geben, während sonst, unserer Aufgabe ge- 
mäß, unsere Beispiele gewöhnlieh zeigen sollen, wie unabhängig sich 
die abzählenden Methoden anwenden lassen. Gleichzeitig werden wir 
hier einige Sätze gewinnen, an die wir später auch Beispiele der An- 
wendung abzählender Methoden anknüpfen können. 

Beziehen wir eine ebene algebraische Kurve c, auf das Koordinaten- 
dreieck mit den Ecken 

A{x^ = 0, 3^3 = 0), B{xs ^0, x,^ 0), C{x^ ^0, ^^ = 0), 

die in x,, x^, x^ homogene Gleichung dieser Kurve. Ihre Schnittpunkte 
mit einer durch Ä gehenden Geraden findet man durch Einsetzen von 
x^ = ax^, die Polaren des Punktes A in Beziehung auf diese Schnitt- 
punkte durch Differentiationen in Beziehung auf ar^, den Ort dieser 
Polaren gruppen oder die Polarkurve des Punktes A in Beziehung auf 
die gegebene Kurve dadurch, daß man wieder k = — setzt. Man sieht 
also, daß die r'^" Polaren der Punkte A, B, C in Beziehung auf die Kurve 
die Gleichungen 

dx'^ ' 8:ej "° ' Sa-; 

hüben, und also von der Ordnung n — r sind. 
Die Gleichung 

dx{dxi 

wird zugleich die p^" Polare des Punktes A in Beziehung auf die g'* Po- 
lare des Punktes B, und die g'" Polare des Punktes B in Beziehung auf 
die p^" Polare des Punktes A darstellen. Diese Polarkurven sind also 
identisch (Vertäu schungss atz). Sowohl die Beweisführung, als auch der 
Satz lassen sich auf Räume von einer beliebigen Anzahl von Dimen- 
sionen erweitern. 

Die (m — 1)'" Polare eines einfachen Punktes A einer ebenen Kurve 
^iBi Ordnung c^ in Beziehung auf diese Kurve ist ihre Tangente in dem- 
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selben Punkte [19]. Wenn die Tangente die Kurve nur in zwei, in A 
zusammenfaSlenden Punkten schneidet, so wird die erste Polare eines 
Punktes £ der Tangente diese und also die Kurve selbst nur in einem 
mit A zusammenfallenden Punkt schneiden. Hat die Kurve keine mehr- 
fachen Punkte, so werden alle n(«— 1) Schnittpunkte der ersten Polare 
des Punktes JB die Berührungspunkte der durch B gehenden Tangenten 
sein, was eine neue Bestimmung der Klasse einer allgemeinen Kurve 
»**' Ordnung ergibt [12], Die Polarkurve muß auch durch jeden Doppel- 
punkt gehen und dort zwei Schnittpunkte mit c„ haben, wodurch eben- 
falls bestätigt wird, daß ein gewöhnhcher Doppelpunkt die Klasse um 
zwei vermindert. Die in [12] gegebene Bestimmung der durch einen 
beliebigen mehrfachen Punkt verursachten Verminderung der Klasse 
liefert uns übrigens das einfachste Mittel zur Abzahlung der in diesem 
Punkt zueammenfaUeuden Schnittpunkte mit den ersten Polaren. 

Die (n — - S)'" Polarkurve oder der Polarkegelschnitt eines Wende- 
punktes A, d. h. eines Punktes, wo die Tangente a die Kurve in 
drei zusammenfallenden Punkten triffifc, muß dieselbe Tangente ebenfalls 
in drei zusammenfallenden Punkten treffen [19]. Dies ist nur dann mög- 
lich, wenn der Polar fcegelschnitt aus der Geraden « und einer anderen 
Geraden 1} besteht, deren Schnittpunkt mit a wir B nennen wollen. 
Die Wendepunkte der Kurve c„ sind also Schnittpunkte mit dem Ort 
der Punkte, deren {n ~ 2)"* Polaren (Polark egelschnitte) aus zwei 
Geraden bestehen; dieser Ort wird die .ffessesche Kurve Ä der ge- 
gebenen genannt. Umgekehrt wird jeder einfache Schnittpunkt A von 
c„ mit A ein Wendepunkt sein; da nämlich die zwei ersten Polaren eines 
behebigen Punktes der Tangente in einem aolchen Punkt durch A 
gehen, so muß diese Tangente in A drei zusammenfallende Schnittpunkte 
haben. Wenn also c„ keine mehrfachen Punkte hat, so gibt es über- 
haupt keine anderen Schnittpunkte. 

Wenn wir ',' - '„" ' = ^, setzen, so wird die Jifessesche Kurve 
die Gleichung 

f„f„f,, I - 

/■„&/;. 

haben und also von der Ordnung 3(« — 2) sein. Daraus folgt, daß eine 
Kurve «**' Ordnung ohne mehrfache Punkte 3m(w — 2) Wendepunkte 
hat. Dieses Ergebnis werden wir später [70] anders beweisen, so daß 
man umgekehrt aus ihm auf die Ordnung der .ffesseschen Kurve rück- 
wärts schließen könnte. Die spätere Beweisführung wird uns übrigens 
einfachere Mittel als die hier angewandten zur Bestimmung des Ein- 
flusses etwaiger singulärer Punkte auf die Anzahl der Wendepunkte 
liefern. 
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Der oben durch Benutzung von trilinearen Koordinaten V 
Vertäu schungssatz erlaubt uns zu beweisen, daß, wenn Ä ein Punkt der 
Hesseschen Kurve vuA B der Doppelpunkt des Polarkegelschnitts des 
Punktes A ist, A Doppelpunkt der ersten Polare des Punktes B sein 
wird. Denn erstens muß A auf dieser ersten Polare liegen, weil seine 
{n — Vp Polare, welche Polare des Polarkegelschnittea ist, durch dessen 
Doppelpunkt B gehen muß. Weiter geht auch durch B die erste Polare 
eines beliebigen Punktes in Beziehung auf die {n — 2)'^ Polare des 
PnnktGs A (den Polarkegelschnitt), somit wegen des Vertausehungs- 
satzes, auch die (m — 2}" Polare (die Polarachse) des Punktes A in 
Beziehung auf die erste Polare des Punktes C. Daraus folgt [19], daß 
die erste Polare des Punktes B in Beziehung auf die erste Polare des 
Punktes C durch A geht, damit auch, nach unserem Vertäu schungssatz, 
daß die erste Polare des Punktes G in Beziehung auf die erste Polare 
des Punktes B durch A geht. Da G ein beliebiger Punkt ist, muß A 
also ein Doppelpunkt dieser ersten Polare des Punktes B sein. — ■ Der 
umgekehrte Satz läßt sich durch dieselben Betrachtungen in umgekehrter 
Reihenfolge beweisen. 

Der mit A verbundene Punkt B hat die Eigenschaften, Doppel- 
punkt auf einem Polarkegelschnitt und Pol einer ersten Polarkurve mit 
Doppelpunkt zu sein. Der Ort solcher Punkte B wird die Sieiner^^n 
Kurve genannt. Wenn ein anderer Punkt B^ dieser Kurve sich dem 
Punkte B nähert, so werden zwei Schnittpunkte der ersten Polaren der 
Punkte B und j5j sich dem Doppelpunkt A nähern. Daher ist [19] 
die Tangente im Punkte B der Sfeiwerschen Kurve Polarachse des ent- 
sprechenden Punktes A der fiesseschen Kurve. Dadurch läßt sich die 
Klasse der Sfemerschen Kurve leicht finden. Denn eine durch einen 
Punkt G gebende Tangente an diese Kurve ist Polarachse eines Punktes A, 
der sowohl auf der S?sseschen Kurve als auch auf der ersten Polare des 
Punktes G liegen muß. Da diese Kurven beziehungsweise von den Ord- 
nungen 3 (m — 2) und « — 1 sind, so -gibt es 3 (i* — 1) (w — 2) solche 
Punkte. Dies wird also eben die Klasse der iSfeJ morschen Kurve sein. 

[21] Zfessesche und Cayleyache Kurve einer Kurve dritter 
Ordnung. Da die ersten Polaren in Beziehung auf eine Kurve dritter 
Ordnung c^ auch Polarkegelschnitte sind, wird ihre Hessesaha Kurve 
mit der StejMerschen identisch sein. Sie und die ebeufaUa an Cj sich 
anschließende sogenannte Gayleysche Kurve lassen sieh dadurch finden, 
daß die Polarkegelschnitte aUer Punkte der Ebene in Beziehung auf Cj 
ein lineares Netz bilden [19]. Betrachten wir ein solches Netz^), so geht 

1) Dies iat nur scheinbar eine Terallgemeinernng; denn bei näherem EIe- 
gehen auf diese Untersuchungen, aus denen wir hier nnr solche hervorheben, 
die Beispiele der vorliegenden Abzilhlungsmethode abgeben, ersieht man, daß 
ein lineares Netz von Kegelachnitten immer von den Polarkegel schnitten in Ue- 
ziehang auf eine Kurve dritter Ordnung gebildet wird. 
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durcb jeden Punkt P der Ebene ein Büseliel von Kegelschnitten des 
Netzes. Jeder Biisehel enthält drei Kegelschnitte, die aus zwei Geraden 
bestehen. Durch P gehen also auch drei Gerade, die zu den Kegelschnitten 
des Netzes gehören. Die Einhüllende solcher Geraden wird die Cayleysche 
Kurve der Kurve Cj genannt. Diese ist also dritter Klasse. 

Besteht nun ein Kegelschnitt des Netzes aus zwei Gferaden a und b 
die sich im Punkte C schneiden, so werden die Kegelschnitte des Netzes, 
die durch einen beliehigen Punkt M der Gferaden a gehen, einen Büschel 
bilden und alle die Gerade a, die selbst ein Teil einer Kurve des 
Büschels istj in einem durch M bestimmten Punkt M' treffen müssen. 
Die Paare von Schnittpunkten M, 31' lassen sich also durch einen Büschel 
von Kegelschnitten ausschneiden und müssen in Involution sein. In 
ihren zwei Doppelpunkten .^^ und .<4j werden dann alle durch sie gehenden 
Kegelschnitte des Netzes die Gerade a berühren. Für einen dieser Kegel- 
schnitte, nämhch jenen, der eine von a verschiedene Gerade in A^ 
(oder A^) berühren soll, folgt daraus, daß er in A^ (oder A^) einen 
Doppelpunkt besitzt, somit aus zwei Geraden besteht. Der Ort der 
Doppelpunkte der Kegelschnitte des Netzes, also die gesuchte Hessesche 
Kurve k, schneidet die Gerade a in A^, A^ und C und nur in diesen 
Punkten, und muß also von der dritten Ordnung sein. 

Wir sehen, daß die /Tessesche Kurve einer Kurve dritter Ordnung 
auch der Ort solcher Punktepaare ist, die in Beziehung auf alle ihre 
Polarkegels ehnitte konjugiert sind, und daß die Caylej/sche Kurve Ein- 
hüllende der Geraden ist, die solche Punktepaare verbinden. Die drei 
Tangenten an die Cayleysche Kurve, die durch einen Punkt C der 
.Hesseachen Kurve gehen, sind die zwei Geraden a and h, aus denen der 
Polarkegelschnitt, der in C einen Doppelpunkt hat, besteht, und die Ge- 
rade, die C mit dem konjugierten Punkt verbindet. 

[22] Örter vou Schnittpunkten der Tangenten eines 
Kegelschnitts; Baumkurven auf Flächen zweiter Ordnung. 
Wenn die Tangeuten eines Kegelschnittes in vorgegebener Weise auf 
einander bezogen sind, so kann man den Ort der Schnittpunkte durch 
Abzahlung der Schnittpunkte mit einer der Tangenten finden. Ist die 
Beziehung eine solche, die jeder Tangente t^ k^ Tangenten t^, und jeder 
Taugente t^ a^ Tangenten t^ entsprechen läßt, so wird eine beliebige 
Taugente den Ort in a^ + a^ Punkten sehneiden. Der Ort ist also von 
der Ordnung «j -j- Oj. Nur wenn die Beziehung eine symmetrische ist, 
in welchem Falle c, = a, sein muß, wird die auf diese Weise bestimmte 
Kurve eine doppelt zu zählende Kurve von der Ordnung a^ sein. Diese 
Kurve ist dann der eigentliche Ort. Wir werden in [56] eine ganz 
elementare Aufgabe antreffen, die in der hier gelösten enthalten ist. 
Auch die in [18] behandelte Aufgabe ist ein Grenzfall der hier gelösten; 
man erhält ihn, wenn der Kegelschnitt, der hier als Einhüllende seiner 
Tangenten betrachtet wird, sich in zwei Punkte auflöst. 
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Wenn man eine Fläche zweiter OrdnuDg von einem ihrer Punkte- 
au9 auf eine Ebene projiziert, so werden ihre zwei Scharen von Erzeu- 
genden als die Strahlen zweier Büschel projiziert. Wenn man sie von 
einem willkürlichen Punkte dea Raumes aus projiziert, so werden die 
Projektionen der Erzeugenden die Tangenten eines Kegelschnittes sein^ 
so daß in jede dieser Tangenten eine Erzeugende jeder Schar fiUlt. 
Aus diesen beiden Projektionen ersieht man, daß, wenn die Erzeugende!» 
einer Fläche zweiter Ordnung so aufeinander bezogen sind, daß jeder 
Erzeugenden e, der einen Schar c^ Erzeugende e^ der anderen und 
jeder Erzeugenden e^ Cj Erzeugende e^ entsprechen, der Ort der Schnitt- 
punkte entsprechender Erzeugender sieh als eine Kurve von der Ord- 
nung «^ -f Kg projiziert, also selbst eine Eaumkurve von der Ordnung 
(s. [14]) Cj + ßj sein wird. Dies ergibt sich jedoch auch unmittelbar 
aus der Bemerkung, daß diese Raumkurve jede Erzeugende e^ in «g Punk- 
ten, jede Erzeugende % in Kj Punkten, also eine Tangentialebene in 
ßj -\- «g Punkten schneidet. Da eine Kurve, die durch die hier ge- 
nannten Anzahlen «^ und «, ihrer Schnittpunkte mit den Erzeugenden 
beider Scharen charakterisiert ist, sich allgemein durch eine Gleichung 
darstellen läßt, die vom Grade Kj beziehungsweise «^ in Beziehung 
auf solche Parameter ist, die die Erzeugenden der zwei Scharen be- 
stimmen, wird durch die Zahlen ßj und «^ eine allgemeine Gattung von 
Kurven definiert [5]. Für jede algebraische Kurve auf einer Fläche 
zweiter Ordnung werden «j und a^ bestimmte Werte haben, und sie 
wird der durch diese Werte definierten Kurvengattnng angehören. Diese 
Bemerkung werden wir uns in [28] zunutze machen. 

£23] Bestimmung der Orduimg einer ebenen Kurve mit- 
tels des Satzes von Besout. Eine algebraische Kurve, die eine Kurve 
von der Ordnung n^ in nn^ Punkten schneidet, muß selbst von der Ord- 
nung n sein [11]. Die Ordnung einer Kurve läßt sich also durch Ab- 
zählen ihrer Schnittpunkte mit einer bereits bekannten Kurve bestimmen. 

Es seien z. B. c„ und c„ zwei einander entsprechende Kurren in 
zwei eindeutig aufeinander bezogenen Büscheln; wir wollen die Ordnung 
des Ortes der Schnittpunkte zweier solcher Kurven bestimmen. Dieser 
Ort schneidet c erstens in ihren n^ Mj Schnittpunkten mit c„ , zweitens 
in den «^ festen Punkten des Büschels der Kurven c^. Da der Ort also 
e, in »i(«i + %) Punkten schneidet, so wird er von der Ordnung w^ -j-Hg 
sein. — Wie in [18] ersieht man, daß der gesuchte Ort in einem der 
festen Punkte des Büschels (c„) diejenige Kurve c^ berühren wird, die 
der durch denselben Punkt genenden Kurve c^ entspricht. 

Haben die Büschel einen festen Punkt A gemein, so erkennt man auf 
dieselbe Weise, daß eine Kurvec,^ außer in Ä den Ort noch in«, (_», -\-n^)~2 
Punkten schneidet. Da die Ordnung des Ortes in diesem Spezialfall© 
ungeändert bleiben muß, so wird A ein Doppelpunkt dieses Ortes sein. 
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Die zwei Tangenten des Ortes in diesem Punkte werden zwei entspre- 
chende, sieh daselbst berührende Kurven berühren. 

Berührt jede Kurve c^ die ihr entsprechende Kurve c^ in einem 
beiden Büscheln gemeinschaftlichen, festen Punkte Ä, so wird c, den 
gesuchten Ort nur in Mj (w^ -j- w^) — 3 von Ä verschiedenen Punkten 
schneiden. Dieser hat also in A einen dreifachen Punkt. Da er in die- 
sem Punkte drei Tangenten haben muß, so folgt, daß drei Kurven c^ 
je mit einer Kurve c^ Berührung zweiter Ordnung haben. ■ — Nur wenn 
auch die gemeinschaftliche Tangente fest ist, wird die Kurve einen Selbst- 
beiTihrungspunkt haben. Dies ist aber kein Spezialfall (Urenzfall) des 
eben betrachteten, in dem die gemeinschaftliche Tangente die ein- 
ander entsprechenden Kurven bestimmte, hier sind vielmehr zwei der 
festen Punkte den beiden Büscheln gemein und fallen miteinander zu- 
sammen. Einen Spezialfall des vorhin betrachteten würde man aber 
haben, wenn die einander entsprechenden Kurven c„ und c,^, die in A 
eine feste Tangente haben, daselbst Berührung zweiter Ordnung haben 
soUen.=) 

Wenn ein Punkt A r^-facher Punkt aller Kurven c„ und rg-facher 
Pnnkt aller Kurven c^ ist, so findet man auf dieselbe Weise, daß er 
(''i + ?'s)-facher Punkt des hier bestimmten Ortes sein muß. Man ersieht 
daraus, daß r^ + r^ Kurven c„^ und c^ einander in Ä berühren werden. 
Dies wird sich später auch als eine Folge des Korrespondenzprinzips 
ergeben. 

[24] Einhüllende von Enrveusystemen mit der ersten 
Charakteristik ft = 2. Es sei gegeben ein System von oo' Kurven 
„ter OriJu-ung mit der ersten Charakteristik ft= 2, d. h. von solchen Kur- 
ven, von denen je zwei durch jeden beliebigen Punkt der Ebene gehen. 
(S. [17] Note.) Die Einhüllende dieser Kurven wird von der Ordnung 
2m sein, denn jede Kurve c^ des Systems schneidet die benachbarte Kurve 
in»^ Punkten, von denen jeder ein Berührungspunkt mit der Einhüllenden 
ist. Sie kann außerdem die Einhüllende nicht in einem weiteren Punkte 
schneiden, denn durch den Schnittpunkt würden außer c„ zwei zusam- 
menfallende Kurven des Systems gehen [15], also im ganzen drei Kur- 
ven des Systems. Die Um hüllungs kurve schneidet also c^ nur in den 2w^ 
in die n^ Berührungspunkte fallenden Punkten. Haben alle Kurven c„ 
einen festen r-fachen Punkt, so wird dieser ein 2r-facher Punkt der Um- 
hüllungskurve sein, was man durch Abzählen derjenigen Schnittpunkte 
der Kurve mit ihrer konsekutiven Kurve findet, die im Grenzfalle in den 
r-fac.hen Punkt fallen. 

Zu beachten ist dabei, daß zweifach zählende Kurven des Systems 
oder zweifach zählende Zweige von Systemkurvea sich aus der Um- 
hüllungskurve ausscheiden können. Solche werden alle anderen Kurven 

1) Die genauere Unterauoiung dieses Falles wird als Übung euipfoileQ. 
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des Systems in festen Punkten schneiden; denn durch die Schnittpunkte 
gehen mehr als zwei, also unendlich viele Kurven des Systems (vgl. [36] 
und [59]!.). — Ebenso wird, wenn alle Kurven des Systems Doppel- 
punkte haben, der Ort dieser Punkte ein Doppelzweig der UmhUllungs- 
kurve sein [61]. 

Für w = 1 bedeutet der hier bewiesene Satz, daß eine Kurve zwei- 
ter Klasse auch zweiter Ordnung ist. Das daalistiscii entsprechende Ver- 
fahren, das übrigens auch auf allgemeinere Beispiele anwendbar ist, zeigt, 
daß ebenso eine Kurve zweiter Ordnung immer zweiter Klasse ist. Dar- 
aus ergibt sich durch die Betrachtung eines ebenen Schnittes, daß eine 
Fläche zweiter Ordnung auch von dem Range zwei ist [6], und sodann 
durch die Betrachtung eines umbeschriebenen Kegels, daß sie auch von 
der Klasse zwei ist, und umgekehrt. 

Für n = 2 erhält man das Ergebnis, daß die Einhüllende der Kegel- 
schnitte eines Systems mit der ersten Charakteristik zwei eine Kurve 
vierter Ordnung ist. Wir werden später sehen, daß eine allgemeine Kurve 
vierter Ordnung auf diese Weise erzeugt werden kann [83]. 

[26] Bestimmung von Ordnungen im Raum mittels des 
erweiterten B^out achea Satzes; Umhülluugsfläche der Flä- 
chen eines Systems mit der ersten Charakteristik drei. Wenn 
eine Raumkurve eine Fläche m"' Ordnung in mn Punkten schneidet, 
so wird sie seihst w**' Ordnung sein [16], und wenn eine Fläche mit 
einer Fläche von der Ordnung m^ eine vollständige Sehnittkui've von 
der Ordnung mm^ hat oder eine Kurve n'-" Ordnung in nm Punkten 
schneidet, ist sie von der Ordnung m. Unter den verschiedenen, mit den 
entsprechenden planimetrischen Untersuchungen völlig übereinstimmen- 
den Anwendungen dieser Überlegungen werden wir hier nur einige Be- 
stimmungen betrachten, die die UmhüUungsfläche eines Systems von oo^ 
Flächen m*^' Ordnung mit der Charakteristik jt = 3 (s. [17], Fußnote) 
betreffen.') 

Wir sehen erstens, daß die Rückkehrkurve dieser Umhüllungs- 
fläche, d. h. der Ort der Schnittpunkte dreier konsekutiver Flächen des 
Systems, von der Ordnung 3m' ist. Eine beliebige Fläche des Systems 
<p hat nämlich Berührung zweiter Ordnung mit dieser Kurve in den m^ 
Punkten, in welchen sie die zwei konsekutiven Flächen schneidet. In 
jedem dieser Punkte fallen also 3 Schnittpunkte mit der Rückkehrkurve 
zusammen, und außerdem kann die Mäche sie nicht schneiden, denn 
durch einen anderen Schnittpunkt würden außer <p noch drei (zusammen- 
fallende) Flächen des Systems gehen. 

Um die Ordnung der UmhüUungsfläche zu flnden, suchen wir die- 
jenige ihrer Schnittkurve mit einer Fläche des Systems cp. Diese be- 

1) Die dem Falle (i = 2 entsprechende Umhüll ungafläche wird in [91] ge- 
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rührt die EinhüRende längs ihrer Schnittkurve mit der konsekatiyen 
Fläche des Systems, und diese Kurve ist von der Ordnung m^. Zweimal 
gezählt giht diese also einen Teil der gesuchten Schnittkurve, der von 
der Ordnung 2wj^ ist. Der noch ührige Teil wird eine andere Fläche des 
Systems fp^ in »«' Punkten berühren, nämlich in den Schnittpunkten der 
Flächen <p und q)^ und der zu 91^ konsekutiven Fläche, sie aber in keinem 
anderen Punkt schneiden, weil sonst mehr als drei Flächen durch den 
Schnittpunkt gehen würden. Dieser Teil ist also auch eine Kurve von 
der Ordnung 2 m*. Die Schnittkurve der UmhüUungsfläehe mit <p ist also 
von der Ordnung 4m°, und die Um hü 11 ungs fläche selbst muß von der 
Ordnung im sein. 

Wenden wir diese Resultate auf den Fall m = 1 an, d. h, auf die 
Einhüllende von Ebenen, von welchen je drei durch einen Punkt des Bau- 
mes gehen. Die Enveloppe ist dann eine abwickelbare Fläche von der 
Klasse «"==- 3 (s. [7]), und wir ersehen, daß die Rückkehrkurve einer 
solchen von der Ordnung « = 3 und dem Range «'=4 sein wird. Daa 
Dualitätsprinzip zeigt, daß dasselbe Ergebnis herauskommen wird, wenn 
eine Kurve von der Ordnung w = 3 gegeben ist und man die zugehörige 
abwickelbare Fläche sucht. 

Alle die hier gefundenen Ergebnisse lassen sich leicht auf Räume 
von mehreren Dimensionen erweitern. Betrachten wir in einem r-dimen- 
sionalen linearen Räume eine Kurve von der Ordnung r, d. h. ein 00^ 
System von Punkten, von welchen r in einem (r — l)-dimensionalen linea- 
ren Räume liegen, und bestimmt man ihre 00^ Tangenten, Schmiegungs- 
ebenen, oskulierenden dreidimensionalen linearen Räume (die vier konseku- 
tive Punkte miteinander verbinden) usw., so werden von den diese Gebilde 
charakterisierenden Zahlen die einander dualistisch entsprechenden gleich 
sein. Hierzu war fürr= 2 die Gleichheit der Ordnung undKIasseeinesKegel- 
schnittes das erste Beispiel [24]. 

Für eine Kurve 4'"' Ordnung in einem 4-diniensionalen linearen 
Räume ist z. B. auch die Anzahl der durch einen Punkt gehenden, osku- 
lierenden dreidimensionalen linearen Räume (oder sagen wir kurz osku- 
lierenden Räume) 4; ebenso wird sowohl die Anzahl der eine Ebene 
schneidenden Tangenten, als auch die ihrer Schmieg ungsebenen, die eine 
Gerade schneiden, 6 sein. Um den mit dem vorhergehenden überein- 
stimmenden Beweis dieser und der ihnen dualistisch entsprechen- 
den Sätze durchzuführen, kann man die Einhüllende des Systems von 
Räumen, von denen je 4 durch einen Punkt gehen, suchen. In einem 
solchen Räume liegen 4 konsekutive Punkte des zugehörigen Punkt- 
ortes [15] und keine weiteren. Dieser Punktort ist also eine Kurve 
4""0rdnung. Weiter enthält einsolcherRaumBerstens'3-mal die Gerade, 
in der sie zwei konsekutive Räume schneidet, und in welcher der Baum Be- 
rührung zweiter Ordnung mit dem Orte der Tangenten der genannten 
Raumkurve hat, undzweitens eine Kurve, in deren Punkten sich dieSchnitt- 
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ebenen des Raumes R mit drei anderen konsekutiven Räumen des Sy- 
stems, also auch diese Räume, schneiden. Diese Kurve muß 3'""" Ord- 
nung sein, weil sie mit einem anderen Räume des Systems R^, im 
Schnittpunkte des Raumes K und der in Jf, und zwei konsekutiven 
Räumen liegenden Geraden, Berührung zweiter Ordnung hat und sonst 
JJ^ nicht schneiden kann. Eine in M liegende Ebene wird also im 
ganzen 6 der Tangenten schneiden. 

Ahnlicherweise lassen sich dieselben Fragen für mehrdimensionale 
Räume behandeln. Auch könnte man statt der Einhüllenden linearer 
Räume die Einhüllende von Räumen von der Ordnung m betrachten. 

[26] Benutzung von zusammengesetzten ebenen Kurven. 
Eine aus n Geraden bestehende Kurve ist ein Spezialfall der allgemeinen 
Kurven «"' Ordnung [5] und darf also zu solchen Abzahlungen benutzt 
werden, die allgemeine Kurven n^^' Ordnung betreffen. Man kann da- 
mit z. B. einen neuen Beweis des Besoutschen Satzes gewinnen. Eine 
Kurve m'^' Ordnung Ji^ wird nämlich die in dieser Weise zusammengesetzte 
Kurve in mn Punkten schneiden, und wenn die « Geraden weder die Kurve 
k^ berühren noch durch ihre unendlich fernen Punkte gehen, so ist es 
offenbar, daß durch den Übergang von einer Kurve c^ zu diesem Grenz- 
fall Lösungen weder verloren gegangen, noch zusammengefallen sind. 
Die Abzahlung gilt also auch für die Schnittpunkte der Kurve k^ mit 
einer allgemeinen Kurve c^. Dieser Beweis ist zwar einwandfrei; er gibt 
aber keine Aufklärung darüber, wie viele der mn Schnittpunkte für spe- 
zielle Lagen der Kurven zusammenfallen mögen. Daher haben wir es 
vorgezogen, den in [11] gelieferten Beweis dieses Hauptsatzes der ab- 
zählenden Geometrie voranzustellen. 

Die Zerlegung in n Gerade kann auch benutzt werden, um die 
Klasse einer Kurve c„ zu finden. Betrachtet man nämlich eine aus n Ge- 
raden bestehende Kurve als Grenzfall einer allgemeinen c„, so werden 
alle durch einen festen Punkt Ä gehenden Tangenten mit den Strahlen 
zusammenfallen, die A mit den -^n(n — 1) Schnittpunkten der n Gera- 
den verbinden. Daß jede dieser Geraden für zwei Taugenten zn zählen 
ist, kann man, ohne sich auf die frühere Bestimmung der Klasse in [12] 
zu stützen, aus der folgenden Betrachtung ersehen. Der Übergang kann 
so geschehen, daß zuerst eine Kurve zweiter Ordnung zwei der n Ge- 
raden ersetzt, und da der Kegelschnitt zweiter Klasse ist {was wir in 
[24] anders bewiesen haben), so werden im Grenzfalle zwei Tangenten 
von Ä durch den Schnittpunkt der zwei Geraden gehen. Man findet also, 
daß die Klasse n(n ~ \) ist, erhält aber hier nicht wie in [12] allgemeine 
Regeln für die Abzahlung zusammenfallender Lösungen. 

Durch diese Beweise bereits bekannter Sätze werden weitere An- 
wendungen der Zerlegung vorbereitet. Suchen wir z. B. in einem System 
von Kurven mit den Charakteristiken ft und ;i' ([17], Fußnote) solche, 
die eine Kurve c^ berühren. Im genannten Grenzfall werden diese Be- 
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rührungsturven entweder eine der n Geraden berühren oder durch einen 
der ^n(n — 1) Schnittpunkte geh^. Daß die Kurven, die letztere Be- 
dingung erfüllen, zweimal zu zählen sind, kann man aus der obigen Be- 
stimmung der Klasse sehließen. Man findet also, daß die gestellte Auf- 
gabe m ■ fi' + n(n — l)it Lösungen hat. Wir werden ttbrigene bald 
[29] eine neue Abzahlung vornehmen, die nicht nur eine allgemeine c^ 
betrifft, sondern auch solche Kurven, die gegebene singnläre Punkte haben. 

[27] Beuntzimg von zasammengesetzten Flächen, Auch 
die Abzahlungen, die eine aus m Ebenen zusammengesetzte Fläche betref- 
fen, lassen sich auf eine allgemeine Fläche m*"' Ordnung übertragen. Um 
zu beweisen, daß eine solche Fläche eine Kurve «'"'Ordnung in mn Punkten 
schneidet [16], genügt es z. B., die Flache durch eine solche zu ersetzen, 
die aus m Ebenen besteht. 

Dieselbe Zerlegung der Fläche q>^ kann zur Untersuchung ihrer voll- 
ständigen Schnittkurve mit einer anderen Fläche ^,„ benutzt werden. 
Die Schnittturve wird dann durch m Kurven m^'^' Ordnung ersetzt, die 
sich in j m(m — l)«i^ Punkten schneiden. Die Projektionen der Schnitt- 
kurven werden sich aber m^m(m — l)ml Punkten schneiden. Die Diffe- 
renz dieser Zahlen wird die Anzahl der scheinbaren Schnittpunkte der 
l m {m — 1) Kurven sein. Überträgt man dieses Ergebnis auf eine all- 
gemeine F^che, so findet man die Anzahl h der scheinbaren Doppel- 
punkte der Schnittkurve der Flächen ip^ und il;^^ . Es ist also 

h = ^m{m — l)m^(m^ — 1). 

Für m =^ Dil — 3 haben wir dieses Resultat schon in [7] angeführt. 

Darob die Zerlegung findet man ebenso den Rangn' [7] derselben 
Schnittkurve. Im Grenzfalle setzen sieb nämlich die durch eine Gerade 
gehenden Tangentialebenen zusammen erstens aus den Tangentialebenen 
der m^ Kurven, und zweitens — was man wie in [26] beweist — aus den 
doppelt zu zählenden Ebenen, die durch die eigentlichen Doppelpunkte 
der Grenzkurve gehen. Man findet also 






- 1) -f 2 . 1 7» (m — 1) % = j»w), (m + f. 



-2)- 



Man kann die Zerlegung einer Fläche y^, in m Ebenen auch be- 
nutzen, um einige andere dieser Fläche zugehörige Anzahlen zu finden. 
Der umbeschriebene Kegel mit dem Scheitel A wird aus den Ebenen 
gebildet, die A mit den ^m(m — 1) Schnittlinien g der m Ebenen, aus 
denen g>^ im Qrenzfalle besteht, verbinden, wobei jede zweimal zu zählen 
ist. Letzteres erhellt aus [26], wenn man den Schnitt einer beliebigen, 
durch A gehenden Ebene betrachtet Der Rang der Fläche ist also 
m{m — 1). Dies folgt übrigens schon daraus, daß die Berührungskurve 
eines um beschriebenen Kegeis mit der allgemeinen Fläche ^^ die Schnitt- 
linie dieser Fläche mit dei ersten Polare des Scheitels ist [19]. Weiter 
sieht man, daß die durch A gehenden Geraden, die die Fläche zweimal 



y Google 



[27] Benutzung von zuBammengesetaten Flächen 47 

berühren, in dem besprochenen Grenzfall zo vieren mit denjenigen 
Geraden zusammenfallen, die zwei der 1 m (m — 1) Geraden g in ver- 
schiedenen Punkten sehneiden. Die Anzahl solcher Geraden oder der 
nur scheinbaren Schnittpunkte der Geraden g ist 

1 m(m - 1) (m(m - 1) \ „ «>(m - 1) (m - 2} 

2 2 l"' 2 ~ ^}-^ l"."2-"3 

Die Anzahl der durch einen Punkt A gehenden Doppeitangenten 
Ton <p„, wird das vierfache dieser Zahl sein, nämlich: 
^- m (m — 1) (m - 2) (m — 3). 

Die durch Ä gehenden Haupttangenten der Flache (p^^, d. h. 
jene Geraden, die sie in drei zusammenfallenden Punkten schneiden, 
werden im Grenzfalle A mit den Schnittpunkten der jh Ebenen ver- 
binden. Da kein Unterschied zwischen diesen Punkten besteht, so muß 
dieselbe Anzahl der Haupttangenten mit jeder der genannten Verbin- 
dungslinien zusammenfallen, Die gesuchte Anzahl der durch A gehenden 
Haupttangenten ist also ein Multiplum von ^m{m — l)(m — 2). Wel- 
ches Multiplum, ließe sieb zwar durch die Betrachtung eines Spezial- 
falles ermitteln; die vorliegende Aufgabe selbst kann aber auch anders 
gelöst werden, nämlich durch die Bemerkung, daß die Berührungspunkte 
der durch Ä gehenden Haupttangenten die Schnittpunkte der Fläche 
mit den zwei ersten Polaren von A sein müssen [19]. Ihre Anzahl ist 
also »»(»!— l)(»i — 2) oder das sechsfache der Anzahl der Schnitt- 
punkte der m Ebenen. 

Die Klasse m" der Fläche oder die Anzahl der durch eine Gerade h 
gehenden Tangentialebenen laßt sich durch Zerlegung der Fläche in 
m Ebenen ebenfalls nicht anmittelbar bestimmen. Da jene Ebenen da- 
durch charakterisiert werden, daß sie die Fläche in einer Kurve mit 
Doppelpunkt schneiden, ist sofort klar, daß sich unsere Methode nicht 
unmittelbar anwenden läßt; es würden ja in unserem Grenzfall unend- 
lich viele solcher Ebenen durch h gehen [4]. Auch hier läßt sich die 
gesuchte Anzahl durch Benutzung von Polaren bestimmen; denn die 
Berührungspunkte werden die Schnittpunkte der Fläche mit den ersten 
Polaren zweier Punkte der Geraden i sein. Ihre Anzahl oder die Klasse 
der Fläche ist also m(m— 1)'. Doch wird es auch hier nützlich sein, 
den Grenzübergang zu untersuchen, der die Bedeutung der gefundenen 
Zahl in dem Fall, wo die Fläche aus m Ebenen besteht, erklärt. In diesem 
Fall wird eine gewisse Anzahl, sagen wir K, der durch die Gerade h 
gehenden Tangentialebenen mit jeder Ebene zusammenfallen, die h mit 
den \m(m — l){m — 2) Schnittpunkten der m Ebenen x verbindet. 
Die noch übrigen müssen h mit gewissen Punkten dery»i{)H — 1) 
Schnittlinien dieser Ebenen verbinden, deren Lage zwar von der Art und 
Weise des Grenzübergangs abhängt, deren Anzahl jedoch immer einen 
bestimmten Wert annehmen muß. Es sei S ein solcher auf der Schnitt- 
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liaie g der Ebenen a^ und Sj liegender Punkt. Nelimen wir an, 
daß die Ebene Sb die Fläche in S berührt, d. h., daß sie Grenakge 
«iner Tangentialebene der in m Ebenen zerfallenden Fläche 90^ sei. 
Die Ebenen Tt^ und Tt^ sind nun aber offenbar auch als Tangentialebenen 
in demselben Punkte zu betrachten, und da die drei Ebenen nicht nur ver- 
schieden sind, sondern nicht einmal einem Büschel angehören, so wird 
die Tangentialebene in S ganz unbestimmt (alle Krümmungshalbmesser 
\yerden null sein). Jede durch S gehende Ebene ist eine Tangential- 
ebene und jede durch S gehende Gerade ist eine Tangente, Einen 
solchen Punkt werden wir einen Scheitel nennen. (Vgl. [6]). 

Das Entstehen solcher Scheitel läßt sich in einfacher Weise bei 
einer Fläche zweiter Ordnung verfolgen. Da sie — wie wir in [24] ge- 
sehen haben — auch von der zweiten Klasse ist, so muß sie, wenn sie 
in zwei Ebenen zerfällt, zwei auf der Schnittlinie dieser Ebene liegende 
Scheitel haben. Dies kann man sich leicht vorstellen, wenn man be- 
merkt, daß der betrachtete Grenzfall entsteht, wenn zwei der Achsen der 
Fläche gleichzeitig null werden; die Scheitel — die wie die Ebenen 
reell oder imaginär sein können — sind dann die Endpunkte der dritten 
Achse. (Über die gleichzeitige Entartung der Scharen von Erzeugenden 
siehe im folgenden [32]). 

Eine Fläche »;■*' Ordnung kann auch so in m Ebenen zerlegt 
weiden, daß die ' m{ni — 1) Scfanittlinien dieser Ebenen je zwei Scheitel 
enthalten Dies kmn min für die Schnittlinie g zweier Ebenen 7t i 
und Tj erkennen, wenn man als Zwischenglied der Entartung den Fall 
betrachtet, m dem diese zwei Ebenen vorläufig durch eine Fläche 
zweiter Ordnung eisetzt werden. Im ganzen muß eine Grenzfläche also 
jh(7m— 1) Scheitel haben, die paarweise auf die Schnittlinien verteilt 
sein können.^) Wie bei einer Fläche zweiter Ordnung ist eine einen 
Scheitel mit einer Geraden i verbindende Ebene nur einmal unter die 
durch b gehenden Tangentialebenen zu zählen. 

Im ganzen gehen also durch b 

K ■ }m(m — l){m — 2) + m{m — 1) 
Tangentialebenen. Da wir aber für die Klasse m" den Wert m{m ~ 1)^ 
bereits anders gefunden haben, so muß K = G sein. 

Wenn wir hier auch keine neue Herleitung der Klasse erhielten, so 
kann doch die indirekte Bestimmung der Zahl K neben der Auffindung 
der Scheitel zur Lösung anderer Aufgaben benutzt werden. Es sei 
z. B. gegeben ein oo^faches System von Flüchen mit den Charakte- 
ristiken ft, fi', lt." (s. [17] Fußnote); wir suchen die Anzahl der Flächen 
dieses Systems, die eine gegebene Fläche (p^^ von der Ordnung m be- 
rühren. Die Lösung dieser Aufgabe kann jetzt durch Betrachtung des 



mögliche Form dei Greiizflherganga betrachtet h 
> Verteilung der Seheitel notwendig sei. 
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Grenzüalles gefunden werden, in welchem <p^ aua m Ebenen besteht. 
In diesem Falle werden die folgenden Flächen des Systeme ala Be- 
rührungsflächen zu betrachten sein: 

1. die m ■ n", die die m Ebenen berühren; 

2. die ^m(m~- 1) ft, die die Schnittlinie der m Ebenen berühren, 
je zweimal gezählt; 

3. die -g-m(m — 1) (m — 2),w, die durch die Schnittpunkte der 
Ebenen gehen, je sechsmal gezählt; 

4. die m{m — l)ji, die durch die auf den Schnittlinien liegenden 
Seheitel gehen. 

Im ganzen findet man also 

jwfi." + m(m — l)f*' + )w(™ — IJ^fi 
Flächen des Systems, die die entartete Fläche berühren, und diese An- 
zahl muß für jede q?^ gelten. In [29] werden wir dieser Formel eine 
Gestalt gehen, in der auch etwaige Singularitäten berücksichtigt sind. 

[28] Benutzung^ von zuBammengesetzten iRaumkurveu. 
Man darf nicht überall die in [26] und [27] benutzte Zerlegungs- 
methode auf Abzahlungen, die eine ßaumkurve betreffen, anwenden. 
Denn, wie wir in [7] gesehen haben, lassen sich die Gattungen dieser 
Kurven nicht durch solche Anzahlen wie die Ordnung n und die Anzahl 
ihrer scheinbaren Doppelpunkte h definieren. Es genügt also nicht, eine aus 
Geraden zusammengesetzte Kurve mit denselben Anzahlen zu bilden, um 
einen Grenzfall der zu untersuchenden Gattung zu erhalten. Ob jede der 
unter sich verschiedenen, durch bestimmte Werte von n und h charakteri- 
sierten Gattungen einen solchen Grenzfall enthält, ist noch eine offene 
Frage. Soll ein solcher Grenzfall mit Vorteil zu weiteren Anzahlbestim- 
mungen verwendet werden können, so darf er außerdem nicht dadurch 
herbeigeführt werden, daß ein scheinbarer Doppelpunkt durch einen wirk- 
lichen ersetzt wird ([7] Schluß). 

Es gibt jedoch besondere Kurvengattungen mit Grenzkurven, die 
sich, ohne daß scheinbare Doppelpunkte verloren gehen, in Gerade a 



Dies gilt erstens von der vollständigen Schnittkurve zweier Flächen 
von den Ordnungen m, und m^. Zerfallen diese Flächen beide in 
Ebenen, so wird die Scbnittkurve in. m^ ■ m^ Gerade zerfallen. Die An- 
wendung dieses GrenzfaUes führt jedoch im wesentlichen nur auf die- 
selben Ergebnisse, die wir schon in [27] durch die Zerlegung der einen 
Fläche gefunden haben. 

Die in Frage stehende Zerlegung in Gerade ist auch möglich für 
die auf einer Fläche zweiter Ordnung liegenden Kurven, die durch die 
Anzahlen ß^ und Kj ihrer Schnittpunkte mit den Erzeugenden der einen 
oder anderen Schar charakterisiert werden. Daß diese Kurven eine zu- 
sammenhängende Menge (Gattung) bilden, haben wir schon in [22] ge- 

Zeutlieii; Äbiiileflde Motbodea 4 



y Google 



50 II. Erhaltung der Anzahl; a) Direkte Anwendungen 

sehen-, dieser muß daher als Grenzfall die Kurve angehören, die aus «j 
Erzeugenden der ersten und a, Erzeugenden der zweiten Schar besteht. 
Wenn c, ^ oder «2 = ist, treten nur solche aus Erzeugenden zu- 
sammengesetzte Kurven auf; in allen anderen Fällen aber auch Kurven, 
die nicht zusammengesetzt sind, was aus der in [22] genannten ana- 
tjtischen Darstellung erhellt. 

Da die Erzeugenden ein und derselben Schar sich nicht schneiden, 
ist die Anzahl h der scheinbaren Doppelpunkte der durch a^ und «^ 
charakterisierten Kurve 



Die Ordnung n der Kurve ist «j + ßg. Ist diese Zahl gegeben, so 
wird A = y « (m — 1) — «1 Cg und erhält also seinen kleinsten Wert, 
wenn für gerade w Kj = «, und für ungerade n «j =- ce^ J^ 1 ist. Der 
Minimalwert Ton k gehört somit zu den auf diese Weise charakterisierten 
Kurvengattungen und ist beziehungsweise jn(n — 2) und ^ (w — 1)^ 
Der Maximalwert für nicht zusammengesetzte Kurven ergibt sich in 
den FäUen wo ß^ = 1 oder ti^ = 1 ist, und beträgt j{n — 1) (n — 2). 
{Ygl. im folgenden [37].) 

Für die in [7] erwähnten Gattungen von Raumkurven vierter Ord- 
nung hat man beziehungsweise «^ — itj = 2, also h — 2, nnd a, = 1, 
u^ ^ 3, also A = 3. 

Für «j "■ 6, »8 = 3 finden wir den schon früher [7] erwähnten 
Wert 18 der Anzahl k der scheinbaren Doppelpunkte einer gewissen, 
auf einer Fläche zweiter Ordnung hegenden Kurve neunter Ordnung. 

Durch Betrachtung desselben Grenzfalles finden wir, daß die Kurve 
(k^, «a) von dem Range 2a^«2 ist, und daß sie eine andere auf derselben 
Fläche liegende Kurve, die in ähnlicher Weise durch die Zahlen «^ , a'^ 
charakterisiert wird, in a^a^ -f K^a[ Punkten schneidet. 

[29] Benutzung von abgeplatteten Kurven oder Flächen. 
Wenn man in der Ebene eine Kurve c^ ^, von der Ordnung n und der 
Klasse n von einem festen Punkt A aus auf eine Gerade g projiziert, 
so erhält man eine mit .g zusammenfallende n-faehe Gerade, die als 
GrenzfaU der Schar von Kurven betrachtet werden kann, die man durch 
Perspektive KoUineationen mit A als Zentrum und g als Achse erhält. 
Alle diese Kurven haben n' von A ausgehende, gemeinschaftliche Tan- 
genten, die in ihren Schnittpunkten mit g die Grenzkurve berühren 
müssen. Diese n Schnittpunkte werden die Eigenschaft haben, daß die 
Grenzkurve alle durch sie gehenden Kurven berührt. Man nennt sie 
Seheitel (vgl. [27], wo dieselbe Benennung auf den entsprechenden 
riiumliehen Begriff angewandt wird). 

Man kann diese Entartung benutzen, um die Anzahl der Kurven 
eines oo'- Systems zu finden, die c„^, berühren; denn bei dieser für die 
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Schar tollinearer Kurven gemeinsamen Bestimmimg darf man c^ „, durcli 
die Grenzkurve eraetzen. Um diese zu berühren, müssen die Systemkurven 
entweder durch einen der n Scheitel gehen oder g berühren, und im 
letzteren Falle ist die berührende Kurve Grenzkurve von n Kurven, 
die je einen Zweig der sich der Geraden (/ nähernden Kurve der Schar 
kollinearer Kurven berühren. Wenn also das System die Charakte- 
ristiken p, n' hat (s. [IT]), so wird es w'(t + w/i' Berührungskurven ent- 
halten. Durch diese BeweisfUhiung wird ein früher bewieaenes Resultat 
[26J auf solche Fälle erweitert, in welchen die Kurve e„ „, Doppel- 
punkte oder andere singulare Punkte hat und n also von n{n~ l) 
verschieden ist. 

Da ein System von konzentrischen Kreisen die Charakteristiken 
ft = ft' = 1 hat, wird ein solches n •{- n Kreise enthalten, die eine 
Kurve von der Ordnung n und der Klasse «' berühren; man kann also 
durch einen gegebenen Punkt w + «' Normalen an die Kurve legen. 

In ähnlicher Weise kann man auch die Eigenschaften einer ge- 
gebenen Fläche <p von der Ordnung m, dem Rang m' und der Klasse m" 
aus jenen herleiten, die ihre Projektion von einem festen Punkt 
aus auf eine Ebene 7t besitzt. Diese Projektion ist eine m-fache Ebene 
mit einer „Ubergangskurve" zwischen den verschiedenen Blättern, 
die von der Ordnung m' und der Klasse m" ist. Jede Gerade, die die 
Übei^ngskurve schneidet, ist eine Tangente dieser GrenzÖäche, jede 
Ebene, die diese Kurve berührt, eine Tangentialebene der Grenzfläche. 
Eine willkürliche Ebene schneidet die Grenzfläche in einer m-faehen 
Geraden, deren Scheitel die m' Schnittpunkte mit der Übergangskurveaind. 

Man kann die Fläche (p durch diese Grenzfläche ersetzen, um die 
Anzahl der sie berührenden Flächen in einem oo^-faühen System mit 
den Charakteristiken /i, (i, ft" zu finden. Dabei wird jede der fi" Flächen 
des Systems, die die Ebene a berühren, m-mal zu zählen sein. Die 
übrigen Berühningsflächen müssen die Übergangskurve berühren. Da 
im System der Schnittknrven der Flächen mit n, wie im Systeme der 
Flächen selbst, /i durch jeden Punkt der Ebene gehen und jt' jede ihrer 
Geraden berühren, wird die Anzahl der die Ubergangskurve berühren- 
den Flächen m"ii -\- m'fi' sein. Die ganze gesuchte Zahl ist also 

tn\u, + »»>'+ mit", 
was wir früher schon für denFall einer aUgemeinen Fläche )«"=" Ordnung 
gesehen haben [27]. Durch Betrachtung eines Systems konzentrischer 
Kugeln, das die Charakteristiken ^ = ,«' = ,«" = 1 hat, findet man z. B., 
daß durch einen Punkt m + m' + m" Normalen an die Fläche gehen. 

In [163], [164] und [1^0] werden wir dieselben Greozformen zur 
Lösung weitergehender Berührungsaufgaben anwenden, 

[30} Heyes Komplex. Die Ordnung eines Strahlenkompieses 
ist nach [8] die Anzahl der zu einem Büschel gehörigen Strahlen des Kooi- 
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plexes, oder die Ordnung des Kegels, der von den durch einen festen 
Punkt gehenden Strahlen erzeugt wird, oder die Klasse der Kurve, 
die von den in einer festen Ebene liegenden Strahlen erzeugt wird. Man 
kann sie durch eine passende Wahl des Büschels, des Punkts oder 
der Ehene finden. 

Sei z. B. der Komplex dadurch bestimmt, daß seine Strahlen vier 
feste Ebenen a, ß, y, d in Punkten schneiden, deren Doppel Verhältnis 
eine gegebene Größe hat. Suchen wir, um seine Ordnung zu bestimmen 
die Strahlen, die durch einen beliebigen Punkt der Geraden aß gehen. 
Diese müssen entweder in a oder in ß liegen^); der zu dem Punkt ge- 
hörige Komplexkegel besteht also aus diesen Ebenen. Da bei diesem 
Grenzfall keine Lösung verloren geht, muß der Komplexkegel im alJ- 
gemeineu von zweiter Ordnung sein, oder zwei ist die Ordnung des 
Komplexes. Auch der zu einem willkürlichen Punkte der Ebene a 
gehörige Komplexkegel besteht aus « und einer anderen, leicht bestimm- 
baren Ebene. 

Ein beliebiger Komplexkegel muß durch die Ecken A, B, C, D des 
durch die Ebenen a, ß, y, 6 bestimmten Tetraeders gehen. Daraus sieht 
man leicht, daß auch das Doppel Verhältnis der Ebenen, die einen will- 
kärlicLen Strahl mit Ä, B, C, D verbinden, einen konstanten Wert be- 
sitzt. Dieselbe Folgerung werden wir aus einer später zu nennenden 
abzählenden Methode ziehen [51]. 

[31] Anwendungen auf Strahlenkongrnenzen; Breunfläche 
einer Kongruenz. Die Anzahl der Strahlen, die zwei gegebene Ge- 
raden a und b schneiden und noch zwei Bedingungen erfüllen, findet 
man durch Betrachtung des Falles, in welchem a und b sich schneiden. 
Die gesuchten Strahlen müssen in diesem Falle entweder durch den 
Schnittpunkt (ab) gehen oder in der Ebene (ab) liegen. Die Strahlen, 
die zwei Bedingungen erfüllen, bilden eine Kongruenz. Nennen wir 
ihre Ordnung (s. [8]) n, ihre Klasse «', so wird sie also « -Hm' Strahlen 
enthalten, die zwei willkürliche Geraden schneiden. Anders 
ausgedrückt: der Ort der Strahlen der Kongruenz, die eine Gerade a 
sehneiden, ist eine Regelüäehe von der Ordnung und Klasse n + n'; die 
Gerade a ist «-fache Gerade dieser Fläche, wenn man diese als Punkt- 
gebilde betrachtet, «'-fache Gerade, wenn man sie als Ebenengebüde 
betrachtet, d. h. eine durch sie gehende Ebene a ist für «' der Tan- 
gentialebenen zu zählen, die durch eine in « liegende Gerade h gehen. 
— Der hier gefundene Satz wird später den Ausgangspunkt für die 
sogenannten Inzidenzformeln bilden [191]- 

Betrachten wir nun den Spezialfall, in welchem die Gerade a selbst 

1) Dies ist zwar nicht notwendig, wenn das Doppel Verhältnis 0,1 oder 
oo ist; aber ein für allemal haheawir bemerkt [y], daß unsere Sütze nur dann 
für nicht ausdrücklich genannte Spezialfälle au gelten brauchen, wenn man 
diese aU QrenziUUe aufTuBt. 
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der Kongruenz angehört. Die Anzahl n -}- n' der Strahlen der Kon- 
gruenz, die a und eine Gferade, die a nicht schneidet, treffen, d. h. die 
Ordnung der Yon den Strahlen erzeugten Regelfläehe, kann sieh dann 
nicht ändern. Diese Fläche ist also von der Ordnung n + n. Sie schneidet 
aber eine beliebige durch a gehende Ebene, außer in a selbst, nur in 
den «' — ■ 1 anderen in dieser Ebene enthaltenen Strahlen. AJs Punkt- 
gebilde betrachtet hat die Fläche also in a eine n -f 1-fache Gerade, 
und ihre Spur auf einer beliebigen Ebene hat einen n -{- 1-fachen Punkt 
in der Spur A der Gferaden a. n — 1 der durch A gehenden Zweige 
werden von den Spuren jener Strahlen gebildet, die sieh den durch A 
gehenden und von a verschiedenen Strahlen der Kongruenz, die a 
schneiden, nähern; die übrigen zwei Zweige müssen vou den Strahlen, 
die sich dem Strahl a selbst nähern, gebildet werden. Da auch diese a 
sehneiden, muß es auf a zwei Punkte M und M' geben, in welchen 
a konsekutive Strahlen schneidet, und diese bilden mit a abwickelbare 
Elemente der Regelfläche, längs welcher diese zwei durch a gehende 
Ebenen /i und y! berührt. Jeder Strahl der Kongruenz wird also Doppel- 
linie einer abwickelbaren Fläche sein, deren Erzeugende der Kon- 
gruenz angehören; diese Flachen werden jedoch durch eine Differential- 
gleichung bestimmt, und sind also im allgemeinen ti-anaaeadent. Ihre 
weitere Bestimmung fäUt daher nicht unter die in diesem Buche zu be- 
handelnde Aufgabe. Dagegen hängt die Bestimmung der zu einem 
Strahl gehörigen Punkte M und M' und der Ebenen ft und .«.' nur von 
Differentiationen ab und wird also algebraisch ausführbar sein; dasselbe 
gilt von dem Ort der genannten Punkte und der Einhüllenden der ge- 
nannten Ebenen. 

Da zu jedem der co^ Strahlen der Kongruenz zwei Punkte .Mund 
M' und zwei Ebenen jt und ^' gehören, so muß sowohl der Ort dieser 
Punkte als auch die Einhüllende dieser Ebenen eine Fläche sein. Wir 
werden hier beweisen, daß die beiden Flächen identisch sind; man 
nennt sie die Brennfläehe der Kongruenz. 

Als Schnittpunkt eines beliebigen Strahls a der Kongruenz mit 
einem konsekutiven Strahl a' beatinimt, wird der Punkt M (oder Jf) 
der Geraden a Berührungspunkt dieser Geraden mit dem Orte der 
Punkte M und M' sein. Die sich in M schneidenden, konsekutiven 
Strahlen a und a' werden dieselbe Fläche in M' und in einem uneud- 
lieh nahe an M' liegenden Punkt berühren. Die durch a und a' be- 
stimmte Ebene berührt also den Ort der Punkte M und M' in M'. 
Ebenso wird die Ebene, die den Strahl a mit dem ihn in M' schneiden- 
den konsekutiven Strahl der Kongruenz verbindet, den Ort in M be- 
rühren. Die Identität der beiden Flächen ist damit erwiesen. 

In Spezialfällen kann der Ort der Punkte M oder der Punkte M' 
oder beider Punkte sich auf eine Kurve (Brennkurve) reduzieren; dann 
1 jedoch, da die Kurve nur oo^ Punkte enthält, durch jeden ihrer 
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Punkte oo^ Strahlen der Kongrueaz gehen. Die oo^ Ebenen ft und fi 
werden dann Tangentialebenen, beziehongsweise Doppeltangentialebenen, 
an die Brennkurve sein. Diese Fälle trei«n jedenfalls dann ein, wenn 
bei der Bestimmung der Kongruenz eine Kurve benutzt wird, die alle 
Strahlen achneiden sollen. Diese Leitkurve ist dann eine, im allgemeinen 
mehrfache, Brennkurve. — Ebenso kann die Brennflü«he eine abwickel- 
bare Fläche sein: jede ihrer oo^ Tangentialebenen muß dann ao'- Strahlen 
der Kongruenz enthalten. 

Später [104] werden wir allgemeine Methoden zur Bestimmung der 
Brennfläche aufstellen, können aber schon hier für die niedrigsten Werte 
der Ordnung und Klasse der Kongruenz diese Flache, beziehungsweise 
die Brennkurve, bestimmen. 

Da ein Punkt der Brennfläche einer Kongruenz Schnittpunkt zweier 
konsekutiven Strahlen ist, so kann eine Kongruenz Ton der Ordnung 
« = 1, Überhaupt keine Brennfläche, sondern nur eine, möglicherweise 
zusammengesetzte, Brennknrve haben. Ebenso muß im Falle w'= 1, 
die Brennfläche eine abwickelbare sein. Ist gleichzeitig w= 1 und«'— 1, 
so müssen alle Tangentialebenen der Brennkurve eine abwickelbare 
UmhüUungefläche haben, oder es geht nur eine endliche Anzahl dieser 
Tangentialebenen durch einen beliebigen Punkt des Raumes. Dies ist 
nur der Fall, wenn die Erennkurve aus Geraden besteht, und im vor- 
liegenden Fall können es dann nur zwei sein, die hinreichen, um eine 
Kongruenz »=!,«'=! zu bestimmen. Diese Leitgeraden können 
natürlich auch imaginäi' sein oder zusammenfallen. Diese Haupteigen- 
schaft der Kongruenzen n = l, n' = 1, die man lineare Kongruenzen 
nennt, wird uns spater [42] als Beispiel für eine andere Beweisführung 
dienen. — Schneiden sich die Leitgeraden, so löst sieh die lineare Kon- 
gruenz in zwei auf: ein Bündel von Strahlen, die durch einen festen 
Punkt geben {» = 1, n'^O), und die Geraden einer Ebene (m=-0, »'= 1). 

Nehmen wir sodann an, daß n ^2 sei, und daß die Kongruenz 
keine Brennkurve habe, sondern eine Brennfläche, die jeder Strahl der 
Kongruenz in den Punkten M und M' berührt. Die Brennfläche ist 
dann wenigstens vierter Ordnung. Sie kann aber auch nicht höherer 
Ordnung sein; denn wenn ein beliebiger Strahl der Kongruenz die 
Brennfläche noch in einem weiteren Punkt schnitte, so würden durch 
ihn noch zwei weitere Strahlen gehen, nämlich die vom Schnittpunkt 
ausgehenden konsekutiven Strahlen, im ganzen also drei. — Ist auch 
«' = 2, so muß die Brennfläche auch von der Klasse vier sein, wenn 
wir voraussetzen, daß sie weder ganz noch teilweise abwickelbar ist. 

Nun haben wir gesehen [27], daß eine Fläche von der Ordnung m 
im allgemeinen von der Klasse m(m— ly, eine Fläche vierter Ordnung 
also im allgemeinen von der Klasse 36 ist. Eine Reduktion kann nur 
von mehrfachen Punkten oder mehrfachen Kurven herrühren; diese 
müßten hier, wo die Strahlen in zweimal zwei Punkten sehneiden soi- 
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len, Doppelpunkte oder Doppelkurren sein. Letztere, die Erennkurven 
der Kongrnenz sein würden, kaben -wir aber durch unsere Voraus- 
setzung ausgeschlossen. lu den Doppelpunkten bilden die Tangenten 
Kegel zweiter Ordnung, was man aus einer analytischen Darstellung 
in einem Koordinatensystem mit dem Ursprung in dem Doppelpunkt 
ersieht. Man nennt sie konische Doppelpunkte. Ein solcher Punkt 
reduziert die Klasse um zwei, da dia ersten Polaren zweier beliebiger 
Punkte sich in einer durch den Punkt gehenden Kurve schneiden.') Um 
die Klasse auf vier zu reduzieren, muß man also der Fläche 16 
solcher Punkte beilegen. Durch Anwendung des DualitUtsprinzips findet 
man, daß 16 Ebenen die Fläche je längs eines Kegelschnitts be- 
rühren. — Daß nun die durch diese Singularitäten charakterisierten 
Flächen, jEMmmerschen Flächen*), wirklich existieren, und daß ihre 
Doppeltangenten sich immer in Kongruenzen mit den Zahlen » = 2, «' = 2 
verteilen, werden wir spater beweisen [91]. 

Die Fälle, in welchen eine Kongruenz mit den Zahlen w = 2, n' = 2 
sowohl eine Brennfläche als auch eine Brennkurve oder nur eine Brenn- 
kurve hat, kann man entweder als Spezialfälle betrachten oder in ähn- 
licher Weise für sich untersuchen. 

[32} Entartete Strahleugebilde. Da die Komplexe einer ge- 
gebenen Ordnung m eine zusammenhängende Menge bilden [8], kann 
man einen solchen in abzählenden Untersuchungen spezialisieren, z. B. 
in der Weise, daß man verlangt, die Strahlen aoUen m gegebene Gerade 
schneiden. Dadurch findet man, daß mr Strahlen dieses Komplexes Er- 
zeugende einer Regelfläche von der Ordnung r sind, und daß die zwei 
Komplexen von den Ordnungen m^ und m^ angehörenden Strahlen eine 
Kongruenz von der Ordnung und Klasse m, m^ bilden — was mau übrigens 
auch durch Anwendung von Stzouts Satz auf die Strahlen der beiden 
Komplexe erkennt, die entwedei duich einm Punkt gehen odei in einer 
Ebene liegen — ■, weiter wegen [31], daß diese Kongruenz m^n>2{n 4"») 
Strahlen enthalt, die auch emer Kongruenz von der Ordnung « und 
der Klasse n angehören 

Aus diesen Ergebnissen folgt weiter, diß die Anzahl dei Strahlen, 

1) Es folgt aacii aus dem Yergleich mit dem Fall in nelibem eine 
Fläche zweiter Ordnung in einen Kegel degeneriert dann fallen die zwei durch 
eine Gerade gehenden Tangentialebenen mit der durch den Scheitel de' Eegela 
gehenden Ebene ziiB.immen 

2 Die Kongruenz m = 2 h ^ 2 und ihre Brenaflache sind zuerst tju 
Kummer untersacht worden (Abhandlungen der Berliopr Akademie 186()) Ihre 
von ihm und anderen Mathematikern gefundenen merkwürdigen Eigenschaften 
hat ii btarra in seiner Liniengeometrie II fLeipzig 1893) S 117 ff in u 
samraenhangender Darstellung entwickelt — Die Ordnung i der Brennflache 
einer KongruenE « ^ 2 fiii let Ki mm i eben durch die luch hier angewandte 
abzahlende Betrachtung 
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die sowohl den Komplexen von den Ordnungen m^ und m^ als aueh zwei 
anderen von den Ordnungen m^ und m^ angehören, 

ifit. So groß ist z. B. die Zahl der Strahlen, die vier Kurven von den 
genannten Ordnungen schneiden. Der Ort der Strahlen, die den drei 
ersten Komplexen angehören (oder, im genannten Spezialfall, die drei 
ersten Kurven sehneiden), ist von der Ordnung Smim^m^. 

Weil die Kongruenzen, die nicht vollständige Schnitte zweier Kom- 
plexe gegebener Ordnung sind, sondern nur durch ihre Ordnung« und 
ihre Klasse n' gegeben sind, nicht immer eine zusammenhängende Menge 
bilden, dürfen wir für sie im allgemeinen die Auflösung nicht in ent- 
sprechender Weise einrichten. Wir können also nicht eine solche Spe- 
zialisierung, wie wir sie vorhin anwandten, zur allgemeinen Bestim- 
mung der Anzahl der zwei Kongruenzen gemeinschaftlichen Strahlen 
verwenden. Es gibt aber solche Gattungen von Kongruenzen (n^, n^) 
von der Ordnung n^ und der Klasse Wj, die Grenzfälle umfassen, in 
welchen die Strahlen entweder durch einen von «^ gegebenen Punkte 
gehen oder in einer von n[ gegebenen Ebenen liegen. Dies wird z. B. 
mit der Kongruenz der Fall sein, die von den Bisekaiiten einer auf 
einer Flache zweiter Ordnung liegenden Kurve gebildet wird (vgl. [28]). 
Man ersieht sogleich aus der Zerlegung, daß die Anzahl der Strahlen 
einer solchen Kongruenz, die auch einer anderen Kongruenz (n,n') 
angehören, ttn^ -f si'wj ist. Später [144] werden wir sehen, daß dasselbe 
für zwei ganz willkürliche Kongruenzen gilt. 

Die Gesamtheit der Strahlen, die drei Gerade a, i, c schneiden, 
wird, wenn sich a und b in einem Punkte A schneiden und also in 
einer Ebene a liegen, wenn weiter a die Gerade c im Punkte B schneidet 
— die Ebene Ac heiße ß ■ — , aus den Geraden der zwei Büschel Aß 
und Sa bestehen. Die von den Strahlen erzeugte Fläche zweiter Ord- 
nung besteht ils Pnnktort betrachtet aus den Ebenen a und ß, als 
Bbenenort betrachtet aus den bcheiteln A und B (s. [27]). Die andere 
Schar von Eizeugenden besteht aus den Strahlenbiischelu Aa und Bß~ 
Diese Entartung emer 1 1 1 he zweiter Ordnung erweist sich sehr oft hei 
Anzahlenbe timmungen nützlich Jede Schar von Erzeugenden einer 
F^che zweiter Ordnmg wirl z B Jm Strahlen enthalten, die eine 
Fläche vom Range n' berühren. 

[33] Unvollständige Induktionen durch Betrachtung von 
SpezialßLllen; vorläufige Bestimmung der mehrfachen Se- 
kanten einer Kaumkurve. Die eben ausgeführte, für gewisse 
Strahlenkongruenzen gültige Bestimmung der Anzahl der gemeinschaft- 
lichen Strahlen zweier Kongruenzen hätte eine allgemeine Gültigkeit, 
wenn man voraussetzen dürfte, daß die gesuchte Anzahl nur von 
der Ordnung und der Klasse der beiden Kongruenzen abhängt. Dann 
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würde es genügen, einen einzelnen Fall zu betrachten, in dem die als 
gegeben betrachteten Zahlen beliebige Werte annehmen können. Sonst 
haben wir uns immer versichem müssen, entweder daß die gegebene 
Zahl (Ordnung einer ebenen Kurve, einer Fläche oder eines Komplexes) 
oder die gegebenen Zahlen (Ordnungen zweier Flächen, die sieh schnei- 
den, Anzahlen der Schnittpunkte einer auf einer Fläche zweiter Ordnung 
liegenden Kurve mit ihren beiden Scharen von Erzengenden) eine zu- 
sammenhängende Menge bilden, der dann jeder Spezialfall als Grenzfall 
angehören muß, oder wenigstens, daß zu jeder der durch die gegebenen 
Zahlen bestimmten Gattungen ein Grenzfall der fragHchen Art gehört. 
Diese Untersuchung kann man sich aber ersparen, wenn schon voraus- 
gesetzt werden darf, daß die gesuchte Anzahl nur Ton gewissen Zahlen 
abhängt; ein einzelner Fall mit beliebigen Werten dieser Zahlen genügt 



Bewiesen ist das gefundene Eesnltat in solchen Fällen nur dann^ 
wenn man auch die Voraussetzung bewiesen hat. Sonst ist die 
Bestimmung nur vorläufig und muß nachher noch bewiesen werden 
entweder durch einen nachträglichen Beweis der gemachten Voraussetzung 
oder auf andere Weise. Beides wird jedoch oft durch die vorläufige Bestim- 
mung erleichtert. Namentlich kann eine Bestimmung dieser Art oft 
dadurch vervollständigt werden, daß man nachweist, daß alle durch die 
gegebenen Zahlen charakterisierten Gattungen Grenzfaile von der zur 
Bestimmung benutzten Art haben. 

Als Beispiele sollen uns einige eine Ranmknrve betrefi'ende Be- 
stimmungen dienen, von welchen es nahe liegt anzunehmen, daß sie 
nur von ihrer Ordnung n und der Anzahl h ihrer scheinbaren Doppel- 
punkte abhängen. Man weiß, daß letzteres wirklich von der Anzahl ^ 
ihrer Bisekanten (zweimal schneidenden Strahlen) gilt, die zwei 
Gerade a und h sehneiden; in [31] haben wir nämlich bewiesen, daß 
diese Zahl die Summe der durch einen Punkt gehenden und der in 
einer Ebene liegenden Bisekanten ist, also 

4 -7* -f }n(n— 1). 

Wir werden nun aber hier voraussetzen, daß auch die Anzahl t^ 
ihrer Trisekanten (dreimal schneidenden Strahlen), die eine Gerade c 
sehneiden, allein von n und Ä abhänge und zwar, daß sie eine ganze 
rationale Funktion von n und h sei. 

Wenn diese Voraussetzung richtig ist, so wird es genügen, eine 
solche Kurve zu betrachten, die aus n Geraden besteht, die h scheinbare, 
also, wenn n=n(n—l) — 2h ist, — wirkliche Schnittpunkte hat 
n ist hier der Rang der Kurve [7] uud [28], indem zwei durch eine 
Gerade a gehenden Tangentialebenen in jeder durch einen wirklichen 
Schnittpunkt gehenden Ebene zusammenfalleu. Freilich sind vielleicht 
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niclit alle Werte von n und h so besctaffen, daß nicht im Grenzfall 
auch einige der als scheinbare Doppelpunkte bezeichneten wirkliche 
würden; allein es gibt doch unendlich viele unter sich unabhängige 
Werte dieser Art und dies genügt, um eine ganze rationale Funktion 
völlig zu bestimmen. 

Für eine so zusammengesetzte Kurve findet roan 



t, = 2 • }n(n-l)(n- 2) - ^-in-2) 
= (w- 2)(h — ^n(n— 1)). 

Zu demselben Resultat würde man durch Betrachtung einer auf 
einer Fläche aweiter Ordnung liegenden Kurve gelangen. Wenn diese 
die Erzeugenden der zwei Seharen beziehungsweise in a^ und Cg Punkten 
schneidet, wird der Ort der dreifachen Sekanten die Fläche zweiter 
Ordnung, 

i«,(«. - 1)(», - 2) + -ia,{u,-l)(a, - 2) 
Mal gezählt, sein. Außerdem ist, wie wir in [28] gesehen haben, 
« = «^ + Kg, Ä = -g-ßi («^ — 1) + j''2(«3 — !)■ Dadurch wird man 
auf dasselbe Resultat geführt. Dieses Ergebnis, dessen Herleitung im 
Vorstehenden auf eine unbewiesene Voraussetzuug gegründet ist, wird 
sich später als allgemein gültig erweisen. 

Keiner der hier benutzten Spezialfälle läßt sich jedoch anwenden, 
um die Anzahl (^ der Quadrisekanten (viermal schneidenden Strahlen) 
einer Raumkurve zu finden, selbst wenn wir auch zur Bestimmung 
dieser Anzahl voraussetzen würden, daß diese nur von n und h abhänge. 
Denn wenn eine Kurve aus Geraden zusammengesetzt ist, wird jede 
dieser Geraden unendlich viele, also auch vier Punkte der Kurve ent- 
halten, und man weiß nicht, wie vielmal jede dieser Geraden mitzuzählen 
ist, um den von «■ und k abhängigen, allgemeingültigen Ausdruck zu er- 
halten; sie werden auch verschiedentlich mitzuzählen sein, je nach der 
Anzahl ihrer Schnittpunkte mit anderen der die Kurve zusammen- 
setzenden Geraden. 

Auch die Betrachtung einer auf einer Fläche zweiter Ordnung 
liegenden Kurve beliebiger Ordnung genügt nicht; denn soll diese 
Quadrisekanten haben, so muß entweder «^^ >■ 3 oder «j >■ 3 sein, und 
dann werden alle Erzeugenden der einen Schar Quadrisekanten sein. Die 
Gleichung, deren Grad die gesuchte Anzahl angeben soll, wird also in 
diesem Falle eine identische sein [4], und die aufgestellte Voraus- 
setzung gibt keinen Anhaltspunkt für die Benutzung dieses Spezial- 
falles als GrenzfaU. 

Um einen die vorausgesetzte Bedingung erfüllenden Ausdruck von 
t^ zu linden, maß man also andere Spezialfälle benutzen, z. B. eine 
Kurve, die aus lauter Kegelschnitten besteht, wenn n eine gerade Zahl 
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ist, und wenn sie uugerade ist, aus Kegeischnitteii und einer Kurve 
dritter Ordnung. 

Dadurch findet man in beiden Fällen 
h = sU12A(A -in + 11) - w(m - 2)(m - 3)(« - 13)]. 

Später (in [64], s. auch [139]) werden wir wirkliche (voraussetzungs- 
lo3e) Beweise dieser Resultate liefern. 

[34] Cayleya funktionale Hethode. Für die oben betrachteten 
wie auch für ähnliche Fälle hat man eine Methode aufgestellt, die scheinbar 
einen mehr systematischen Charakter hat. Auch sie setzt aber als be- 
kannt oder evident voraus, daß die gesuchte Anzahl von gewissen ge- 
gebenen Zahlen abhängt, und ihre Beweiskraft reicht daher nicht über 
die ia [33] ausgeführten Bestimmungen hinaus. 

Um diese Methode zu erklären, genügt es, ihre Anwendung auf die 
letzte Aufgabe zu betrachten. Setzt man voraus, daß die Zahl t^ nur 
von den zu einer Kurve c^ ^ gehörigen Zahlen n und h abhängt, so kann 
man sie auf folgende Weise auf eine Kurve c^^+,^_ h,-vh,+n,n^y ^'^ ^^^ ^^^^ 
einander nicht schneidenden Kurven c ^ und c f^ zusammengesetzt 
ist, anwenden. Ersetzen wir die zu einer Kurve c^ j gehörige Bezeich- 
nung t^ durch die Funktionsbezeichnung t^{n, Ä), so findet man jetzt die 
Funktionalgleichung 

^4("]+«s. Ä^ +Äa + «^«g) = (j(«j,Ä,) +;^(»j,Ä,) + 9>(«,,«j, Ai,Äj), 
wo qs eise durch die früheren Bestimmungen von t^ und ^ bekannte 
Punktion ist. Zu der Zahl t^(n^ -\- «g, \-^}i^-\- «iW^) gehören nämlich 
noch die Zahlen der Geraden, die eine der gegebenen Kurven zwei- oder 
dreimal, die andere zwei- oder einmal schneiden. Die bei Integration 
der Punktionalglei chung hinzukommenden, willkürlichen Konstanten 
lassen sieh durch Betrachtung von Spezialfällen bestimmen. In einer 
systematiacben Behandlung muß eine dieser Bestimmung ähnliche Be- 
stimmung von ^ und t^ vorausgehen.^) 

Wir werden jedoch hier weder auf diese Bestimmung näher ein- 
gehen noch andere Beispiele aufstellen*), bei denen die Gültigkeit des 
Verfahrens auf einer noch unbewiesenen Voraussetzung beruht; viel- 
mehr ziehen wir es vor, ein ganz einfaches Beispiel dieses ßeknrsions- 
verfahrens zu betrachten, für das die Voraussetzung eine gesicherte 
Tatsache ist. 



1) Die wirkliche Ausführung dieser Beatimmung von t^ würde zwar achwierig 
sein. Als Übung schlagen wir aber vor, die Größe, die wii hier y(K,,ni, \,h.) 
genannt haben, direkt zu bestimmen, wobei jedoch der in [32] vorläufig nur 
durch Induktion gefundene Ausdruck der Anzahl der gemeinschaftlichen Strahlen 
zweier Kongruenzen benutzt werden muß. Man wird dann ersehen, daß die auf- 
geatelite Funktionalgleichung von dem anfgestelltea Ausdruck für f, befriedigt wird. 

2) Solche werden in [ITTJ besprochen | 
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Wir suchen die Anzahl x^ der Kurven c„ eines ebenen Büschels,, 
die eine Gerade g berühren. Da solche Büschel eine durch die Zahl n 
vollständig charakterisierte zusammenhängende Menge bilden, so wird 
x^^ eine Funktion der Zahl n sein. Um sie zu finden, betrachten wir 
den Grenzfall, in weichem n + 1 der festen Punkte des Büschels auf 
einer Geraden a liegen. Die Kurven des Büschels werden dann aus 
der Geraden a und den Kurven c^_, eines Bäsehels von der Ordnung 
« — 1 bestehen. In diesem Grenzfalle muß eine Kurve e„, um eine Ge- 
rade g zu berühren, aus a und einer Kurve e^_i bestehen, die entweder 
(/ berührt oder durch den Sehnittpuakfc von a und g geht. Wie viele 
der gesuchten Kurven mit der Kurve zusammenfallen, die aus a und der 
durch den Punkt (ag) gehenden Kurve c^_j besteht, könnte man aller- 
dings durch infinitesimale Betrachtungen finden. Hier halten wir nur 
fest, daß diese Zahl von « unabhängig sein muß und nennen sie A. 
Dann wird 

x„=x.^_^-j- Ä. 

Da 3^^ = ist, folgt hieraus, daß x^=(n — 1)Ä ist, und da es in einem 
Büschel von Kegelschnitten zwei gibt, die eine gegebene Gerade be- 
rühren, so wird x^— 2(n — 1), ein Resultat, das man später auch mittels 
des Korrespondenzprinzips beweisen kann. 

[35] Gemischte Übungfeu. 1. Anzahl der Kurven c„ eines 
Büschels, die einen Doppelpunkt haben. Aus dem eben gefun- 
denen Resultat leitet man mittels der in [18J angegebenen Methode 
den Satz her, daß der Ort der Berührnngspunkte der von einem Punkt 
A ausgehenden Tangenten an die Kurve c„ eines Büschels von der Ord- 
nung 2» — 1 ißt. Zwei solche, den Punkten A und S entsprechende 
Kurven schneiden einander in (2» ^ 1)^ Punkten. Von diesen fallen «^ 
in die festen Punkte des Büschels und 2« — 2 sind die Berührungs- 
punkte der Geraden AS mit Kurven des Büschels [34]. Die Übrigen 
3 (w — 1)^ Schnittpunkte werden je Doppelpunkte einer Kurve des. 
Systems sein. Durch einen solchen Punkt P geht nämlich nur eine 
Kurve des Systems, die daselbst von zwei unter sich verschiedenen 
Geraden FA und FB berührt werden soll, was unr dadurch möglich 
ist, daß die Knrve da einen Doppelpunkt besitzt [4]. 

Aus diesem Resultat folgt, daß ein Flächenbüschel wi*" Ordnung 
3 (ni — ly Fachen enthält, die eine gegebene Ebene berühren. — Als 
Übung schlagen wir vor, dasselbe Resultat mittels des in [34] ange- 
gebenen Reduktions Verfahrens herzuleiten und es auf mehrdimensionale 
Räume zu erweitern Dann wird es auch den im nächsten Beispiel 2. 
gefundenen Satz umfassen. 

2. Anzahl derFlächenqci^ eines Büschels, die einenkonischen 
Doppelpunkt haben. Der Ort der Berührungspunkte der Flächen 
des Büschels mit den Ebenen eines Büschels wird eine Kurve von der 
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Ordnung 3(m ~ 1)*+ 2(jm ~ 1) sein; denn jede Ebene des Büschels 
wird von 3 (m — 1)* Flächen, die Achse des Büschels von 2 [m — 1) 
berührt. Der Ort der Berühnmgspunkte der Flächen mit den Geraden 
■eines Bündels wird eine Fläche Ton der Ordnung 2 m — 1 sein, die durch 
die feste Kurve des Büschels geht. Von den Schnittpunkten dieser Gfe- 
bilde werden 2m^im — 1) die Berührungspunkte der festen Kurve 
des Flächenbüschels mit Ebenen des Büschels (s. [27]), und 3(m — ly 
Berührungspunkte der Ebene, die durch den festen Punkt des 
' i und die feste Gerade des Ebenenbüsohels geht, mit Flächen 
des Fläch enbüschels sein. Die übrigen 

Schnittpunkte werden konische Doppelpunkte der durch sie gebenden 
Fachen des Büschels sein. 

3. Wie schon in [19] bemerkt, ist ein lineares Netz ebener Kurven 
eine oo^-faehe Mannigfaltigkeit, in welcher alle Kurven, die durch 
einen Punkt gehen, einen Büschel bilden.') Ist die Ordnung der Kurven 
«, so wird der Ort der Doppelpunkte der Kurven eines solchen Netzes, 
die man die Jacoi« sehe Kurve des Netzes nennt, von der Ordnung 3 (w—1) 
sein. Die Schnittpunkte dieses Ortes mit einer Geraden a lassen sich 
nämlich auch bestimmen als Schnittpunkte mit dem Orte der w ^ 1 
Punkte, in denen die Geraden, die je einen Punkt B mit einem Be- 
rührungspunkt von a mit einer Kurve dea Netzes verbinden, diese außer- 
■dem noch schneiden. Dieser Ort hat in B einen 2(n — l)-fachen Punkt 
und ist also von der Ordnung 3 (w — 1). 

4, Ein PlächenbÜndel m""' Ordnung ist die oo^-fache Mannigfaltig- 
keit der Flächen dieser Ordnung, die durch die m^ Schnittpunkte dreier 
Flächen des Bündels gehen. Die Flachen des Bündels, die noch durch 
«inen wülkürlieh gegebenen Punkt gehen, bilden einen BüscheL Ein 
lineares oo'-faches System (Netz) ist ein solches, in welchem die durch 
einen Punkt gehenden Flächen ein Bündel bilden (s. [19]). 

Der Ort der Berührungspunkte der Flächen eines Bündels mit 



wo ü, ß, y beliebige Parameter sind. Aus der Polarentheotie folgt dann, daß die 
JacohiBtke Kurve die Gleichung 

I f\ ^1 li I 

Its-^sZs I 
bat, wo der Index i das Symbol ^ — bedeutet. Ganz ebenso bildet man die 
Gleicknng dei J«co&ischeE Fläclie (s. Aufg, 5) eines linearen Netzes von Flächen. 
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einer Ebene ist eine Kurve von der OrdnuDg 3 (m — 1). Dies folgt aus 
dem Torhei^ehenden Beispiel 3. 

5. Der Ort der konischen Doppelpunkte eines oo^-facben linearen 
Systems von Flächen m^" Ordnung ist eine Fläche von der Ordnung 
i(m — 1); man nennt sie die Jacohische Fläche des Systems. 

6. Der Ort der konischen Doppelpunkte der Fachen eines Bündels 
ist eine Raumkurve von der Ordnung Q(m — 1)^ Der Beweis läßt sich 
auf eine mit der Beweisführung in 3. übereinstimmende Weise fähren. 

7. Wie viele «-Ecke kann man einem Kegelschnitte so einbe- 
schreiben, daß die Seiten in bestimmter Ordnung durch « gegebene 
Punkte gehen? Daß es zwei Lösungen gibt, und daß die Aufgabe 
also durch Lineal und Zirkel lösbar ist, ergibt sieh entweder dadurch, 
daß man die « — 1 Scheitel des w-Ecks eich auf dem Kegelschnitte be- 
wegen läßt und dann den Ort des letzten sucht (dessen Schnittpunkte 
mit dem gegebenen Kegelschnitt jedoch nicht alle eine Lösung er- 
geben werden), oder einfach dadurch, daß man einen der gegebenen 
Punkte auf den Kegelschnitt selbst verlegt. Vgl. übrigens im folgen- 
den [45]. 

8. Suche die Ordnung und den Rang der Regelfläclie, deren Er- 
zeugende eine Gerade a uud zwei einander in zwei Punkten schneidenden 
Kegelschnitte schneiden. Man kann die Aufgabe durch die Betrachtung 
des Schnittes einer durch « gehenden Ebene oder der Ebene eines der 
gegebenen Kegelschnitte lösen. 

b) Änfgalieu mit nnendlich vielen Lösnngen. 

[36] Spezielle Aufgcaben, die mehr Lösungen als die all- 
gemeine haben. — Hat man von einer allgemeinen Aufgabe 
bewiesen, daß sie eine gewisse Anzahl, n, Lösungen hat, 
und lassen sich dann in einem Spezialfall n + 1 oder mehrere 
Lösungen nachweisen, so muß sie in diesem Falle unend- 
lich viele Lösungen haben. Die Gleichung, deren Grad n sein 
soll, muß dann nämlich identisch erfüllt sein, was übrigens oft darauf 
beruhen kann, daß sieh in diesem Falle ein identisch null werdender 
Paktor aus der linken Seit« ausscheidet [4]. Die Betrachtung desselben 
Falles als GrenzfaU kann übrigens auch dann oft zur Bestimmung von 
n benutzt werden. Beispiele dafür finden sieh im vorhergehenden; so 
ist auf der einen Seite jede Gerade nach der punktgeometrischen Auf- 
fassung eine Tangente einer abgeplatteten Kurve, da sie diese in zu- 
sammenfallenden Punkten schneidet; aber nur die Geraden, die durch 
die Seheitel der abgeplatteten Kurve gehen, sind als Tangenten zu be- 
trachten, wenn man die abgeplattete Kurve als Greiizform nicht ab- 
geplatteter Kurven betrachtet [29], 

Die hier aufgestellte neue Methode werden wir zunächst anwenden, 
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um zu beweisen, daß gewisse Kurven «''' Ordnung ganz oder teilweise 
mit einer Kurve r"' Ordnung zusammenfallen, oder gewisse Flächen 
m"' Ordnung eiae solche ganz oder teilweise enthalten. Dazu genügt 
es ([11] und [16]) «r -f 1 beziehungsweise mr + 1 gemeinschaftliche 
Punkte abzuzählen. 

[37] Bestimmung einer ebenen Kurve durch Funkte; 
höchste Anzahl der Doppelpunkte einer nicht zusammen- 
gesetzten Kurve. ■ — Die Anzahl der zur Bestimmung einer ebenen Kurve 
oder einer Flächenötigen Punkte kann mau durch Verlegung dieser Punkte 
finden. Dabei ist nur die Verlegung eines Punktes in eine solche Lage 
ausgeschlosseo, in welcher er zur Bestimmung der Kurve (oder Fläche) 
nicht mehr verwendet werden kann; dies tritt ein, wenn alle Kurven 
(Flächen) der gesuchten Art, die durch die übrigen Punkte gehen, von 
selbst auch durch einen weiteren Punkt gehen; hier ist also die Glei- 
chung, die die Bedingung ausdrückt, daß die Kurven (Flächen) durch diesen 
Punkt gehen, eiae Folge der übrigen gegebenen Gleichungen. 

Die n Schnittpunkte einer noch vinbekannten ebenen Kurve m*" 
Ordnung mit einer Gerade a können ganz willkürliche Punkte dieser 
Geraden sein; soll die Kurve noch durch einen {n -\- 1)'™ Punkt dieser 
Geraden gehen, so muß sie diese ganz enthalten, und wird aus dieser 
und einer noch ganz imhestimmten Kurve (« — 1)"*' Ordnung bestehen. 
Wenn man also die Anzahl der zur Bestimmung einer ebenen Kurve 
jjWt Ordnung nötigen Punkte mit A^ bezeichnet, so wird 

= i n(n + 3). 

Dieses Resultat kann man folgendermaßen benutzen, um zu be- 
weisen, daß eine nicht zusammengesetzte, ebene Kurve w**' Ordnung 
höchstens y (n — 1)(k — 2) Doppelpunkte haben kann. Gäbe es näm- 
lich \(n — 1)(« — 2) -|- 1 Doppelpunkte, so könnte man durch diese 
und « — 3 andere Punkte der Kurve ■ — also im ganzen durch 
\ (w — 2) (n -f- 1) Punkte — eine Kurve (n — 2)*-" Ordnung legen, die 
mit der gegebenen 2 (i (m — 1) [n — 2) -f- 1) + n — d = n{n ~ 2) + 1 
Schnittpunkte haben würde. Dies ist nur dann möglich, wenn die 
gegebene Kurve die Kurve (n — 2)"" Ordnung ganz oder teilweise ent- 
hält, also jedenfalls zusammengesetzt ist. 

Fragen wir weiter, wie viele der nr Schnittpunkte einer im übrigen 
unbekannten Kurve n^" Ordnung c^ mit einer gegebenen Kurve r"" Ord- 
nung k^, wor^wisfc, willkürlich gegeben werden können und dann 
genügen, um die übrigen zu bestimmen. Nennen wir diese Anzahl x, 
80 wird die Forderung, daß c„ durch alle Schnittpunkte der Kurve k^ 
mit irgendeiner Kurve m'"' Ordnung gehen soll, gleichbedeutend sein 
mit der anderen: sie soll durch w gegebene Punkte gehen. Soll die 
Kurve c„ noch durch einen von den nr Schnittpunkten verschiedenen 
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Punkt Ton k^ gehen, so muß sie, wenn k^ nicht zueammengesetzt ist, 
was wir vorläufig annehmen, aus k^ und einer noch ganz unbestimmten 
Kurve (n — r)^' Ordnung bestehen. Zu ihrer Tollständigen Bestimmung 
sind also noch -| (w — r) (» — »" + 3) Punkte notig. Also ist 
3! + 1 + -|(w — r)(M — »- + 3) -- |w(» + 3), 

■woraus sich ergibt 

X ^ nr ~ \{r ■— l){r — 2). 

Dasselbe Resultat gilt auch, wenn die Kurve \ zusammengesetzt ist, 
und kein Schnittpunkt ihrer Teile unter die gegebenen Punkte 
aufgenommen wird. Um dies zu beweisen, darf man voraussetzen, 
daß k^ aus den Teilen k^ und k^ besteht, daß k^ nicht zusammengesetzt 
ist, und daß der Satz für die Kurve k^ , die aus weniger, nicht zerfallenden 
Teilen als k^ bestehe, schon bewiesen ist. Durch Verlegung von 
nt\ — j{r, — l){r^ — 2) -|- 1 Punkten der Kurve c„ auf die Kurve k^ 
erreicht man dann, daß c„ aus k^ und einer noch ganz unbestimmten 
Kurve von der Ordnung n — r^ besteht. Unserer Voraussetzung gemäß 
kaun mau durch Verlegung von (n — ^i)»'3 — ji^n — l)(r2 — 2)+l 
ihrer Punkte erreichen, daß diese Kurve die Kurve k^ enthält. Ganz 
wie in dem Falle, wo k^ nicht zusammengesetzt war, haben wir also, 
da r = r^-\- r^ ist, durch Verlegung von 

«>■-!(/■- I)(r-2J + 1 

ihrer Punkte erreicht, daß c^ die ganze Kurve k^. enthält. Dabei haben 
wir jedoch vorausgesetzt, daß die beziehungsweise auf \ und k^ fallen- 
den Punkte unter sich verschieden sind, also nicht in die Schnittpunkte 
dieser Kurven fallen. Daher rührt die hervorgehobene Einschränkung 
des Satzes. 

Der Satz kann auch so ausgedruckt werden, daß von denwr Schnitt- 
punkten einer gegebenen Kurve r*^' Ordnung mit einer noch unbekann- 
ten Kurve w*^' Ordnung {n'^r) ^{r — l~)(r — 2) durch die übrigen 
bestimmt werden, wenn letztere so unter den nr Schnittpunkten ge- 
wählt werden, daß sie sich nicht gegenseitig bestimmen. Der Satz gilt 
übrigens auch für n — r — 1 und n — r — 2, da, die Anzahl j«(m -(- 3) 
der c^bestimmenden Punkte in diesenFällen gleich wr—j (i — 1) (r— 2) ist. 

Wenn die Kurven c^ durch einen Doppelpunkt der Kurve k^ gehen, 
so wird einer der durch die anderen bestimmten ^(r~l)(r~ 2) Schnitt- 
punkte auch mit diesem zusammenfallen. Gehen sie durch d Doppel- 
punkt«, so bleiben nur noch |(r — l)(r — 2) — d der durch die anderen 
bestimmten Schnittpunkte übrig. Man erhält dadurch einen neuen Be- 
weis dafür, daß eine nicht zusammengesetzte Kurve r*"' Ordnung 
höchstens \{r — l)(r — 2) Doppelpunkte haben kann. 

Im Falle n — r ersieht man, daß die Kurven w"' Ordnung, die 
durch -|m(m -(- 3) — 1 unter sich unabhängige Punkte gehen, sich alle 



y Google 



[38] Mehrfache Punkte 65 

in «' festen Punkten schneiden, also einen Büschel bilden werden. AJl- 
gemeiner läßt sich dasselbe von den Kurven m*" Ordnung sagen, die ein 
System mit der ersten Charakteristik (t = 1 (s. [17]) bilden; denn durch 
einen Schnittpunkt zweier Kurven des Systems gehen mehr als ft, also 
imendlich viele Kurven des Systems, d. h. alle, da ein System mit der 
Charakteristik |it •= 1 nicht zusammengesetzt sein kann. 

[38] Uehrfache Punkte. Durch einen gewöhnlichen Punkt einer 
ebenen Kurve kann man nur eine Gerade ziehen, welche die Kurve in 
zwei in diesem Punkte zusammenfallenden Punkten schneidet. Wenn 
man also durch einen Punkt zwei solche Geraden ziehen kann, gibt es 
deren unendlich viele, und der Punkt ist ein Doppelpunkt. (Vgl. [4], 
wo wir bereits dieselbe TJherlegung anwandten.) In einem solchen gibt 
es zwei Tangenten, welche die Kurve je in drei zusammenfallenden 
Punkten schneiden. Gibt es deren drei, so muß es unendlich viele 
geben, und der Punkt ist dreifach. Allgemein wird ein Punkt Ä-fach, 
wenn mau durch ihn h Gerade ziehen kann, die die Kurve je in k Punk- 
ten schneiden. Daß ein gegebener Punkt der Ebene Ä-faeher Punkt einer 
algebraischen Kurve sei, erhält man also durch das sukzessive Zu- 
sammenfallen von 

i + 2 + ...j;_*a±i) 

der die Kurve bestimmenden Punkte. 

Die Tangentialebene einer Fläche in einem gegebenen Punkt F 
schneidet sie in einer Kurve mit einem Doppelpunkt; sie wird durch P 
und noch zwei mit diesem Punkt znsammenfaUende Punkte bestimmt. 
Sie enthält zwei dreipunktig berührende Geraden, die Haupttangenten. 
Wenn drei durch P gehende, nicht in derselben Ebene liegende Gerade 
die Fläche zweipunktig treffen, muß P ein Doppelpunkt sein mit einem 
Tangentenkegel zweiter Ordnung, deren Erzeugende die Fläche drei- 
punktig berühren; er selbst ist durch fünf Erzeugende bestimmt. P wird 
auf der Fläche dreifach sein, wenn noch eine nicht der Kegelfläche an- 
gehörige, durch P gehende Gerade sie in P dreipunktig sehneidet. Durch 
Fortsetzung dieser Überlegung findet man, daß P ein ft-facher Punkt 
der Fläche wird wenn der Reihe nach 



l+^ + -,- + ' 



h{k±l) k{lc + i)(]c-\-'i) 



der die Fläche bestimmenden Punkte zusammenfallen. 

Eine beliebige, durch einen Ä-fachen Punkt P einer Fläche gelegte 
Ebene schneidet diese und ihren Tangentenkegel in einer Kurve mit 
einem S-facheu Punkte beziehungsweise in den fc Tangenten dieser Kurve 
in diesem Punkte. Im ganzen schneiden letztere die Scbnittkurve in 
Ä(Ä-|- 1) inP zusammenfallenden Punkten. Die Schnittkurve der Fläche 
und des Tangenten kegeis hat also in P einen ]i{k -|- l)-fachen Punkt, 



y Google 



66 H- Erhaltimg der Anzahl; b) Aufgahen mit unendlich vielen Lösungen 

und ikre k(k + 1) Tangenten werden solche Erzeugende des Tangenten- 
kegels sein, die die Fläche in k -\- 2 zusammenfallenden Punkten 
Bchneiden. 

[39] Bestimmimg einer Fläche durch Ftuikte. Die Anzahl 
I^^ der zur Bestimmung einer algebraischen Fläche m*"'' Ordnung q)^ 
nötigen Punkte kann man durch Verlegung Ton -J [m + 1) (m + 2) die- 
ser Punkte in eine Ebene finden. Damit kann man nämlich erreichen, 
daß die Fläche durch eine durch ■^m(m + 3) dieser Punkte bestimmte 
ebene Kurve m"" Ordnung und noch durch einen weiteren Punkt der- 
selben Ebene geht [37]. Sie muß dann diese Ebene ganz enthalten, und also 
uns dieser und einer Fläche m'" Ordnung bestehen. So findet man, daß 
^J= U'" + !)('" + 2) + i;„,_j 

= K»» + 1) (»» + 2) + >(»» + 1) + ■ ■ ■ i • 2 ■ 3 
ist, wo das letzte Glied die Anzahl der eine Ebene bestimmenden Punkte 
ist. Also wird 

B,^ = l(m + l)(m + 2)(m + 3) - 1 . 

Die durch B„, — 1 Punkte gehenden Flächen schneiden eine Ebene in 
einem System mit der ersten Charakteristik jit = 1, oder in Kurven, die 
durch m* feste Punkte dei Ebene gehen [37]. Die Flächen selbst schnei- 
den sich also alle in einer festen Kurve von der Ordnung m^. Sie bilden 
also einen Büschel. — Dasselbe gilt immer von einem System mit der 
Charakteristik ii = 1. 

Die durch .B„, — 2 Punkte gehenden Flächen werden ein oo^-faches 
System bilden, in welchem alle die oo^ durch einen willkürlichen Punkt 
gehenden Flächen einen Büschel bilden. Von einem solchen System kann 
man beweisen, daß es ein Bündel ist, oder daß seine Flächen durch »»' 
feste Punkte gehen. Diese können als die Schnittpunkte der festen Kurve 
eines dem System angehörigen Büschels mit einer dem Büschel nicht 
augehörigen Fläche des Systems bestimmt werden. Durch einen solchen 
Punkt gehen, außer den Flächen eines Büschels, noch eine, also oo^ 
Flächen des Systems, oder da dieses bei willkürlicher Lage der gege- 
beneu Punkte unteilbar ist, alle Flächen des Systems. 

Ganz ebenso sieht man ein, daß ein aligemeines Systen von tx>' 
Flächen, die durch die neuen Bedingungen, durch zwei gegebene Punkte 
zu gehen, vollständig bestimmt werden, ein Bündel ist, und daß die 
Flächen eines oo'-fachen Systems mit der Charakteristik jt = 2 einem 
Bündel angehören, wenn sie nicht zwei Büschel bilden. 

Um -B^ zu bestimmen, könnte man übrigens auch das in [38] ge- 
fundene Resultat benutzen. Durch eine geeignete Verlegung von 
\m(ni + !)(»* + 2) der gegebenen Punkte der Fläche y^ in einen be- 
stimmten Punkt bewirkt man nämlich, daß dieser ein m-facher Punkt 
der Fläche, die Flache also ein Kegel wird; ihre völlige Bestimmung 
erfordert noch |(to -f l)(»i -f -) — 1 gegebene Punkte. 
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[40] Bestimmung einer Knrve auf einer Fläche. In ge- 
wissen Fällen läßt sich die in [37] benutzte Methode anwenden, um die 
Anzahl der Punkte zu finden, die nötig sind, um eine auf einer gegebenen 
Fläche m"" Ordnung ^^ liegende Kurve c„ zu bestimmen, nämlich dann, 
wenn diese gesuchte Anzahl ^ « + 1 ist. Legen wir in diesem Fall 
w + 1 der Punkte auf einen ebenen Schnitt von g^^, der nur nicht selbst 
eine zusammengesetzte Kurve ist, so muß dieser ein Teil von c^ sein, 
und der übrige Teil wird eine Kurve (n — m)*^" Ordnung sein. Bleiben 
noch wenigstens n ^ m -\- l bestimmende Punkte übrig, so kann man 
auf dieselbe Weise fortfahren; jedenfalls hat man eine Reduktion er- 
reicht. Der Versuch, diese Methode anzuwenden, wird alle Kurven 
liefern, die die gefundenen Bedingungen erfüllen; möglicherweise kann 
es aber, wie wir sehen werden, noch andere Kurveagattungen derselben 
Ordnung geben, die sich durch weniger Punkte bestimmen lassen. 

Sueben wir z. B. die Kurven q auf einer Fläche q>^, so werden wir 
fünf der sie bestimmenden Punkte in eine Ebene legen. Dann wird die 
dadurch bestimmte spezielle Kurve c^ aus einem Kegelschnitt und einer 
anderen Kurve zweiter Ordnung bestehen. Sind für die Bestimmung 
dieser Kurve noch drei der bestimmenden Punkte übrig, so muß auch 
sie ein Kegelschnitt sein. Wir erhalten so auf der Flaclie ip^ : 

1. Eine Kurvengattuug q, deren einzelne Kurven durch 8 Punkte 
bestimmt sind, und die als Spezialfall die Kurven umfaßt, die aus zwei 
sich in zwei Punkten schneidenden Kegelschnitten gebildet werden. 

Eine auf ip^ liegende Kurve zweiter Ordnung kann aber auch aus 
zwei derselben ßegelschar der Fläche angehorigen Erzeugenden bestehen. 
i^Zwei den beiden Regelscharen angehörende Erzeugende würden einen 
ausgearteten Kegelschnitt bilden; dieser Fall ist also in dem schon be- 
handelten inbegriffen.) Jede der Geraden einer bestimmten Regelschar 
ist durch einen Punkt bestimmt. Man erhält also auf tp^ noch: 

2. Zwei Kurvenscharen, deren einzelne Kurven durch sieben Punkte 
bestimmt sind, und die durch Verlegung von fünf dieser Punkte in 
eine Ebene in einen Kegelschnitt und zwei der einen beziesungs weise der 
anderen ihrer Regeiacharen angehörende Erzeugende zerfällt. 

Durch weniger als fünf, nämlich nur durch 4 Punkte, läßt sich 
auf der F^che (p^ noch eine Gattung von Kurven vierter Ordnung be- 
stimmen, nämlich eine solche, deren Kurven je aus vier Erzeugenden 
derselben Schar bestehen. 

Abgesehen von letzteren zusammengesetzten Kurven sind wir also 
auf die schon in [7] genannten Baumkurven vierter Ordnung gekommen, 
die mit den Bezeichnungen in [22] beziehungsweise durch Rj = «g = 2 
und Kj = 3, «2 = 1 charakterisiert sind. Wir sehen, daß sie sich auf 
einer vorgegebenen F^che zweiter Ordnung beziehungsweise durch 8 
oder 7 Punkte bestimmen lassen. 

Wir können auch die Anzahl der Punkte finden, die nötig sind, um 
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eine durcL wiUkürliche Werte Toa a^ und «g charakterisierte Kurve auf 
einer Fläche zweiter Ordnung zu bestimmen. Zu diesen Kurven, die die ge- 
raden Erzeugenden der einen Schar je in % Punkten und die Erzeugen- 
den der anderen Schar je in cc^ Punkten schneiden, gehört auch eine 
solche, die aus c^ Erzeugenden der ersten Schar und «j der anderen be- 
steht. Um eine solche zu bekommen, kann man «, -f- 1 gegebene Punkte 
je auf «3 Erzeugende der ersten Schar legen. Diese werden Teile der 
Kurve sein, die dann im übrigen aus a^ Erzeugenden der zweiten Schar 
bestehen muß. Diese werden durch je einen Punkt bestimmt. Die voll- 
ständige BestimmUDg wird also a^ia^^ -f- 1) -f «^ oder a^a^ -[- «, -|- a^ ge- 
gebene Punkte erfordern, ein Resultat, das die eben auf andere Weise 
bewiesenen Ergebnisse über Raumkurveu vierter Ordnung einbegreift. 

[41] Begelfläclien. Daß eine Flache zweiter Ordnung zwei 
Scharen von geraden Erzeugenden enthält, konnte durch ^it: Bemerkung 
dargetau werden, daß die beiden Haupttaogenten in einem Punkt der 
Fläche diese in drei, also in unendlich vielen Punkten schneiden. 

Eine Fläche dritter Ordnung mit einer Doppelgeraden g muß eine 
Begelfläche sein; denn durch jeden Punkt der Fläche kann man in der 
Tangentialebene eine Gerade ziehen, die g schneidet und also ganz auf 
der Fläche liegen muß.') Umgekehrt hat jede Regelfläche dritter Ord- 
nung eine Doppelgerade. Eine durch eine Erzeugende l gelegte Ebene 
wird nämlich die Fläche in l und in einem Kegelschnitt schneiden. Der 
eine Schnittpunkt ist Berührungspunkt der Ebene mit der Fiäche (Grenz- 
lage des Schnittpunktes der Ebene mit einer konsekutiven Erzeugenden). 
Der andere P muß Doppelpunkt der Fläche sein und bewegt sich mit l. 
Sein Ort, der eine beliebige, durch l gehende Ebene nur in P schneidet, 
muß eine Gerade sein. 

Eine Fläche vierter Ordnung, die entweder zwei Doppelgerade, die 
eich nicht sclmeiden, oder eine Doppelkurve dritter Ordnung besitzt, 
muß eine Begelfläche sein. Man kann nämlich durch jeden ihrer Punkte 
eine Gerade ziehen, die die Doppelkurve zweimal trifft und also fünf 
Punkte der Fläche enthält, daher ganz auf der Fläche liegen muß. 

Die Existenz der ersten dieser Flächen gattun gen ist evident, da 
sie, wenn man als Doppelgerade zwei gegenüberliegende Kanten eines 
Koordinatentetraeders x = Q, y = und ä = 0, m = nimmt, durch 
eine Gleichung zweiten Grades je in - und — dargestellt wird. 
Da jede durch eine Erzeugende gehende Ebene die Fläche noch in 
einer Kurve dritter Ordnung sehneidet, läßt sich die Fläche übrigens 
auch durch die Strahlen, die eine ebene Kurve dritter Ordnung und 
zwei diese schneidende Gerade treffen, erzeugen. Um auch die Existenz 



1) Der Satz folgt übrigens auch daraua, daß eine Ebene durch die Doppel- 
gerade die Fläche noch in einer weiteren Geraden schneidet. 
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der zweiten Gattung zu eichern, bemerken wir erstens, daß eine Ebene, die 
durch die zwei von demselben Punkte der Doppelkurre ausgehenden Er- 
zeugenden gelegt wird, die Fläche noch in einem die Doppelkurve zweimal 
schneidenden Kegelschnitt schneiden wird. Umgekehrt wird eine Gerade, 
die sowohl eine Kaumkurve dritter Ordnung rj zweimal, als auch einen 
diese zweimal schneidenden Kegelschnitt; einmal schneidet, eine Pläehe 
vierter Ordnung mit r^ als Doppelkurve erzeugen. Man ersieht dies 
z.B. daraus, daß eine Bisekante von r^ die erzeugte Fläche zweimal in 
jedem ihrer beiden Schnittpunkte mit r^ und sonst in keinem Punkte 
schneidet. 

[42] Strahlenkompleze und Strahlenkongri>ueiizen erster 
Ordnung: und Klasse, Ähnliche Anwendungen kann man auf Strahlen- 
komplexe und -kongruenzen machen [8]. Wir betrachten zuerst jene, 
die erster Ordnung und Klasse sind. Für Komplexe erster Ordnung 
sieht man unmittelbar, daß die zu ihnen gehörigen Strahlen, die eine 
gegebene Gerade schneiden, alle eine bestimmte, mit dieser verbundene 
Gerade schneiden müssen. — 

Für Kongruenzen erster Ordnung und erster Klasse findet man 
einen einfachen Beweis eines Satzes, der sich in [31] als Spezialfall 
eines allgemeinen Satzes darbot. Aus den ersten Ausführungen in [31] 
wissen wir, daß es in der Kongruenz zwei Strahlen gibt, die zwei 
gegebene Gerade a und i schneiden. Hat man aber a und h schon 
so bestimmt, daß sie drei Stralilen l, m, n der Kongruenz schneiden, so 
müssen sie tmendlich viele Strahlen der Kongruenz schneiden. Da 
man hier a und h durch irgendwelche Gerade, die l, m und n 
schneiden, ersetzen kann, so werden alle Gerade, welche derselben 
Regelschar zweiter Ordnung wie l, m, n angehören, auch der Kon- 
gruenz angehören. Man kann aber a und b so bestimmen, daß sie 
vier nicht derselben Regelschar zweiter Ordnung ai^ehörende Strahlen 
der Kongruenz l,m,n,p schneiden. Dann gehen durch einen Punkt P 
von a zwei Strahlen der Kongruenz, welche beide in der Ebene Pb 
liegen, nämlich die der Regelschar l, m, n und die der Regelschar 
l, m, p angehörenden. Also muß jede Gerade des dadurch bestimmten 
Büschels der Kongruenz angehören, folglich Jede Gerade, die sowohl 
a als auch b schneidet. Da die durch diese Bedingung bestimmten Geraden 
selbst eine Kongruenz erster Ordnung und Klasse bilden, so muß diese 
mit der gegebenen identisch sein. Also: die Strahlen einer Kongruenz 
erster Ordnung und Klasse schneiden zwei feste Geraden. Aus ihrer Be- 
stimmung geht hervor, daß sie imaginär sein oder zusammenfallen 
können. 

Man ersieht auch, daß, wie drei beliebige Gerade Erzeugende einer 
durch sie bestimmten Fläche zweiter Ordnung sind, so eine Kongruenz 
erster Ordnung und erster Klasse durch vier ihrer Strahlen bestimmt 
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70 II. Erhaltung der Anzahl; b) Aufgaben mit unendlich vielen Lösungen 

wird. Daraus kann man folgeraj daß ein Komplex erster Ordnung durch 
fünf seiner Strahlen bestimmt wird. 

[43] Doppelstrahlen einer Kongruenz. In [3] haben wir ge- 
sehen, daß es unter den Ebenen, die durch einen Strahl a einer Kon- 
gruenz gehen, zwei, fi und ii', gibt, in denen noch ein Strahl mit a zu- 
sammenfällt, und daß diese unendlich nahen Strahlen a in zwei den 
Ebenen (i und (i entsprechenden Punkten M und M', schneiden. So- 
wohl die Ebenen ^ und ^', als auch die Punkte M und M' werden durch 
Gfleichungen zweiten Grades bestimmt, und wegen des gegenseitigen 
Entspreehens der Wurzeln der Gleichungen muß die eine von der 
anderen linear abhängen, Nun kann für einen besonderen Strahl a die 
eine Gleichung, z, B. die, die fi und ft' bestimmt, identisch werden. 
Dies muß eintreffen, wenn drei durch a gehende Ebenen je noch einen 
mit a zusammenfallenden Strahl enthalten: dann muß also dasselbe bei 
allen durch a gehenden Ebenen der Fall sein. Wegen des Zusammen- 
hangs der Gleichungen kann es geschehen, daß dann auch die Glei- 
chimg, die M und M' bestimmt, identisch wird, und also durch jeden 
Punkt des Strahles a ein anderer mit a zusammenfallender Strahl geht. 
Die Identität der ^ und (i bestimmenden Gleichung kaim aber auch eine 
Folge des Nullwerdens eines Faktors sein, der nicht zugleich Faktor der 
entsprechenden, M und M' bestimmenden Gleichung wird. Dann 
werden M und M' nicht unbestimmt: sie müssen aber daim zusammen- 
taUen; denn das Entsprechen eines Punktes M, nicht aber das Ent- 
sprechen zweier Punkte M und M' mit allen durch fi gehenden Ebenen 
ist ein wirklicher Grenzfall des (1, l)-deutigen Entspreehens der Ebenen 
und Punkte. Ein ähnliches Resultat erhält man, wenn man von der 
Identität der M\mA M' bestimmenden Gleichung ausgeht. 

Wir kommen dadurch auf die folgenden Gattungen von Doppel- 
strahlen einer Kongruenz: 

1. Eigentliche Doppelstrahlen, die dadurch charakterisieit 
werden, daß sowohl durch jeden ihrer Punkte noch ein weiterer 
mit ihnen zusammenfallender Strahl geht, als auch in jeder 
durch sie gehenden Ebene ein mit ihnen zusammenfallender 
Strahl liegt, (Durch einen Punkt des Doppelstrahls gehen also m — 2 
von ihm verschiedene Strahlen, und in einer durch den Doppelstrahl 
gehenden Ebene liegen n~2 andere Strahlen der Kongruenz.) 

2. Punktdoppelte Strahlen, die dadurch charakterisiert werden, 
daß durch jeden ihrer Punkte noch ein weiterer mit ihnen zu- 
sammenfallender Strahl der Kongruenz geht, und daß alle die 
so bestimmten konsekutiven Strahlen in einer Ebene liegen. 

3. Ebenendoppelte Strahlen, die dadurch charakterisiert wer- 
den, daß in jeder durch sie gehenden Ebene ein mit dem 
Strahle zusammenfallender Strahl der Kongruenz liegt, und 
daß diese alle durch einen Punkt gehen. 
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[43] DoppeUtrahlen einer KongrueüK 71 



den Normalen einer 

dar. Eine Gerade, die in 

n eigentlicher Doppelstrahl 

ebenendoppelter Strahl sein, 

ne YorstellEDg von den ge- 



Beispiele von Doppelstrahlen bietet die 
algebraischen Fläche gebildete Kongraenz i 
zwei Punkten der Fläche normal ist, wird ein 
und die Normale in einem Eugelpuntt ein e 
Dies bemerken wir jedoch hier nur, um ein 

nannten Singularitäten zu geben; denn die aus den Normalen gebildete 
Kongruenz hat noch andere, mit dem unendlich fernen Kugelkreia zu- 
sammenhängende Doppelstrahlen als die hier genannten. 

Ubngens gehört keine der hier genannten Arten von Doppelstrahlen 
zu den Singularitäten einer Kongruenz, die man ala allgemein oder not- 
wendig bezeichnen kann, sondern ihr Vorkommen ist eine, durch eine 
Gleichung ausdrüekbare Bedingung. Wir denken uns dabei die Kon- 
gruenz als zu einer gewissen, durch gegebene Auzahlen wie Ordnung n, 
Klasse n' und vielleicht Sang [8J charakterisierten Gattung^) gehöi-ig; 
näher bestimmt wird sie dann durch die Beorderung, daß sie gegebene 
Strahlen oder Strahlen gegebener Büschel enthalten soU, was beziehungs- 
weise doppelte oder einfache Bedingungen ergibt. SoR nun eine gegebene 
Gerade a ein eigentlicher Doppelstrahl einer Kongruenz sein, so muß 
sie erstens der Kongruenz angehören, was eine doppelte Bedingung ist, 
Sodana müssen drei durch a gehende Ebenen Strahlen enthalten, die 
mit a zusammenfallen, was drei einzelne Bedingungen gibt, im ganzen 
hat man also deren fünf. Würde diese Forderung nur zwei durch a 
gehenden Ebenen auferlegt, aber gleichzeitig verlangt, daß die in diesen 
beidenEbenen enthaltenen, dem Strahle a unendlich benachbarten Strahlen 
« in demselben Punkt treffen, so würde man damit, also im ganzen wieder 
durch fünf Bedingungen, bewirken, daß a ein ebenen doppelt er Strahl 
wird. Durch die dualistisch entsprechenden Bedingungen bewirkt man, 
daß a punktdoppelter Strahl wird. Da nun die Bestimmung einer ganz 
wiUkürlicheu Geraden im Kaum von vier Parametern (Koordinaten) ab- 
hängt, so bleibt nach der Elimination dieser Parameter aus den Glei- 
chungen, die ausdrücken, daß eine solche Doppelstrahl einer dieser 
drei Arten ist, noch eine Gleichung übrig, die also ausdrücken muß, 
daß die Kongruenz überhaupt einen solchen Doppelstrahl hat. Eine zu- 
sammenhängende Schar von unendlich vielen Doppelstrahlen würde 
mehrere Bedingungen erfordern. Es ist selbstverständlich, daß ein eigent- 
licher Doppelstrahl als „Schnitt" zweier verschiedener Gebiete der Kon- 



1) Waa für Raumkurven. gilt, wird natürlich auch hier gelten, daß näm- 
hcb diese Chaiakterwiemng nicht eindeutig iat, sonderu, daä dieselben Anzahlen 
unter sich f;anz verschiedenen Gattungen angehören können. Man kann natür- 
holi eine Gattung durch so viele oder so kleine Anzahlen and durch andere 
Einachrankungpn deSnieren, daß die ßedingungagleichang identisch erfüllt wird 
und also alle der hetrefFenden Gattung angehörenden Kongruenzen Doppel- 
stiahlen bekommen, die dann ala notwendig zu bezeiclinen sind. (Vgl. die 
diesem 4.it lieigetilgte Anmerkung). 
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grueaz auftreten kann und dann im allgemeinen vierfache 1 
der Brennfläche der Kongraenz [31] sein wird. Dies wird z.B. in der 
Kongruenz der Normalen einer Flache bei denjenigen Strahlen der 
Fall sein, die zweimal auf der Fläclie normal sind. Zwei der Berührungs- 
punkte können auch so zusammenfallen, daß der Doppelstrahl nur drei- 
fache Tangente der Brennfläche wird. Unter Umständen werden die 
dreifachen Tangenten dieser Fläche auch dreifache Strahlen der Kon- 
gruenz. Auch können zwei nicht zusanam engehörige Fokalpunkte in 
einem konischen Doppelpunkt der Brennfläche zusammenfallen; der 
Doppelstrahl kann auch zwei derartige Punkte miteinander verbinden. 
In [44] werden wir übrigens sehen, daß die Doppelstrahlen der Kon- 
gruenz auch Doppelgerade der Brennfl'äche sein können. Durch diese 
Eigenschaft unterscheiden sich dieae Doppel strahlen derart von den 
anderen, daß wir künftig Doppelstrahlen, die Doppelgerade 
der Brennfläche sind, eigentliche Doppelstrahlen zweiter 
Art nennen werden de ü>rigen d'e n'cht a if der Biennfläche 
liegen ) npuneu w r e gentl che Dopp Istrihlen erster Art 

Anmerkung W r gehen auf d e Fra^e l e d e g oßere öder kle nere 
Allgeme nhe t der datch hre vere hiedeuen Bez ehangen zar Brennflache eharak 
te erten Dopp elstrah Leu nicht naher en EaG wr aber uberha pt da Auf 
tret n e nea I oppel trahls m e ner dnrch Anzahlen harakter s erten (jattang 
von Kongruenzen al n ht allgemein beze hnet haben sehe nt m t h em \ or 
kommen n Kongruenzen zweier Ordnung n ht bere znst mmen Äuir er') 
hit näml ch gefunden daß e ne Kongruenz on der Ordnung n = ' und der 
Kla te ohne Brennkurve ■! ( — ) ( — S) Doppel trahlen hat und B Sturn 
d len bati An es n !Nr 31b ae ner L n engeometr e^ Vewe t npant in 
Nr 311 d e Strahlenkoog uenzen ohne B ennkurve (a nguläre L n enl de ali 
gerne nsten was a ch für h nre hend hohe Werte von n rieht g en wurie 
f m d Pse Bcke nbare l nst mm gbe t zu erklären können w r aber ogie ch be 
merken daß d e Be f gung hne Brenakarre wen getens für ^= ala ne 
olche E ne hntnkung d r Ton n als allgfime n Letra bteten Kon ruenzen 
betraci tet werden kann 1 e da Auftreten von Doppelstrab len mit s ch br ngt 
De et am le hteaten zu erk ncn wenn wr una an Stura Bewe s des 
Su t wachen Satzes halten da an h d eaer Bewe e auf abzählend Methoden 
gegründet st teilwe se f e I h auf solche m t denen w r uns erst später be 
Bchaft gen werden auf deren Reaoltate w r a> er s hon h er h n« 
Wr benutzen dabe außer ler Ordnung uni der Kla se 
gruenz auch d e Anzahl der Strahlen] aare der Kong uenz d e 
1 eb g gegebenen Ger ien zu nem trahlenb aohel f,ehören D ei 
man den Ranj, der Kongruenz nennt beze chnen w m t r [8] 
'^chn ttpunkte solcher St ahlen der Kongruenz welche n Ebenen 1 egen d e 
durch em Gerade o gehen st dann e ne Kur e [aj von de Ird ung 

1) Solche, die einfache Linien der Brennfläche sind, gibt es kaum. Wir 
beanspruchen hier jedoch nicht, eine vollständige Übersicht über 
alle Arten von Doppeletrahlen zu geben (vgl. [48] 6.), 

3) Abhandlungen der Berliner Akademie für 1866. 

3) Die Gebilde ersten und zweiten Grades der Liniengeometrie in sjnthe- 
tiacher Behandlung II, Leipzig 1893. 
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[43] Doppel strahlen einer Kongruenz 73 

^n'(n' — 1) + *■. "eil er eine durch a gehende Ebene in ^n'{n' — 1) Punkten 
außerhalb von a und in r auf a liegenden Punkten achneidet. Der Ort der 
Schnittpunkte solcher -Strahlen der Kongruenz, die in Ebenen liegen, die durch, 
einen Punkt B gehen, ist eine Fläche (B) von der Ordnung r -j- m n — 1), weil 
er eine Gerade durch B in. r Punkten außerhalb von B und in ^w(n — 1) in 
B liegenden Punkten achneidet. Die dem Punkt B entiprechende Fläche (ß) 
nnd die einera anderen Punkt C in ähnlicher Weise entsprechende Fläche (C) 
schneiden siok in einer Kurve von der Ordnung (r-|-4m(« — 1))', Ein Teil 
dieser Kurve ist die der Geraden BC entsprechende, bereits gefundene Kurve 
von der Ordnung 4 «' ("' ^ 1) -f '"■ Übrig bleibt eine Restkurre von der Ordnung 

(r+hn(n-l))^-inln'-l)-r, 

die übrigens für hinreichend große Werte von n aas zwei Kurven bestehen rauB 
die eine ist der Ort dpr Punkte P die so besi-haffen sind daß die Ebene die 
zwei dur h P gehende Strahlen lerl indet durch B diejenige die zwei andere 
verbindet durch C geht die andere 1er Ort der Punkte P die so beschaffen 
Bind di& die Ebenen die emi'n durch I gphenlen Strahl mit zwei anderen 
verbinden bezif'hnngo weise durch B nnd C gehen Datei ist allerdings vorans 
gesetzt daß duri.b P wenigstens vier beziehungsweise irei "Strahlen gehen 
Wenn die Kongruenz tigpnthche Doppelitrahlen erster Art hat wird die ge 
fundene Summe der Ordnungen dieser Örter um die Anzahl aokher Doppel 
Btrahlen vermindert Es geht nimlich aus unserer Herleitung der Gleich mgen 
zwiechen r und der Ordnung und der Klasse der BrennflaLbe in [lOi] hervor 
daß zwar die eigentlichen Doppelatrihlen erster Art aber Teder he eigentlichen 
Doppehtiahlen zweiter Art noch die pnnktdoppelten und die ebenen doppelten 
Strahlen auf den Flatben {B) und (C) hegen 

E ft(Mnn wendet i^docb diese Beweisführung nur auf den Fall » = 2 an 
Dann ist wie wir in [lOi] beweisen werden r = n — 3 Die Ordnung der ga 
tundenen Eestkurve mit Ansnilime der eigentlichen Dopj. ehtrahlen erster Art 
deren Anzahl wir mit d, 1 e zeichnen wird dann 
Mn-2/{n-6}-<t 

Ist diese Ordnung von yersuhieden so existiert iie Kurie durch deren 
Punkte drei oder vier und al o da die Ordnung der Kcngruenz nur 2 lat un 
endhch viele ihier btrahlen gehen Diese Eigenschaft lat eben für eine Brenn 
kurve charakteristisch und die Kongruenz besitzt also eine Rolthe ^etzt man 
aber mit Kwmmer und Stwm (Oraus, daß die Kongruenz keine Brennkurve 
hat, 80 muß die gefundene Ordnung sein; daraus folgt 

ä,_l«-8)(«'-3). 

Da die Ordnung der Brennfläche nur vier ist [31], können die d, Doppelstrahlen, 
die eben nicht auf der Brennßäche liegen, da sie erster Art sind, diese nur in 
zwei Punkten berühren. Von diesen muß dann wenigstens der eine ein koni- 
scher Doppelpunkt sein. 

Die verschiedenen Kongruenzen von der Ordnung zwei, nämlich 1. die ohne 
Brennknive aber mit Doppel strahlen erster Art, 2. die ohne Doppelstrahlen 
erster Art aber mit Brennkurven oder endlich S. die mit beiden Singularitäten 
bilden also verschiedene Gattungen, von welchen die eine nicht als Spezialfall 
der anderen betrachtet werden kann. Es hat sich aber hier gezeigt, daß allein 
die niedere Ordnung zwei einer Kongruenz notwendig die eine oder die 
andere der genannten Singularitäten, die für Kongruenzen höherer Ordnung 
Bedingungsgleicbungen erfordern würden, bedingt. Die Möglichkeit dieses Sach- 
verhalts haben wir auch in der Note S. 71 berücksichtigt. 
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(44] Hirststihe Kongmeuz. Ein Beispiel für das Vorkommen 
YOii Doppels trahlen zweiter Art bietet die Hirsisahe Kongruenz dar. 
Diese wird uaa auch Gelegenheit geben, die hier behandelte Form der 
Methode der Erhaltung der Anzahl dureh neue Beispiele zu beleuchten. 

Um eine Hirstsohe Kongruenz zu erhalten, nehmen wir für eine 
Fläche zweiter Ordnung ip^ eine projektive Anordnung der Erzeu- 
genden der einen Schar (V) und eine ähnliehe der anderen Schar (m) 
an, so daß 

(1) (i)7\(.n. (»oäw, 

und verbinden sodann den bchnittpunkfc P der Erzeugenden l und m 
mit dem Schnittpunkt P' der Eizengenden /' und m'. Jedem Punkte P 
entspricht ein Punkt P und umgekehrt, und da ein Punkt der Fläche ip 
sowohl ein Punkt P als auch em Punkt P' ist, so werden durch ihn 
und somit durcb alie Punkte deb Raumes zwei Strahlen PP' gehen. Die 
Ordunnf n der lus den Strahlen PP' erzeugen Kongruenz ist also 

w (TV ht b ide Projcktivitä,ten (1) Involutionen sind), 

D 1 t 1 PP auch als Schnittlinie der Ebenen Im' und l'm 

b t mmt d k und diese Bestimmung der ersten dualistisch 

t f bt ß 1 Kongruenz auch von der Klasse zwei sein. Ihre 

E g jft d ß wohl die Strahlen a und i, die die projektiven 

St ahl n h l 1 Z als auch die Strahlen c und d, die die Scharen 

w nd at p 1 d emein haben, eigentliche Doppelstrahlen ^) sein 
mü n W h w ter, daß die Tangenten an die Fläche ^^ '" ^^'^ 
P kt d l bd alle der Kongruenz angehören. Man könnte 

d d hl ß d ß z. B. sowohl a als auch c zweimal als ein durch 

( )g b 1 Str hl ahlen ist. Da die Ordnung der Kongruenz nur zwei 

t m ß 1 ndlieh viele solche Strahlen geben. Daß diese 

It d n B h 1 d Tangenten angehören, schließt man daraus, daß 
j d d d h ( &1 gehende Grerade tp^ in einem Punkt trifft, der 
n ht I ft) t 1 ht 

N w d b hnittpunkte des Strahles PP' mit einer anderen 

Fl h ^ 1 d hl zwei Paare von Erzeugenden a und 6, c und d 
gebenden Büschels P^ und P^, so wird P^ (und ebenso P^) eine Erzeu- 
gende mj (mj) der Fläche ^^ durchlaufen, wenn P und P' je Erzeu- 
gende m und m' der Fläche 91^ durchlaufen. In diesem Fall werden näm- 
lich die Geladen PP eine Fläche zweiter Ordnung erzeugen, und da 
diese die Erzeugenden a und i der Fläche jp^ enthält, so wird sie diese 
noch in zwei Eraeugenden m^ und m^ der anderen Schar schneiden. 
A ißerdem ist m diesem Fall 

__ i-p,)Ä(-p;)ÄmÄ(P'), 

\) Daß Uese nicht eister Art sein können, geht Bciion ans nngerer Bestim- 
mung der Aaz ilil lij der DoppeUtnihlen erster Art einet Kongruenz zweiter Ord- 
nung hervor ([4S] Anm ) li, wird nämlich hier 0, weil auch w'— 2 iat. 
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[44] Hirstsche KoDgruenz 7ö 

und also auch, weun man mit l^ und l[ die durch P^ und P.' gehenden 
Efzeugenden von i/ij, die derselben Schar wie a und 6 angehören, be- 
zeichnet, 

(2) («, j, i,) Ä («, &, ;,') Ä («, ^'^ A («, ^ n ■ 

Durch Vertauschung der beiden Scharen TOn Erzeugenden der Flüchen 

findet man ebenso 

(3) (c, d, m^) 7\ (c, d, jw^) /\ (c, d, m) '/\ (c, d, m). 

Dadurch wird ein (1, l)-deutigeB Entsprechen von je zwei der die 
Flächen q^g und t!>^ durchlaufenden Punkte P^, P/, P, P' ausgedrückt; 
und das Entsprechen wird vollständig bestimmt, wenn man außer den 
{reraden a,b,c,d den einem gegebenen Punkt P entsprechenden Punkt P' 
der durch P bestimmten Fläche ip„ des Büschels oder den Punkt Pj 
einer anderen Fläche f^ des Büschels kennt. 

Sei nun außer den Doppelst fahlen a, h, c, d ein beliebiger Strahl 
gegeben, der gj^ in P und F', ^^ iii Pi und Pj' schneidet, so kann man 
dem Punkt P entweder P, oder P/ entsprechen lassen. Dadurch werden 
also zwei Kongruenzen bestimmt. Diejenige, die Pj dem Punkt P zu- 
ordnet, muß P/ dem Punkt P' zuordnen. Durch Benutzung der Schnitt- 
punkte P und P' mit einer einzigen Fläche erhält man im allgemeinen 
die zwei verschiedenen Kongruenzen ebenfalls, da es zwei verschiedene 
Korrespondenzen sind, die dem Punkte P den Punkt P', beziehungs- 
weise dem Punkte P' den Punkt P zuordnen. Der Fall, in welchem die 
Korrespondenzen involutorisch sind, und also diese Verschiedenheit weg- 
fällt, ist ein Grenzfall, auf den wir hier nicht näher eingehen. 

Der Umstand, daß die Klasse der Kongruenz zwei ist, lehrt uns, 
daß, wenn der Punkt P eines Strahls der Kongruenz auf der Flache (p^ 
des Büschels einen ebenen Kegelschnitt durchläuft, sowohl der andere 
Schnittpunkt P' des Strahls mit (p^ als auch seine Schnittpunkte P^ 
und P/ mit einer anderen Fläche ^g des Büschels ebene Kegelschnitte 
durchlaufen werden. Ihre Örter werden nämlich die Ebene des gege- 
benen Kegelschnitts je in zwei Punkten schneiden. 

Was hier gesagt ist, wird auch auf den Fall anwendbar, in welchem 
die Fläche <p^(il>^) aus den zwei Ebenen ac und bd (oder ad und bc) 
besteht. 

Da die Kongruenzen von der zweiten Ordnung und zweiten Klasse 
sind, wissen wir schon [31], daß ihre Brennfläche von der vierten Ord- 
nung und Klasse ist. Die durch einen Punkt einer der vier Doppel- 
strahlen a, i, c, d gehenden Strahlen, fallen, wie schon bemerkt, mit dem 
Doppelstrahl selbst zusammen. Die Konstruktion der durch einen PunktP 
einer Fläche g), des Büschels gehenden zwei Strahlen zeigt, daß diese 
sonst nicht zusammenfallen. Die Brennfläche kann also qn^ nur in n, h, c, d 
schneiden, und da die Schnittkurve von der achten Ordnung sein soll, 
so muß jede dieser Gferaden in der Schnittkurve füi %\\&\ gezahlt wer- 
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den. Da dies von allen Flächen des Bücheis gelten soll, so müssen die 
vier Doppelstrahlen Doppelgerade der Erennfläclie sein. Sie sind also 
eigentliche DoppeJstrahlen zweiter Art. Läßt man nun eine 
Fläche Xs des Büschels durch einen nicht auf den Doppelstrahlen lie- 
genden Punkt M der Brennfläche gehen, so muß diese Fläche, die schon 
eine auf der Brennfläche liegende zusammengesetzte Kurve achter Ord- 
nung enthält, ein Teil der Brennfläche sein. Die Brennfläche be- 
steht also aus zwei Flächen x^ und o^ des durch die vier Dop- 
pelstrahlen gehenden Büschels. Diese berühren alle Strahlen der 
Kongruenz. 

Umgekehrt bilden offenbar die gemeinschaftlichen Tangenten zweier 
Flächen zweiter Ordnung ^3 und Oj im allgemeinen eine Kongruenz 
von der Ordnung vier und der Klasse vier. Diese wird sich in zwei 
Mirstsche Kongruenzen teilen, wenn, wie hier vorausgesetzt, die Flächen 
durch ein windschiefes Viereck gehen (sich in vier Punkten berühren). 
Die Seiten dieses Vierecks sind nämlich Doppelstrahlen zweier Hirstschea 
Kongruenzen, die außerdem einen willkürlichen Strahl p enthalten; 
wenn^ die Flächen X2 ^^^ '^3 berührt, so muß die Brennfläche beider 
Kongruenzen aus diesen Flächen bestehen; denn ein Büschel von Flächen 
zweiter Ordnung enthält nur zwei Flächen, die eine gegebene Gerade 
berühren. ^) 

Da die hier gefundenen Flächen dem durch die Doppelstrahlen be- 
stimmten Büschel angehören, so werden dieselben Strahlen, die die an- 
deren Flächen in Punkten von zusammengehörigen Erzeugenden schnei- 
den, diese in Punkten entsprechender Erzeugenden berühren. Bezeichnen 
wir durch m eine der Schar cd angehörende Erzeugende der Fläche x^, 
und durch m^ die entsprechende Erzeugende der Fläche a^, und mit G 
und öj die Schnittpunkte dieser Erzeugenden mit dem Doppelstrahl a, 
so sehen wir, daß, wenn sich ein Punkt P auf der Fläche Xs dem 
Punkt G nähert, die Grenzlage der Ebene der von P ausgehenden zu- 
sammenfallenden Strahlen die Tangentialebene an «g in G^ sein wird. 
Zwischen den Punkten G der Fläche Xs imd Cr, der Fläche Wj und den 
Tangentialebenen dieser Flächen in den genannten Punkten besteht also 
die für zusammengehörige Fokalpunkte und Fokalebenen charakteristische 
Verbindung. Der Punkt (?j wird, wenn man ihn als Punkt Ton a^ be- 
trachtet, auf dieselbe Weise mit einem anderen Punkt des Doppel- 
strahls a verbunden sein. 

Dieselben Verhältnisse werden im allgemeinen für einen Doppel- 
strahl zweiter Art eintreten, nur daß x^ und qj; dann gewöhnlich durch 
verschiedene Mäntel derselben Brennfläche ersetzt werden. Dagegen fin- 

1) Daß es nur zwei solche Flächen gibt, folgt aus der Involntion der Schnitt- 
punkte der Geraden p mit den Flächen des Büschela. Es ergibt sicli auch mittels 
dea KorrespondenzprinzipB (Kap. IV). 
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det ähnliches für Doppelstrahlen erster Art, die als Schnitte verschie- 
dener Gebiete einer Kongruenz auftreten, nicht statt. Daraus erklärt 
eich der wesentliche Unterschied zwischen den zwei Arten von Doppel- 
strahlen, der auch in unseren späteren abzählenden Formein hervortreten 
wird [150]. 

[46] SohlieBungssätze. Die vorliegende Art und Weise, die 
Methode der Erhaltung der Anzahl anzuwenden, gibt die einfachsten Be- 
weise der sogenannten Schließungssätze. Bekanntlich kann man einem 
Kegelschnitt zwei K-Ecke einbeschreihen, deren Seiten in einer bestimm- 
ten Ordnung durch n gegebene Punkte gehen. Dies läßt sich iibrigena 
auch durch die Methode der Erhaltung der Anzahl leicht beweisen 
(siehe [35] 7). Nehmen wir nun an, daß n gerade ist, und daß die n 
gegebenen Punkte die Schnittpunkte der Seiten eines bereits einbe- 
achriebenen w-Ects mit einer Geraden a sind. Dann gibt es bereits drei 
w-Eeke, die die gegebene Bedingung erfüllen, nämlich das vorgegebene 
nud zwei, deren Seiten mit a zusammenfallen und von welchen eine be- 
stimmte Ecke in den einen oder den anderen Schnittpunkt der Geraden 
a mit dem Kegelschnitt fällt. Es wird daher in diesem Fall unendlich 
viele Auflösungen geben, so daß eine bestimmte Ecke in einen ganz 
willkürlichen Punkt des Kegelschnittes fallen kann. Dies läßt sich auch 
so ausdrücken, daß für gerades n der Schnittpunkt einer der Seiten eines 
einbeachriebenen «-Ecks mit einer willkürlichen Geraden a durch die 
M — 1 übrigen und durch den Kegelschnitt bestimmt wird. Von diesem 
kommen jedoch nur die Schnittpunkte mit a in Betracht; denn zwei Kegel- 
schnitte, die a in denselben Punkten sehneiden, sind perspektiv kolliuear 
in Beziehung auf a als Achse. — Der gefundene Satz umfaßt den be- 
kannten Desarguesschen Involutionssatz, 

Der einfache Ponceletsehe Schließungssatz geht aus äem Versuch 
hervor, in einen gegebenen Kegelschnitt c^ ein w-Eck Pj Pj ■ ■ ■ P^ einzu- 
hoBchreiben, das einem anderen ft, umbeschrieben ist. Gibt man zunächst 
Pj eine willkürliche Lage auf c^, so wird man zwei offene Vielecke 
P-,P^- -P^P^,^^ und PiPj'---P;P,;^i erhalten, die die gegebenen Be- 
dingungen erfüllen würden, wenn P„^i beziehungsweise P^+i, mit Pj 
zusammenfiele. Gewöhnlich wird dies nicht der Fall sein; sondern die 
Geraden PjP^^j (oder P^P^^^) werden einen Kegelschnitt s^ berühren; 
denn von einem Punkte P^ von c^ gehen zwei solche Gerade aus. 

Gäbe es nun eine eigentliche Auflösung, so müßte die Tangente 
an Cj im Punkte Pj auch s^ in demselben Punkte P^ berühren; denn in 
diesem Falle fallen die Punkte P„^i und P^'^i, die je durch die Poly- 
gone P^F^- ■■P„P„^i und P^P^- ■ ■ PjP^^i bestimmt werden, mit P^ 
zusammen. Also werden sich Sg und c^ in Pj berühren. Bei dieser Be- 
stimmung kann aber P^ durch jede andere Ecke desselben M-Ecks er- 
setzt werddta. Sg und Cg berühren also einander in n Punkten, und da 
« ^ 3 ist, muß Sj mit Cj zusammenfallen. P^ darf also ein ganz willkür- 
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lieber Punkt von c^ sein. Wenn also die Aufgabe eine eigentliche Auf- 
lösung hat, muß sie unendlich viele haben; das mit einem wiUkürlicben 
Punkt von c^ begonnene «-Eck wird sich dann immer schließen. 

Hieraus folgt umgekehrt, daß, wenn ein c^ ei nbe schrieb enes und h^ 
umbeschriebenes »Eck sich nicht schließt, sich kein solches schließen 
wird. Weiche Bedeutung werden aber dann die vier gemeinschaftUchen 
Tangenten des Kegelschnittes c^ und dee gefundenen Hilfskegelschnittes s», 
der die Einhüllende der Verhindungsgeraden Pi-P„+j ist, haben? Diese 
Frage wird verschieden für gerade und ungerade Werte von«, « — 2r und 
H = 2r — 1, zu beantworten sein. Für n — 2r betrachten wir besonders 
den Fall, in welchem P^+i in einen Schnittpunkt von c^ und ftg fällt. 
Dann werden diePolygonstückeP,,^iP^--PjPj und P,+iP,,_^g-P„P„^j 
miteinander zusammenfallen, also auch Pj und P„ ^,. Also wird P^P^^i 
c^ berühren. Für n^2r — 1 nehme man als Seite P^P^_^_^ eine gemein- 
schaftliche Tangente von c^ und }c^. Dann fallen P,. und P^^i in ihrem 
Berührungspunkte mit c^ zusammen, woraus folgt, daß auch P,.P,._j--Pj 
mit P,+iPr+a ■ ■ ■ Pjr-i-Pn+i ! ^^o wieder P^ mit P„ + i zusammenfallen 
wird. In diesen Fällen erhält man nur dann einen Grenzfall der Auf- 
lösung der gestellten Aufgabe, wenn die beiden von P^ ausgehenden 
Tangenten von k^ zusammenfallen, d. li., wenn der auf diese Weise be- 
stimmte Punkt Pj selbst ein Schnittpunkt von c^ und Je^ wird. Dies muß 
also eintreffen, wenn c^ und k^ überhaupt die gesuchten ein- und umbe- 
Bchriebenen jj-Ecke zulassen. 

[46] Der allgemeinere SdUiefiimg^ssatz vou Foncelet. Wenn 
uns später namentlich das Korrespondenzprinzip andere Abzählungs- 
mittei an die Hand gibt, so werden wir auch in anderen Fällen auf 
ähnliche Weise von der Existenz einer eigentlichen Lösung einer Auf- 
gabe auf eine stetige Folge solcher Lösungen schließen können, näm- 
lich dann, wenn im allgemeinen alle abgezählten Lösungen der für die 
Anwendung der Methode modifizierten Aufgabe uneigentlich sind, d. h. 
den ursprünglich gestellten Forderungen nicht entsprechen. Eine solche 
Folge kann man jedoch auch in solchen Fällen antreffen, in welchen 
die Aufgabe neben einer stetigen Folge von Auflösungen auch isolierte 
Lösungen hat. 

Ein lehrreiches Beispiel dafür gibt der allgemeinere Sehließungs- 
satz von Poncdet ab. Stellen wir uns die Aufgabe, einem gegebenen 
Kegelschnitt c^ ein «-Eck einzubeschreiben, dessen Seiten der Reihe 
nach die Kegelschnitte k'^, ¥^, ■■■ k^^ berühren, die alle einem Büschel 
angehören, der auch c^ enthält. 

Versuchen wir, wie in [45], das «-Eck mit einer beliebigen Ecke 
Pj auf Cg anzufangen, so wird man zwei Bestimmungen der Ecke Pj, 
2^ der Ecke Pg usw., 2""^ der Ecke P^ erhalten, und nur, wenn dann 
die Gerade PjP„ den letzten Kegelschnitt i*"* berührt, wir* man eine 
Lösung der gestellten Aufgabe haben. Läßt maji Pj den Kegelschnitt 
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fj durclilatifen, so muß jeder Punkt dieser Kurve Anfangspunkt 
P^ von 2"~^ und Endpunkt F^ von 2"~'- noch offenen Vielecken 
PjPj--- P,, werden, und er kann nicht auf andere Weise auf der Ge- 
raden PiP„ liegen. Die Einhüllende dieser Geraden ist also von der 
Klasse 2". 

Um diese Kurve näher zu untersuchen, wird es zweckmäßig sein, 
ihre Schnittpunkte mit dem Kegelschnitt c^ aufzusuchen. Ein solcher 
Punkt wird dadurch charakterisiert, daß zwei der von ihm ausgehenden 
2" Tangenten (P^P^ oder P^Pi je nachdem man den Punkt als Punkt 
P^ oder P„ betrachtet) zusammenfallen, ohne daß dies mit zwei von einem 
anderen Punkt derselben Geraden ausgehenden Tangenten der Fall ist; 
im letzteren FaU nämiich würde die Gerade selbst eine mehrfache Tan- 
gente sein. Diese Bedingung ist offenbar von den gemeinschaftlichen 
Schnittpunkten Ä, B, 0, D der Kegeechnitte des Büschels erfüllt. Fällt. 
Pj in einen dieser Punkte z. B. A, so fallen die zwei von Pj ausgehen- 
den Geraden PiF^ mit der Tangente von k'^ zusammen; damit fallen die 
zwei eutprechenden Punkte Pg zusammen; weiter werden die entsprechen- 
den Punkte Pg, P4 - ■ ■ P^ je zu zwei zusammenfallen, und damit wieder 
die 2""^ Tangenten P^P„, ohne daß im allgemeinen auch zwei der 
2" ~ ' Geraden P„ P^ , die von einem der so bestimmten Punkte P„ ausgehen, 
zusammenfallen. Umgekehrt geht es, wenn P^ mit A zusammenfällt. 
Die Einhüllende wird also in A einen 2''-^-fachen Punkt haben, und 
ebenso in B, C und D. 

Sie wird weiter Cj nur in diesen Punkten schneiden. Zwei der 
von einem anderen Punkt von c^ ausgehenden Tangenten werden zwar 
zusammenfallen, wenn entweder dieselbe Gerade zwei verschiedene der 
offenen Polygonen schließt, oder wenn eine daj; wischenliegende Ecke, 
■Ps. Ps---K-i üi einen der Punktet, P, C oder D fallt. Dann 
werden aber gleichzeitig zwei der von P^ und zwei der von P^^ aus- 
gehenden Tangenten P^P^ zusammenfallen, und die Gerade P-^P^ ist 
also eine Doppeltangente. Daß sie weder in P^ noch in P^ einen Be- 
rührungspunkt hat, sieht man daran, daß von diesen Punkten ausgehende 
Tangenten nur zu je zwei zusammenfallen. 

Die Kurve schneidet also C^ nur in den vier Punkten Ä, B, C, B, 
die 2''~*-fache Punkte werden. Sie ist also von der Ordnung 2" und 
schneidet jeden Kegelschnitt des Büschels nur in den Punkten A, B, G, B, 
und zwar 2''~^mal in jedem von diesen Punkten, Geht dann ein Kegel- 
schnitt des Büschels noch durch einen weitereu Punkt der gesuchten Ein- 
liüllenden, so wird er diese im ganzen in 2" + ' + 1 Punkten treffen und 
muß also selbst ein Teil dieser Kurve sein. Diese besteht dann ans 
2'"~^ zu dem Büschel gehörigen Kegelschnitten l^. Diese müssen je 
den Reihen sukzessiver Tangenten an die Kegelschnitte Ti entsprechen, 
die man bei der von einem willkürlichen Punkt Pj ausgehenden Kon- 
struktion der offenen Polygone PjP^- ■■ P^ benutzt. 
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Je nach der WabI dieser Tangenten löst sich die gestellte Auf- 
gabe in 2°~^ Aufgaben auf. Jede von diesen hat vier Lösungen, die 
man dadurch findet, daß man die Gerade P^P^ als gemeinschaftliche 
Tangente des gegebenen Kegelschnitts ä;^"1 und des zu der betreffenden 
Teilaufgabe gehörigen Kegelschnitts ^ bestimmt. In dem Fall, daß ^4"' 
mit diesem Kegelschnitt l^, den er von vornherein in Ä, B, C, D 
schneidet, zusammenfällt, hat die betreffende Teilaufgabe unendlich viele 
Lösungen, die eine stetige Folge bilden; gleichzeitig werden aber die 
übrigen 2"^' — 1 Teilaufgaben im allgemeinen verschiedene Lösungen 
haben. 

Wenn also ein «-Eck gegeben ist, das dem Kegelschnitte c^ ein- 
beschrieben ist und dessen Seiten der Reihe nach die Kegelschnitte 
Äj, ^2 ■■■ ^"' eines Büschels, dem Cj angehört, berühren, so darf man nicht 
sogleich schließen, das es eine stetige Folge solcher w-Ecke gibt. Ist 
aber (^^"') der andere Kegelschnitt des Büschels, der die Seite P„Pj des 
w-Ecks berührt, so muß es entweder für die gegebenen Kegelschnitte 
oder für die Kegelschnitte Cj, k'^, k'^, ■■■(it^"') eine stetige Folge von 
«-Ecken geben, die die gestellten Bedingungen erfüllen. Da näm- 
lich ^4"' und (Ä^"') die einzigen Kegelschnitte des Büschels sind, die 
P„Pi berühren, so muß der eine oder andere einer der durch die übrigen 
Kegelschnitte bestimmten 2""^ Kegelschnitte l^ sein, die Einhüllende 
der Seiten P„Pi sind. Wir werden übrigens bald [Ö2] ein Kriterium 
angeben, woraus man, wenn das Vieleck reell ist, sogleich ersehen kann, 
welcher von den zwei Kegelschnitten diese Einhüllende ist. 

[47] Bechtfertig^img der Verwendung: von gezeichneten 
Figuren. Setzen wir voraus, daß eine variable Figur von einem Para- 
meter abängt, und daß ihre Eigenschaften durch eine Zeichnung an- 
schaulich gemacht werden. Eine solche wird gewöhnlich allen Werten 
des Parameters, die zwischen gewissen Grenzen liegen, also unendlich 
vielen Werten des Parameters entsprechen. Läßt sich nun die Figur 
benutzen, um einen Satz zu beweisen, so ist dieser für unendlich viele 
Werte des Parameters richtig, Ist der Satz algebraisch ausdrückbar 
(was wir ja immer von den in diesem Buche behandelten Sätzen voraus- 
setzen), so muß also die ihn ausdrückende Gleichung identisch erfüllt 
sein, und der Satz gilt somit für alle Figuren, die man durch Abände- 
rung des Parameters erhalten kann. 

Die auf der Zeichnung hervortretenden Teile der Figur müssen reeü 
sein, und nur solche dürfen unmittelbar in einem an die Zeichnung ge- 
knüpften Beweis benutzt werden. Durch die hier genannte Erweiterung 
läßt sich aber der bewiesene Satz auch auf solche Fälle erweitern, in 
welchen die benutzten Teile der Figur imaginär sind. 

Nennen wir ein ganz elementares Beispiel. Wenn sich zwei Kreise 
in reellen Punkten schneiden, so sieht man sogleich, daß alle Punkte ihrer 
gemeinschaftlichen Sehne die Eigenschaft haben, daß die von einem 
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solchen ausgehenden Tangenten an die zwei Kreise dieselbe Länge 
haben. Da die aus zwei eich nieht schneidenden Kreisen bestehende 
Figur aus der hier benutzten durch Abänderung eines Parameters ent- 
stehen kann, muß auch mit ihr eine Gerade, die dieselben Eigenschaften 
besitzt, verbunden sein, und diese Gerade muß durch die imaginären 
Schnittpunkte der Kreise gehen. Der Satz gilt noch, wenn die Kreise 
selbst imaginär werden, was auch rein geometrisch wichtig sein kann, 
weil man solche Kreise benutzen kann, um Sätze, die nur reelle Punkte 
und Linien betreffen, zu beweisen. 

Auch bei den abzählenden Untersuchungen sind ähnliche Betrach- 
tungen nützlich. Nähern sich z. E. die Berührungspunkte eines ein- 
fachen Zuges einer Kurve mit einer Doppeltangente, so zeigt eine Figur, 
in welcher diese Punkte reell sind, daß wenigstens zwei Wendepunkte 
sich gleichzeitig einander nähern, und daß alle vier Punkte unter sich 
zusammenfallen, wenn der Kurvenzug Berührung dritter Ordnung mit 
der Doppeltaugente bekommt. Wir sagen „wenigstens", weil es ja denk- 
bar wäre, daß (wenn die Kurve algebraisch ist) außer den reellen im 
allgemeinen noch imaginäre Wendepunkte mit den anderen zusammen- 
fielen. Diese Einschränkung wird dadurch überflüssig, daß, wie die 
E'igur zeigt, auch umgekehrt das Zusammenfallen zweier Wendepunkte 
eines einfach bleibenden Kurvenzuges bewirkt, daß zwei Berührungs- 
punkte einer Doppeltangente zusammenfallen. Was hier ans einer 
Figur zu ersehen ist, läßt sich nun auch auf die Fälle erweitem, in 
weichen die behandelten Teile der Figur imaginär sind. 

Daß die Vorsicht, die uns veranlaßte, vorläufig „wenigstens" zwei 
Wendepunkte zu sagen, nicht überflüssig war, zeigt folgendes Beispiel. 
Wenn sich zwei Kurvenzüge nähern, um schließlich einen Doppelpunkt 
des Kurvenzuges oder einen Schnittpunkt zweier durch die Änderung 
entstehenden neuen Kurvenzüge zu bilden, so zeigt eine Figur, daß im 
aligemeinen gleichzeitig zwei Weodetangenten je mit einer Tangente 
im neu entstehenden Doppelpunkt zusammenfallen. Eine später zu ent- 
wickelnde Fonnel wird aber zeigen, daß sechs Wendepunkte vom neu 
entstehenden Doppelpunkt absorbiert werden, oder daß jede Tangente 
im neuen Doppelpunkte die Grenzlage dreier Wendetangenten ist. Zwei 
der letzteren sind also imaginär, wenn die Kurvenzüge reell sind. (S. 
[60] und [70]). 

[48] Beispiele und ^imgfeu. 1. Es sei gegeben eine ebene 
Kurve Ä^ von der Ordnung r mit d Doppelpunkten, und eine durch 
diese gehende Kurve c^ von der Ordnung tt, die k^ noch in «j — 2d 
Punkten schneidet. Wenn die Forderung, durch diese und die d Doppel- 
punkte zu gehen, einer Kurve von der Ordnung n für w > r — 3. weniger 
als «»- — ^(r — l)(r — 2) oder für m < r weniger als ln(n + 3) unter 
sich unabhängige Bedingungen auferlegt, ist k^ zusammengesetzt, 
sonst nicht. 
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2. Wenn ein Kegelsclmitt eine Kurve vierter Ordnung in vier 
Punkten berührt, wird jeder durch diese gehende Kegelschnitt die Kurve 
in vier anderen Punkten sehneiden, in welchen sie ebenfalls von einem 
Kegelschnitt berührt wird [37]. 

3. Eine Fläche vierter oder fünfter Ordnui^ soll eine gegebene 
Eaumkurve dritter Ordnung als Doppelkurve enthalten. Wie viele 
Punkte der Fläche sind noch nötig, um sie vollständig zu bestimmen? 

4. Wenn eine Flache m"" Ordnung zwei Baumkurven dritter Ord- 
nung, die sich in einem Punkte schneiden, enthalten soll, wie viele 
Punktemüssen dann noch gegeben sein, um sie vollständig zu bestimmen? 

5. Zu beweisen, daß die UmhüUungsfläche der doppelt berührenden 
1 der Schnittkurve zweier Flächen zweiter Ordnung aus Kegeln 

igesetzt ist. (Jede Verbindungsgerade der Berührungspunkte 
einer doppelt berührenden Ebene wird einen Punkt P enthalten, von 
welchem drei und somit unendlich viele Bisekanten ausgehen.) Der Satz 
folgt übrigens auch aus [35] 2, woraus man auch sieht, daß es vier 
solche Kegel gibt. S. auch [49], 

6. Die Erzeugenden einer Fläche zweiter Ordnung, die eine andere 
Fläche zweiter Ordnung berühren, werden Doppelstrahlen der von den 
gemeinschaftlichen Tangenten der Flächen gebildeten Kongruenz sein; 
von welcher Art [43] sind sie? Hire Anzahl kann man durch Speziali- 
sieren der einen Fläche finden. — Da die Brennfläche der Kongruenz 
aus den zweimal gezählten Flächen besteht, ist dieser Fall kein Bei- 
spiel für solche D oppel strahlen , die einfache Linien der Brennfläche 
sind (vgl. [43], Fußnote, wo wir annahmen, daß solche überhaupt nicht 



c) Änfgalea mit hdII Lfisnngen. 

[49] EluhüUeude oder Rückkehrkurveu von der Ordnung 0. 

Es kann geschehen, daß die Abzahlung der Lösungen einer Aufgabe nuU 
ergibt. Bezieht sich diese Abzahlung auf die Anzahl der Schnittpunkte 
einer ebenen Kurve oder einer Fläche mit einer Geraden oder Kurve, 
oder einer Raumkurve mit einer Fläche, so kann man sagen, daß das 
betreffende Gebilde von der Ordnung ist; die Kurve besteht daher 
in diesem Fall nur aus einzelnen Punkten, die Flache nur aus einer 
Kurve, oder, wenn eine entsprechende Abzahlung auch für den Rang 
den Wert ergibt, nur aus einzelneu Punkten^). 

Auf solche Gebilde kann man kommen, wenn man die Einhüllende 

1) Die hier genanntea einzelnen Punkte und die Kurven, aus denen eine 
Fläche bestehen kann, sind natürlich von denjenigen, die man sonst „isolierte 
Punkte", „isolierte Kurven" nennt, verschieden. Durch letztere Benennungen hebt 
man nnr die reellen Punkte des Gebildes hervor, während in der abzählenden 
Geometrie imaginäre Punkte als mit den reellen gleichwertig betrachtet werden. 
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eines Systems von oo* Kurven oder Flächen, oder die Rückkehrkurve 
einer solchen Umhüllungsfläche sucht. Der Beweis dafür, daß die Systeme 
Ton Kurven oder Flächen mit der Charakteristik jx = 1 oder (t = 2 Büschel 
sind oder Bündeln angehören ([37] und [39]), konnte z. B, dadurch ge- 
führt werden, daß man die Ordnung der Einhüllenden beziehungs- 
weise der Rückkehrkurve durch Abzahlung der Schnittpunkte mit einer 
Geraden oder Ebene bestimmte. 

Suchen wir z. B. die Rückkehrkurve der Umhüllungsfläche der 
doppelt berührenden Ebenen der Schnittkurve r^ zweier Flächen zweiter 
Ordnung q> und ij). Dies kann dadurch geschehen, daß wir die Schnitt- 
punkte dieser Rückkehrkurve mit der Fläche cp (von der wir annehmen 
werden, daß sie nicht eine Eegelfläche ist) suchen. Durch einen Punkt 
der Rückkehrkurve gehen drei konsekutive Tangentialebenen, also zwei 
konsekutive Erzeugende der ümhüllungsfläche. Die Erzeugenden müssen 
alle r^ zweimal sehneiden. Die durch einen Punkt P von tp gehenden 
Bisekanten der Kurve r^ sind die durch P gehenden zwei Erzeugenden 
der Fläche ip. Diese fallen für keinen Punkt P der Fläche <p zusammen, 
und ein solcher Punkt kann also nicht auf der gesuchten Rückkehrkurve 
liegen. Da somit diese die Fläche <p in keinem Punkt schneidet, muß sie 
von der Ordnung sein, d. L die Umhüllungsfläche löst sich in Segel- 
flächen auf (vergleiche [48] 5)^). 

[50] Beweise dafür, daB G-rößen konstant bleiben. Besteht 
zwischen zwei Größen x und y eine algebraische Gleichung 

/(»,»)- 0, 
so wird man daraus für jeden gegebenen Wert von y wenigstens einen 
entsprechenden Wert von x bestimmen können; denn die Fälle, die man 
oft als Ausnahmefälle betrachtet, wo nämlich x nur unendliche Werte 
annehmen kann, werden hier in der abzählenden Geometrie, wo die 
Lösungen, die in Grenzfällen unendlich werden, auch mitzuzählen sind 
[4], hiermit ausdrückUeh mit aufgenommen. Gibt es also einen Wert, 
den y für keinen Wert von x annehmen kann, so muß y unabhängig 
von X sein, also konstant bleiben, wenn x sich ändert. Anschaulich 
wird das hier Gesagte, wenn man x und y als gewöhnliche Koor- 
dinaten in der Ebene darsteüt. Die Gleichung wird dann eine Kurve 
darstellen, die jede Parallele mit der Abszissenachse in einer durch den 
Grad der Gleichung in x bestimmten Anzahl von Punkten schneidet. 
Davon rückt einer oder mehrere ins Unendliche, wenn die Gerade 
eine Asymptote ist. Wenn man nun auch nur von einer Geraden weiß, 
daß sie die Kurve nicht auf diese Weise sehneidet, so muß diese aus 
Parallelen mit der Abszissenaehse zusammengesetzt sein; d. h., die Glei- 
chung ist unabhängig von x oder vom Grade in a; und liefert also 



1) Ein anderes Beispiel findet sich später in [90] Fußnot«. 



y Google 



g4 U- Erhaltung der Anzahl; c) Aufgaben mit null Lösungen 

nur eine Anzahi konstanter Werte von y. — Die Gradzalil der Glei- 
chung wird hier, wie bei den früheren Anwendungen der Methode der 
Erhaltung der Anzahl durch Abzahlung in einem einzelnen Speziat- oder 
GrenzfaU bewiesen. 

Natürlich kann man auf dieselbe Weise die Unabhängigkeit der 
Variabein y von mehreren variablen Größen beweisen. Da eine alge- 
braische Gleichung immer ausdrückt, daß eine gewisse Größe konstant 
bleibt, so läßt sieh diese Methode eigentlich anwenden, um alle durch 
algebraische Gleichungen ausdrückbaren Sätze zu beweisen. Wir werden 
damit anfangen, zu zeigen, wie dies eben für Relationen zwischen Funda- 
mentalgrößen sehr einfach ausgeführt werden kann, 

[51] Konstante Doppelverhältuisse. Das Doppelverhältnis 
(L,M,N,P) der vier Punkte L,M,N,P einer Geraden kann nur dann 
0, oo oder 1 werden, wenn zwei der Punkte zusammenfallen. Fallen 
drei oder alle vier zusammen, so wird es unbestimmt, wird aber dann 
in hinlänglich bestimmten GrenzfSllen bestimmte Grenzwerte annehmen. 
Können also entweder für keinen Wert eines Parameters, von welchem 
die Figur abhängt, jemals zwei der Punkte zusammenfallen, oder kann 
dies nur so geschehen, daß immer mehr als zwei zusammenfallen, und 
daß das DoppelTerhältnis einen der oben genannten Werte für keinen 
solchen Fall als Grenzwert annimmt, so muß es konstant sein. — Ebenso 
geht es mit dem Düppelverhältnis von vier Geraden eines Büschels. 

Seien erstens L,M,N,P die Schnittpunkte einer beliebigen Geraden 
mit vier Geraden l, m, n, p eines Büschels, dessen Scheitel wir A 
nennen werden. Um zu zeigen, daß die Doppelverhältnisse der Schnitt- 
punkte dieser festen Geraden mit zwei willkürliehen Geraden q und r 
gleich groß sind, kann man untersuchen, wie sieh das Doppel Verhältnis 
der Schnittpunkte der festen Geraden mit den Geraden des durch q und r 
bestimmten Büschels ändern kann. Zwei der Schnittpunkte L,M,N,P 
mit einer Geraden dieses Büschels werden nur dann zusammenfallen, 
wenn die Gerade durch A geht. Dann werden sie aber alle zusammen- 
fallen, das Doppel Verhältnis wird also unbestimmt. Der allgemeinen 
Regel gemäß muß es dann durch seinen Grenzwert ersetzt werden, und 
da die Bestimmung jedenfalls algebraisch und eindeutig ist, ist auch 
dieser Grenzwert eindeutig, indem die Punkte L,M,N,P in einer be- 
stimmten Ordnung zu nehmen sind. Es könnte also höchstens einen 
der drei Werte 0, oo und 1 annehmen, und es wird somit Werte geben, 
die es nicht annehmen kann. Das Doppel Verhältnis ist also konstant. 

Seien sodann l,m,n,p die Geraden, die einen beweglichen Punkt 
eines Kegelschnittes mit vier festen Punkten des Kegelschnittes ver- 
binden. Dann fallen niemals zwei der Geraden zusammen. Ihr Doppel- 
Verhältnis muß also konstant bleiben. 

Dasselbe ist der Fall, wenn l, in, n,p die vier Tangenten einer Kurve 
dritter Ordnung sind, die durch einen beweghchen Punkt G dieser Kurve 
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gehen und sie in anderen Punktea berühren^). Da die Kurve keine 
Doppeltangente haben kann, und da in einem Wendepunkt nur eine 
der vier Tangenten mit der Wendetangente zusammenfällt, werden für 
keine Lage des Punktes G zwei der vier Tangenten zusammenfallen. 
Ihr Doppel Verhältnis kann also keinen der Werte 0, oo und 1 an- 
nehmen und muß daher konstant bleiben. Nur in dem Grenzfalle, in 
welchem die Kurve einen Doppelpunkt hat, fallen für alle Lagen von 
G zwei der vier Tangenten zusammen, und das konstante Doppelver- 
hältnis hat also, je nach der Anordnung der Tangenten, die Werte 0, oo, 1 

Die verschiedenen Kurven dritter Ordnung werden durch die Werte 
der ihnen zugehörigen Doppel Verhältnisse charakterisiert. Bilden die vier 
Tangenten einen harmonischen Büschel, so nennt man die Kurve har- 
monisch, und bilden sie einen äquianharmoni sehen Büschel, äquian- 
harmonisch. Entsprechendes gilt für Kurven dritter Klasse 

Die Konstanz der Doppelverhältnisse der Ebenen, die emen be- 
liebigen Strahl eines ifeyeachen Komplexes [30] mit den Scheiteln 
des zu ihm gehörigen Tetraeders verbinden, lä£t sich auf dieselbe Weise 
beweisen. — Ebenso ergibt sieh, daß die Schnittpunkte beziehungsweise 
Berührungspunkte der Strahlen einer Hirstnchen Kongruenz [44] mit 
den durch ihre vier Doppel strahlen gebenden Flächen zweiter Ordnung 
konstante Doppel Verhältnisse bilden. 

In derselben Weise kann man die harmonische Eigenschaft der 
Polare a eines Punktes Ä in Beziehung auf einen Kegelschnitt c^ be- 
weisen, wenn mau die Polare als die Gferade definiert, die durch die Be- 
rührungspunkte B und C der durch Ä gehenden Tangenten geht. Wenn 
nämlich eine beliebige durch A gehende Gerade l den Kegelschnitt c^ 
in den Punkten P und P', die Gerade a in 2V" schneidet, so werden zwei 
der Punkte ÄjN,P,P' nur dann zusammenfallen, wenn l durch B oder 
C geht, und dann fallen N,F,P' zusammen. Da aber gleichzeitig NP 
und iVP' unendlich klein von derselben Ordnung werden, so kann das 
DoppeIverhäItnis(^,J/",P,P') keinen der WerteO.oo annehmen. Es bleibt 
also konstant. Da P ein willkürlicher Punkt des Kegelschnitts ist, lä£t 
er sieh mit P' vertauschen, ohne daß sich das Doppel Verhältnis ändert. 
P und P' sind also in Beziehung auf Ä und N harmonisch verbunden. 

[52] Anweadunjf auf den allgfemeinereu Poncelet- 
schen Schließuugssatz. In [46] haben wir bewiesen: wenn c^,h'^, 
Kl ■ ■ ■ ^a""^' gegebene Kegelschnitte eines Büschels sind, und wenn 
man dem Kegelschnitt c^ ein «-Eck B^F^ . . . F^ so einschreibt, daß die 
Seiten PjPa, PgPj - . - P„._i P„ der Reihe nach die Kegelschnitte h'^, 
ftj . . . A^"~*' berühren, so wird der eine der Kegelschnitte des Büschels, 

1) Die Knive ist von der Klasse 6, \ind zwei der durch (? gehenden sechs 
Tangenten, oder drei, wenn G ein Wendepunkt ist, fallen mit der Tangente in G 
zuBanamen ([I2J w. [13]). 
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die die Seite P„Pi berühren, die Eigenschaft haben, daß die Seiten einer 
stetigen Folge Ton Vielecken, die alle c^ einbeechrieben sind, der Reihe 
nach h'^, h'^ . . ., Ä:^"-'* und diesen neuen Kegelschnitt berühren. Diesen 
Kegelschnitt werden wir ^"' nennen, den anderen Kegelschnitt des 
Büschels, der nur für ein isoliertes m-Eck die Seite P„P^ berührt, Qi'^')- 
Durchläuft das Vieleck die ganze stetige Folge, so muß der mit Z:W ver- 
bundene Kegelschnitt (Ä^g"') den ganzen Büschel durchlaufen. 

Nennen wir die Berührungspunkte der Seiten des variablen M-Ecks 
mit Ag, Ä^' . . . 4"' bezw. Qj^, Q^ ■ . . Q„, so kann man beweisen, daß 
die Große 

" QiP. ' Q,P>"' Q.Pv 

für die genannte stetige Folge konstant bleibt. Keine der 2w hier auf- 
tretenden Strecken kann nämlich null werden, wenn nicht eine Ecke in 
einen der Schnittpunkte Ä, B, C, D der Kegelschnitte des Büschels 
fällt. Fällt dagegen z. B. P^ in den Punkt A, so werden zwar P3 Q, 
und Pj Q^ gleich 0; durch eine unendlich kleine Bewegung des Punktes 
Pj werden aber die beiden Größen unendlich klein von derselben . Ord- 
nung, der Grenzwert des Verhältnisses ^p wird also weder noch 
00 sein. Da jeder Punkt sowohl in den Zähler als auch in den Nenner 
eingeht, können diese Werte auch nicht auftreten, wenn ein Punkt ins 
Unendliche rückt. (Bekanntlich ist auch ein Ausdruck von der genann- 
ten Form projektiv.) Die Größe x^ kann also überhaupt weder noch 
00 werden, muß also konstant bleiben. 

Ihren Wert jc„ kann man folgendermaßen bestimmen. Betrachtet 
man eine behebige Lage der veränderlichen Figur und bezeichnet man 
mit (^J den Berührungspunkt des anderen Kegelschnittes (^^"*) des 
Büschels, der P,F^ berührt, so weiß man, daß Q^ und (§,) in Beziehung 
auf P^ imd P„ harmonisch verbunden sind, daß also 

ist. Der Wert des Produkts, der einer solchen isolierten Auflösung 
der Aufgabe, ein w-Eck dem Kegelschnitt e^ einzuschreiben, dessen Seiten 
fcj, Äj' . . . (^^"') berühren, entspricht, ist also ^ x^. Betrachten wir nun 
besonders den Fall, in welchem (B^*) mit Cg zusammenfällt, und also P^ , P„ 
und (Q^) im Berührungspunkt einer gemeinschaftlichen Tangente der 
Kegelschnitte c^ und i^"' zusammenfallen. Dann ist J'-^ = — 1, also, 
wenn man den Fall als Grenzfatl betrachtet, ", p =1. Da somit dieser 
Faktor wegfallen kann, so erhält man auch für das durch das Zu- 
sammenfallen von P, und P^ entstehende (« — 1)-Eck PiPg . . . P„_ 1, 
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dessen Seiten der Reihe nach die Kegelschnitte k'^, k'^ 
berühren, 

p.e, p,fe ^„-1 9.-1 



~ ^n- 



Das so erhaltene (n — 1)-Eck ist aber wieder eine isolierte Auf- 
lösung; denn sonst müßte die Einhüllende ^"1 der Geraden Pj P„ mit c^ 
zusammenfalleD, was wir nicht vorausgesetzt habtn. Man wird daher 
eine stetige Folge you (w— 1)-Eeken haben, wenn man Ä^""^' durch den 
anderen Kegelschnitt des Büschels ersetzt, der PiP„_i berührt. Für 
diese stetige Folge bekommt das Produkt wieder den Wert +^„, oder 
man hat 

Es genügt nun, den Fall k = 2 zu betrachten. Hier fällt immer PjP^ 
mit P1P2, die Enveloppe Tc'^ der Seiten P^Fj mit k'^, der Berührungs- 
punkt (^3 mit Qi zusammen. Also wird 



P,Q. Ps9i 



1, 



x^, und damit im allgemeinen ic,^, ist also 1, während das entsprechende 
Produkt für die isolierten Auflösungen gleich — 1 wird. 

Wenn das Vieleck Pj Pj . . , P„ reell ist, so wird sich das Vorzeichen 
unseres Produkts unmittelbar aus einer Figur ergeben. Dann kann man 
also sogleich unterscheiden, ob ein vorgelegtes, einem Kegelschnitt c^ 
eines Büschels ein beschriebenes w-Eck, dessen Seiten der Reihe nach die 
Kegelschnitte Sj , fcg, , . , ¥^> desselben Büschels berühren, einer stetigen 
Folge von «-Ecken angehört, die dieselben Bedingungen erfüllen, oder 
eine isolierte Auflösung der durch diese Bedingungen gestellten Auf- 
gabe ist. 

[53] CarnotB Satz, den wir der Übersichtlichkeit halber hier 
nur für einen Kegelschnitt aussprechen und beweisen woUen, der sich 
aber ganz ebenso für eine beliebige algebraische Kurve aus- 
sprechen und beweisen läßt, lautet so: 

Wenn die Seiten eines Dreiecks ABC (Fig. 2) einen Kegelschnitt 
in folgenden Punkten schneiden: BC in X^ und X^, CA in Fj und Yj, 
AB in Z^ und Z^, so ist 

£X^^BX^_ CY,-CY, AZ, -AZ^ _ .. 
CX, ex' ' AY^AY^ ' BZ, BZl^ ' 

Um dies zu beweisen, läßt man A sich auf einer Geraden l bewegen, 
die nicht durch einen Berührungspunkt einer von B oder C ausgehen- 
den Tangente geht. Dann kann die linke Seite der aufgesteUteii Glei- 
chung nicht (oder 00) werden und muß also konstant bleiben. Der 
Zähler wird zwar 0, wenn A in einen Schnittpunkt A' der Geraden mit 
dem Kegelschnitte fällt und also z. B, AZ^ verschwindet. Dann verschwin- 
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defc aber auch im Nenner ein Faktor, z. B. AY^. Der Grenzwert des Ver- 
hältnisses ■ y wird aber dann — -; sein, wo ß und y die Winkel sind, 
die die Tangente in Ä' mit den Geraden A'B und A'C bildet, ist also 
^ nicht (oder oo). Daß der gesuchte kon- 

stante Wert = 1 ist, ersieht man sodann 
aus dem Falle, in welchem A in den 
Schnittpunkt der Geraden BO und l fällt. 
Da mau zwei Pimkte A durch eine 
Gerade oder wenigstens durch eine ge- 
brochene Linie verbinden kann die nicht 
durch Berührungspunkte der von B und 
C ausgehenden Tangenten geht, gilt der 
Satz für jede Lage von A. 

Auf eine Anwendung dieses Satzes 
haben wir in [10] hingewiesen. 
[54] Übuiigeu. 1. Mittels der Methode [49] zu beweisen, daß die 
Einhüllende der Ebenen, die eine Fläche zweiter Ordnung in Punkten 
eines ebenen Schnittes berühren, ein Kegel ist. 

2. Mittels der Methode [50] zu beweisen, daß eine Gerade drei 
Kegelschnitte eines Büschels in sechs Punkten in Involution schneidet. 

3. Wenn man von zwei Punkten A und B einer Kurve dritter Ord- 
nung aus die vier (von den Tangenten in A und B verschiedenen) 
Tangenten an die Kurve zieht, so werden die vier Geraden, die A mit 
den Berührungspunkten der von B ausgehenden Tangenten verbinden, 
dieselben Doppel Verhältnisse bilden wie die Geraden, die B mit den 
Berührungspunkten der von A ausgehenden Tangenten verbinden. — 
Dieser Satz läßt sich beweisen, indem man zeigt, daß für eine passende 
Anordnung der Geraden der Büschel das Verhältnis der zwei Doppel- 
verhältnisse unverändert bleibt, wenn man entweder £ sich auf der 
Kurve bewegen läßt oder A und B festhält, während die Kurve einen 
ganzen durch A and B gehenden Büschel durchläuft, — Einen anderen 
Beweis wird man übrigens später in [101] finden. 

4. Das Doppel Verhältnis der vier Schnittpunkte zweier Kegel- 
schnitte auf einem der Kegelschnitte gerechnet, ist dem Doppel Verhältnis 
der Berührungspunkte der vier gemeinschaftiichen Tangenten mit dem 
anderen Kegelschnitt (in passender Ordnung genommen) gleich. Diesen 
Satz kann man beweisen, indem man zeigt, daß das letztere Doppel- 
verhältnis ungeändert bleibt, wenn letzterer Kegelschnitt den durch 
die vier Schnittpunkte bestimmten Büschel durchläuft. (S. auch [101]). 

5 Zu beweisen, daß die Wendepunkte einer Kurve dritter Ordnung 
zu je drei auf zwölf Geraden (Wendepunktlinien) liegen (mittels [53]). 
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d) Anwendang auf metrische Eigeiiscliafteii. 

[66] Projektive Terallgemeineraug metrischer Eigen- 
schafteu. Da sieh die abzählenden Methoden auf den Grad der Glei- 
chimgen beziehen und dieser aich durch lineare Umformungen nicht 
ändert, werden die durch sie gewonnenen Sätze entweder unmittelbar 
eine projektive Gestalt haben oder doch durch einfache Erweiterung 
eine solche annehmen können. Um sie auf eine gewisse .t'igur anzuwenden, 
braucht man daher nur den diese definierenden Eigenschaften eine verall- 
gemeinerte projektive Gestalt zu geben. In dieser Gestalt die ganze Figur zu 
beschreiben, ist jedoch oft recht weitläufig. Es genügt aber gewöhnlich, 
bei jeder einzelnen Eigenschaft an ihre projektive Bedeutung zu er- 
innern. Da abzählende Methoden auch für ganz elementare Untersu- 
chungen, denen man nicht von Anfang an eine projektive Form ge- 
geben hat, mit Vorteil benutzt werden können, ist es, um die genannten 
Methoden recht zu verwerten, wichtig, die projektive Interpretation 
der metrischen Eigenschaften zu beachten. 

In dieser Beziehung haben wir schon bemerkt, daß man unendlich 
große Wui^zeln, somit auch die unendlich fernen Punkte und Geraden, 
in denen sich die parallelen Geraden und Ebenen schneiden, mit- 
zählen muß. Daß eine Gerade oder Ehene nur einen unendlich fernen 
Punkt oder eine unendlich ferne Gerade hat, stimmt vom Standpunkt 
der abzählenden Geometrie aus damit überein, daß die unendlich fernen 
Punkte einer Ebene als in einer Geraden liegend, die unendlich fernen 
Punkte und Geraden des Raumes als in einer Ebene liegend aufgefaßt 
werden. 

Zwei Punkte A und B haben einen bestimmten Abstand, wenn 
das durch Ä und B, den unendlich fernen Punkt der Geraden AB und 
den auf ihr im Abstand -j- 1 von Ä liegenden Punkt bestimmte Doppel- 
verhältnis gegeben ist. — Die Kreise einer Ehene sind Kegelschnitte, die 
ihre unendhch ferne Gerade in zwei festen Punkten, den Kreispunkten, 
I und J, sehneiden. Zwei konzentrische Kreise berühren sich in diesen 
Punkten, Die Gleichung, welche ausdrückt, daß der Ahstand AB zweier 
Punkte ist, gibt an, daß z, B. B auf einem Kreise mit dem Zentrum A 
und dem Halbmesser liegt, also daß AB durch I oder J geht. Nur 
wenn der eine Punkt mit I oder J zusammenfällt, wird der Abstand 
unbestimmt. 

Die Kugeln sind Flächen zweiter Ordnung, die die unendlich ferne 
Ebene in einem festen Kegelschnitt, dem Kugelkreise, schneiden. 
Dieser sehneidet jede Ebene in ihren Kreispunkten. 

Zwei Gerade bilden einen bestimmten Winkel, wenn das Doppel- 
verhältnis ihrer unendlich fernen Punkte und der Kreispunkte ihrer 
Ebene bestimmt ist. Der Winkel ist ein rechter, wenn ihre unendlich 
fernen Punkte in Beziehung auf den Kugelkreis (auf die Kreispunkte 
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ihrer Ebene) harmonisch konjugierf sind. Daß der sinus eines Winkels 
ist, drückt aus, daß die Ebene seiner Schenkel den Kugelkreis berührt. 
Ein Spezialfall hiervon ergibt sich, wenn die Schenkel zusammenfallen 
und daher keine Ebene bestimmen. Wenn ein Schenkel eines Winkels den 
Ku^elkreis schneidet, hat man für diesen Winkel u die Werte tgu = ± ]/— ] , 
wo die Vorzeichen den zwei Kreispnnkten der Ebene entsprechen, 
sin« = <x>, cosM = cx>. Nur wenn die Ebene gleichzeitig den Kugel- 
kreis berührt, wird der Winkel unbestimmt. Wenn eine Gerade den 
Kugelkreis schneidet, ist ihr Abstand Ton einem Punkt, der nicht in 
ihr liegt, oder von einer Geraden, die sie nicht schneidet, unendlich. 

Die Brennpunkte eines Kegelschnitts sind die vier Schnittpunkte 
der durch die Kreispimkte seiner Ebene gebenden Tangenten. Wenn 
die Kurve die unendlich ferne Gerade berührt, d. h. eine Parabel ist, 
sind drei Brennpunkte unendlich fern; von diesen fallen zwei in / und 
J, der dritte ist unbestimmt. 

Diese bekannten Definitionen sind nichts anderes als verschiedene 
Interpretationen der algebraischen Gleichungen, die die entsprechenden 
metrischen Eigenschaften ausdrucken. Mittels ihrer kann man die bereits 
entwickelten Methoden auf die folgenden Beispiele anwenden. 

[56] Lösung einer elementaren Aufgabe. Suchen wir den 
Ort der Punkte, von denen aus man solche Tangenten an einen (einen 
Mittelpunkt besitzenden) Kegelschnitt (» ziehen kann, die einen gegebe- 
nen Winkel mit einander bilden (Speziilfall von [22]). — Da man hier 
nicht zwiachenUmlaufsrichtungenunterscheidenkann, wird eine Tangente 
an Cj die gesuchte Kurve in vier Punkten schneiden. Ihre Ordnung ist 
also vier. Die vier Tangenten, die eine vom Kreispnnkte I ausgehende 
Tangente in ihren Schnittpunkten mit dem Orte sehneiden, müssen die 
von I ausgehenden Tangenten sein jede zweimal gezählt. Die Schnitt- 
punkte fallen also je zu zweien zusimmen in I und in dem Punkt, in 
dem die Tangente c^ berührt Die gesuchte Kurve hat also Doppel- 
punkte in den Kreispunkten I und 7, und berührt die von diesen Punk- 
ten ausgehenden Tangenten des Kegelschnitte c^ in denselben Punkten 
wie Cj. Dies drückt man — duich eine Eiweiterung der oben genann- 
ten Bestimmung eines Brennpunktfa auf Kurven höherer Ordnung — 
so aus, daß man sagt: die Brennpunkte v^n f, sind auch Brennpunkte 
der gesuchten Kurve. Da die Kurve, die keine anderen Doppelpunkte 
hat, achter Klasse ist [12], wird sie übrigens noch zwei von / (oder J") 
ausgehende Tangenten ~ also mehrere Brennpunkte — haben. 

Um das Kurvensystem zu bestimmen, das verschiedenen Werten 
des gegebenen Winkels entspricht, bemerken wir, daß nur je eine Kurve 
durch einen gegebenen Punkt P geht; denn dieser wird die Größe des 
Winkels bestimmen. Die Kurven bilden also einen Büschel ([37] Schluß). 
Ist der Winkel ein rechter, so fallen die Schnittpunkte des Ortes mit 
einer Tangente an Cj je zu zwei zusammen. Der Ort reduziert sieh 
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also auf einen zweimal zu zählenden Kreis, der durch die Berührungs- 
punkte der durch die Kreispunkte gehenden Taugenteu an c^ geht. 
Wenn der Winkel ist, so wird der Ort aus c^ und der zweimal zu 
zählouden unendlich fernen Geraden bestehen. Hat Cg die Gleichung 

so hat der genannte Kreis die Gleichung 

und die dem Winkel v entsprechende Kurve hat die Gleichung 
{x' + f- a»=F b^y^ia^'b' cot=« gi ± |^ ~ l) == 0. 

Der Koeffizient + 4a*&*cot^rwird dadurch bestimmt, daß die Kurve 
durch den Schnittpunkt der Geraden x^a mit einer Tangente, die 
mit ihr den Winkel v bildet, gehen muß; ebenso wird der Halbmesser 
Ya' ± b^ des Kreises gefunden. Im übrigeu ist die Gleichung ohne Rech- 
nung gefunden worden. In ähnlicher Weise bekommt man den entspre- 
chenden Ort, wenn die Kurve eine Parabel ist, 

[57] Metiische Haupteigenschaften der Brennpunkte eines 
Kegelschnittes. Lehrreich ist die Anwendung der abzählenden Me- 
thoden zur Begründung der einfachsten metrischen Eigenschaften der 
Brennpunkte eines Kegelschnittes. Sei F ein Brennpunkt, f die entspre- 
chende Leitlinie, das heißt die Polare von F, und P ein beliebiger Punkt 
der Kurve. Wir wollen dann beweisen, daß das Verhältnis der Abstände 
-7p die Werte und oo nicht, oder jedenfalls nicht diese beiden Werte 
annehmen kann, also konstant sein muß. Zähler und Nenner werden 
nämlich gleichzeitig unendlich, wenn P ins Unendliche nickt; dann wird 

aber das Verhältnis + , wo v der von der Hauptachse und einer 

Asymptote gebildete Winkel ist. NuU werden Zähler und Nenner nur, wenn 
P auf f fällt und FP also eine Tangente wird, die der Definition der 
Brennpunkte gemäß durch einen Ereispunkt geht. Wäre nun der Grenz- 
wert, den das Verhältnis annimmt, wenn sich P dem einen der so be- 
stimmten Punkte nähert, nuU, so müßte er wegen der Symmetrie in Be- 
ziehung auf die Abszissenachse auch nuU werden, wenn sich P dem ande- 
ren näherte. Dann könnte das Verhältnis also niemals oo werden. Wäre 
es ao, so könnte es niemals null werden. Es muß also konstant sein und 
zwar ^ - - 

Bezeichnet F^ den anderen Brennpunkt, so kann man ebenso be- 
weisen, daß entweder die Summe oder die Differenz von FP und i^[ P, 
oder bequemer, daß deren Quadrat 

u = (FP ± F,py- 
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konstant bleibt, wenn P sieb auf dem Kegelschnitte bewegt. Betrachten 
wir nämlich u als Funktion eines die Punkte P der Kurve eindeutig 
bestimmenden Parameters t, so werden, für willkürliche Lagen der 
Punkte F und Pj, die Werte von h, die wir hier durch das doppelte 
Vorzeichen unterschieden haben, nur verschiedene Werte derselben Funk- 
tion sein, die sich also durch eine zweiblättrige Eiemannsche Fläche 
darstellen läßt. Die Verzweigungspunkte dieser Fläche sind jene Punkte, 
in welchen die beiden Wert« von u einander gleich werden, was nur 
für PP = oder für PjP = eintreffen wird. Denn wenn die eine die- 
ser Größen unendlich ist, ist es die andere auch und einer der zwei Werte 
von u ist dann unendlich, während der andere endlieh, also vom ersten 
verschieden ist. Die einzigen Verzweigungspunkte entsprechen also den 
Werten von t, die Schnittpunkte des Kegelschnittes mit den Geraden 
FI, FJ, Fjl, F^J liefern, die Pund F, mit den Kreispunkten /und J" 
der Ebene verbinden. Läßt man den dem Parameter t entsprechenden 
Punkt einen dieser acht Verzweigungspunkte so umkreisen, daß er nicht 
gleichzeitig andere umkreist, so ändert sich der Wert von m; umkreist 
er di^egen zwei und nur zwei Verzweigungspunkte, so bleibt er unver- 
ändert. Fallen also zwei Verzweigungspunkte in einem Punkt zusam- 
men, so ist dieser kein Verzweigungspunkt mehr. 

Sind nun P und P, die Brennpunkte des Kegelschnittes, und zwar 
die reellen Brennpunkte, so werden die vier genannten Geraden alle den 
Kegelschnitt berühren, und die acht Verzweigungspunkte fallen also 
paarweise zusamen, d. h. sie fallen alle ganz weg. Die Funktion u zer- 
fällt somit in zwei verschiedene Funktionen, die wir 

u, = (FP + F,Py und Wa={PP-P,P)* 
schreiben können. Eine dieser Funktionen wird nuU, wenn P auf der zwei- 
ten Achse der Kurve liegt, nämlich itj für die Ellipse, u^ für die Hyper- 
bel. Die andere kann nicht null werden, muß also konstant bleiben für 
alle Punkte des Kegelschnittes. In ähnlicher Weise kann man beweisen, 
daß der Perimeter der Powceüefechen Vielecke [45], die einem Kegelschnitte 
einbeschrieben und einem anderen mit denselben Brennpunkten umbe- 
Bchrieben sind, konstant bleibt, wenn man alle Seiten mit passenden 
Vorzeichen rechnet, z. B. positiv, wenn die Kegelschnitte Ellipsen sind. 
[58] Ort des Schwerpunktes einer Panktgfruppe.') Wir 
werden hier den Ort des Schwerpunktes 8 einer beweglichen Gruppe 
von Punkten P,, Pg ■ ■ ■, denen wir allen dasselbe Gewicht erteilen, da- 
durch bestimmen, daß wir die Anzahl seiner Schnittpunkte mit der un- 
endlich fernen Geraden suchen. Wir bemerken dabei, daß der Schwer- 
punkt S zweier Punkte P^ und Pg der Punkt der Geraden PjPg ist, 

1) Die hier genannten Beispiele sind teilweise E. Bolsta Doktordissertation 
(Christiania 1882} entnommen. 
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<ier in Beziehung auf P^ und Pg mit ihrem unendiicii fernen Punkt U 
harmoniscli verbunden ist. Wenn der eine Punkt Pj sieb ins Unendliche 
«ntfemt, so wird der Schwerpunkt der zwei Punkte mit P, zusammen- 
fallen. Wenn auch P^ unendlich fern ist, ohne mit P^ zusammenzufallen, 
so wird U unbestimmt sein, also wird auch der Schwerpunkt 5" eine 
willkürliche Lage auf der oneodlieh fernen Geraden einnehmen können. 
Diese sondert sieh dann aus dem Orte des Schwerpunkts von P^ 
und Pa ab. Wenn dagegen die unendlich fernen Funkte Pj und P^ 
im Berührungspunkte einer Asymptote einer gegebenen Kurve c^ zu- 
sammenfallen, wird ihr Schwerpunkt S ein willkürlicher Punkt der 
Asymptote werden, oder mit Pj und Pg zusammenfallen, je nachdem das 
Verhältnis -^.p- für den Fall, daß P^ und P, ins Unendliche rücken, 
den Grenzwert 1 hat oder nicht. Man erkennt dies am leichtesten, wenn 
man durch eine projektive Abänderung die unendlich ferne Gerade 
mit einer anderen Geraden vertauscht. — Ist ein Punkt einer Gruppe 
oder der Schwerpunkt mehrerer ihrer Punkte unendlich fern, ihre an- 
deren Punkte nicht, so wird der unendlich ferne Punkt b 
Schwerpunkt der Schwerpunkt der ganzen Gmppe sein. 

Seien z. B. die Punkte Pj , Pg - ■ ■ die Schnittpunkte einer festen Kurve 
c^ mit den Kurven eines Büschels (7c„). Der Ort der Schwerpunkte ist 
dann im al^emeinen eine neue Kurve m"" Ordnung, deren Asymptoten 
mit den Asymptoten von c,^ parallel sind. Wenn eine Kurve k^ durch r 
verschiedene unendlich ferne Punkte von c,,, geht, wird die entsprechende 
Grenzlage des Schwerpunkts ein bestimmter unendlich ferner Punkt sein. 
Da dieser r Schnittpunkte des allgemeinen Ortes mit der unendlich fer- 
nen Geraden ersetzt, so wird in diesem Falle der Ort — abgesehen von 
r — 1 mit der unendlich fernen Geraden zusammenfallenden Geraden, 
die lediglich einer einzigen Punktgruppe entsprechen — ■ nur von der 
■Ordnung m — r + 1 sein. 

Wenn eine Kurve k^ des Büschels eine unendlich ferne Berührung 
(eine gemeinschaftliche Asymptote) mit c^ hat, so tritt eben der Fall 
■ein, daß der Schwerpunkt der ins Unendliche rückenden Punkte Pj und 
Pj ein willkürlicher Punkt der Asymptote wird. Der Schwerpunkt 
der ganzen Gruppe wird daun ein beliebiger Punkt einer mit der Asym- 
ptote parallelen Geraden sein. Diese sondert sich also, als den Schnitt- 
punkten einer einzigen Kurve k^ entsprechend, aus dem Orte ab, und 
der Ort des Schwerpunktes der Schnittpunkte der beweglichen Kurven 
ist dann von der Ordnung m — 1. 

Setzen wir nun voraus, daß alle Kurven des Büschels, die durch 
die m unendlich fernen Punkte der Kurve c„, gehen, diese daselbst be- 
rühren. Dann wird sich je eine Parallele mit jeder der m Asymptoten 
der Kurve c^ aus dem gesuchten Orte absondern, und der Ort der 
Schwerpunkte der wirklich beweglichen Punktgruppe wird also von der 
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Ordnung sein, d. h.: dieser Schwerponfet ist ein fester Pnukt. Da- 
bei ist es ganz gleichgültig, ob die c,„ in ihren unendlich fernen Punkten 
berührenden Kurven h^ unter sich verschieden sind oder nicht. So wer- 
den z. B. die Kegelschnitte eines Büschels, der einen Kreis enthält, einea 
mit diesem konzentrischen Kreis in Punktgruppen mit einem festen 
Schwerpunkte schneiden. Wären die Kreise nicht konzentrisch, eo würde 
der Ort eine Gerade sein. — Auf ähnliche Weise findet man, daß eine 
Schar (ein Büschel) von konzentrischen, ähnlichen und ähnlich gelegenen 
Kegelschnitten eine beliebige Kurve in Punktgruppen mit einem festen 
Schwerpunkte schneidet. 

Auch der Satz, daß der Ort des Schwerpunkts der m Schnittpunkte 
einer Kurve c^ mit einem Büschel paraReler Geraden eine Gerade ist, 
folgt aus den hier angestellten Betrachtungen. Dieser Satz ist übrigens 
nur ein Spezialfall des Satzes über die (m — 1)** Polare eines gegebe- 
nen Punktes. 

[B9J Übaugeu. — 1. Der Ort der Fußpunkte der von einem festen 
Punkte P aus auf die Tangenten einer Kurve c„ „, von der Ordnung n 
und der Klasse n gefällten Senkrechten ist eine Kurve von der Ord- 
nung 2n' mit «'-fachen Punkten in P und den zwei Kreispunkten (Fuß- 
punktkurven YonP in Beziehung auf c^^^,). Ihre genauere Bestimmung 
wird man später durch den Geschlechtsatz [76] erhalten können. 

Ist die Kurve ein Kegelschnitt und P ein Brennpunkt, so zerfällt 
der Ort in einen Kreis und die zwei Geraden, die P mit den Kreis- 
punkten verbinden. 

Die Fußpnnktkurven der Punkte P einer Geraden g in Beziehung 
auf einen Kegelschnitt bilden ein System mit der ersten Charakteristik 
ji = 2. Die Einhüllende dieser Kurven ist der Kegelschnitt. Wo liegen 
die dieser Einhüllenden nicht angehörenden Schnittpunkte konsekutiver 
Kurven [24]? 

2. Wie viele Gerade kann man durch einen Punkt P ziehen, die 
eine Kurve c^ ^. so schneiden, daß sie einen — auch in Beziehung auf 
die Umlauf srichtuug — gegebenen Winkel mit der Tangente im Schnitt- 
punkt bilden? (Die Anzahl läßt sieh dadurch finden, daß man P ins Un- 
endliche rücken läßt; sie wird n + n sein.) 

3. Wie viele Normale kann man von einem gegebenen Punkt Paus 
auf eine Fläche 9 von der Ordnung m, dem Bange m' und der Klasse m" 
fäUen? (Diese Aufgabe ist anders gelöst in [29].) Denken wir uns, 
der Punkt P sei unendlich fern. Dann sind die Normalen teils jene 
Geraden, die durch die m" Punkte der Fläche 9) gehen, in denen die 
Tangentialebene senkrecht auf Geraden, die durch P gehen, steht, teile 
solche, die selbst unendlich fern sind. Letztere werden Punkte der un- 
endlich fernen Kurve von gj^ mit den Polen der Tangenten in diesen 
Punkten in Beziehung auf den Kugelkreis verbinden. Die Anzahl solcher 
durch P gebender Geraden kann man durch Betrachtung des Grenzfalles 
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finden, in welcbem der Kugelkreis durch einen abgeplatteten Kegel- 
schnitt mit zwei Scheiteln ersetzt wird. Dann ist die Aufgabe, projek- 
tiviseh aufgefaßt, dieselbe wie die Bestimmung der Normalen von einem 
Punkt Paus an eine ebene Kurve c^ ^^,. Sie hat also m -(- m' Auflösungen. 
Die gesamte Anzahl der durch P, also auch durch einen willkürlichen 
Punkt gehenden Normalen der Fläche ist somit m + m -\- m". 

4. Zu beweisen, daß das Verhältnis der Potenzen der Punkte eines 
Kreises in Beziehung auf zwei andere Kreise, die ihn in denselben 
Punkten schneiden, konstant ist. 

e) Indirekte Älizälilniig zusammenfallender Lösungen. 

[60] Bestinuuun^ der Anzahl zusammeufalleuder Lö- 
saugen durch Betrachtung eines Spezialfalles. In den meisten 
der hier behandelten Fälle waren die Abzahlungen zusammenfallender 
Lösungen, wo solche vorkamen, zu einfach, um direkte analytische Her- 
leitung oder die Anwendung solcher allgemeiner Regeln, wie der in Kap. I 
aufgestellten, zu erfordern. Bisweilen haben wir jedoch bei diesen Ab- 
zahlungen einen indirekten Weg eingeschlagen, indem wir sie an einen 
Spezialfall anknüpften. Dies ist an und für sieh ebenso erlaubt, wie 
jede im vorausgehenden behandelte Verwendung von Spezialfällen, wenn 
man diese nur auf dieselbe Weise sicherstellt: man muß erstens wissen, 
daß es eine zusammenhängende Menge von FäUen gibt, die dieselbe 
Abzahlung erlauben, und zweitens den benutzten Spezialfall als Grenz- 
faU behandeln. 

Als Beispiel nennen wir hier noch den bereits mehrmals {besonders in 
[12]) behandelten Einfluß eines Doppelpunkts D auf die Klasse einer 
Kurve von gegebener Ordnung. Diesen könnte man dadurch feststellen, 
daß man den Fall benutzt, in welchem der Doppelpunkt von zwei sich 
schneidenden Geraden gebildet wird. Soll dies gestattet sein, so muß 
man einen Doppelpunkt betrachten, der von zwei sich ändernden, ein- 
fachen Kurvenelementen gebildet wird; die Änderung, die dabei be- 
sonders in Betracht kommen könnte, würde sieh auf die Krümmung der 
zwei Elemente beziehen. So lange keine der beiden Krümmungen un- 
endlich wird, was beim Übei^ang des Doppelpunktes in eine Spitze 
eintritt, und was immer mit dem Auftreten höherer Sigularitäten ver- 
bunden sein muß, wird keine weitere Tangente, welche von einem 
Punkt A, der auf keiner der Tangenten der den Doppelpunkt B bil- 
denden Elemente liegt, ausgeht, mit AD zusammenfallen. Dies ist auch 
nicht der Fall, wenn der Doppelpunkt von zwei Geraden gebildet wird. 
Da in diesem Spezialfall zwei von A ausgehende Tangenten an einen 
in die zwei Geraden ausartenden Kegelschnitt mit AD zusammenfallen, 
so wird dasselbe im allgemeinen bei der Bildung eines Doppelpunktes 
der Fall sein. (Vgl. [26], wo wir einem ähnlichen Schluß eine andere 
Gestalt gegeben haben.) 
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Daß solche Betrachtungen nicht überflüssig sind — wenn es auch in 
Fällen, die sich ebenso einfach wie der hier behandelte gestalten, nicht 
notwendig sein wird, sie ausdrücklich anzustellen — kanu man an dem 
folgenden Beispiel sehen, in welchem es eben nicht erlaubt ist, denselben 
Spezialfall zu benutzen. Die Tangenten an die zwei Elemente, die einen 
gewöhnlichen Doppelpunkt D einer Kurve «'" Ordnung bilden, schneiden 
die Kurve in drei zusammenfallenden Punkten; sie müssen also Grenz- 
lagen von Wendetangenten einer sich dieser Kurve nähernden Kurve 
K*" Ordnung ohne Doppelpunkt sein, was man übrigens auch aus einer 
Figur (Fig. 3) ersehen kann, wenn die Elemente der Grenzkurve und 
die sich ihr nähernde Kurve reell sind. Hier erhebt sich aber die 
Frage: wie viele Wendetangenten fallen in diesem 
Grenzfatle mit einer der Tangenten d des Doppel- 
punktes zusammen? Da einige von ihnen auch 
in dem in der Figur betrachteten Falle imaginär 
sein können, darf man aus dieser Figur nur 
schließen, daß diese Zahl ungerade ist (vgl. [47]). 
Übrigens sieht man, daß keine andere Wende- 
tangente mit d zusammenfallt, so lange die Krüm- 
mung des d berührenden Kurvenelements weder 
Qul! noch unendlich wird. Die gesuchte Zahl hat 
*'^' ^' also wirklich einen Wert, der z. B. unabhängig 

von der Ordnung n der Kurve ist. Den FaU, in welchem der d berührende 
Zweig in eine Gerade ausartet, darf man aber nicht benutzen, und dies gibt 
sieh eben kund auf die für die abzählenden Methoden charakteristische 
Weise, nämlich dadurch, daß in diesem Falle die Bestimmung der Wende- 
punkte unendlich viele Löaungen ergibt, indem die Krümmung in 
jedem Punkte einer Geraden nuU ist. Dies zeigt eben, daß die Abzah- 
lungen, die für andere Doppelpunkte und Annäherungen an diese gelten, 
nicht für diesen Spezialfall gelten. Hier können wir aber einen anderen 
Spezialfall benutzen, in welchem ein solches Hindernis nicht eintritt. Aus 
f 20] folgt nämlich, daß eine Kurve vierter Ordnung 24 Wendetangenten 
hat. Durch Betrachtung einer aus zwei Kegelschnitten bestehenden Kurve 
findet man dann, daß bei der Bildung eines neuen Doppelpunktes auf 
einer Kurve n*"' Ordnung drei Wende tangenten mit jeder der Tangenten 
im Doppelpunkte zusammenfallen. Hat die Kurve also d Doppelpunkte, 
so wird sie fin{n~2)~6d eigentliche Wendetangenten haben. Dieses 
Ergebnis ist übrigens in allgemeineren einbegriffen, die wir im folgen- 
den Kapitel ganz anders beweisen werden. 

[61] Anwendung auf einhüllende Kurven und Flächen. In 
einem System von po^ Kurven in einer Ebene wollen wir die Anzahl 
der Berührungspunkte einer Kurve des Systems mit seiner Einhüllen- 
den suchen. Sind die Kurven allgemeine Kurven n'" Ordnung c„, so 
gibt es n^ solche Berührungspunkte, nämlich die Schnittpunkte der 
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Kurve f„ mit der konsekutiven Kurve. Haben aber alle KuiTen des 
Systems gewisse mehrfache Punkte, so werden mehrere der Schnitt- 
punkte in diese fallen, die Orter dieser Punkte also Teile der eigent- 
lichen Einhüllenden ersetzen. Wir fragen, wie viele der Schnittpunkte 
in die verschiedenen vielfachen Punkte fallen, oder wie vielfach die Orter 
dieser vielfachen Punkte als Teile des gesamten Ortes der Schnittpunkte 
konsekutiver Kurven des Systems zu rechnen sind. Die aufgestellte Frage 
läßt sich durch Betrachtung des einfachen Falles beantworten, in wel- 
schem die Kurve e^ einer Parallel Verschiebung, die nur nicht die Rich- 
tung einer Tangente in einem mehrfachen Punkt haben darf^), unter- 
worfen wird. Die eigentliche Einhüllende besteht dann aus den n Tan- 
genten, die die Richtung der Parallelverschiebung haben; gleichzeitig 
bleiben die m Schnittpunkte mit der unendlich fernen Geraden fest. 
Übrig bleiben w^ — n' — « Schnittpunkte einer Kurve c^ mit der kon- 
sekutiven Kurve, welche in die verschiedenen mehrfachen Punkte, die 
man der Kurve beilegt, fallen müssen. Diese Zahl m^ — w — «' gibt aber 
■eben die von diesen mehrfachen Punkten herrührende Erniedrigung der 
Klasse an [12]. Man sieht also, daß in diesem Falle, und daher auch in 
•einem willkürlichen System von oo^ Kurven, die alle einen gewissen 
beweglichen, mehrfachen Punkt haben, die Anzahl der in diesen fallen- 
den Schnittpunkte einer Kurve" des Systems mit der konsekutiven Kurve 
gleich der von diesem Punkt herrührenden Erniedrigung der Klasse 
ist. Der Ort dieses Punktes ist ebenso vielmal zum vollständigen Ort 
■der Schnittpunkte konsekutiver Kurven mitzuzählen. Der Ort eines 
Doppelpunktes ist also zweimal, der Ort einer Spitze dreimal, der Ort 
einer Knotenspitze fünfmal mitzuzählen usw. (Vgl. im folgenden [71].) 

Da also in aUen Systemen dieselbe Anzahl von Schnittpunkten kon- 
sekutiver Kurven in die vielfachen Punkte fallen, bleiben immer w -f- w' 
Punkte übrig, die die Berührungspunkte mit der eigentlichen EinhüUen- 
■den sein müssen. In der hier gefundenen Zahl n -\-n sind jedoch auch 
die festen Punkte aller Kurven des Systems inbegriffen (z. B, die schon 
betrachteten unendlich fernen Punkte der parallel veKichobenen Kurven). 

Da wir hier nur Schnittpunkte zweier konsekutiver Kurven ab- 
zählen, müssen zwar die Kurven algebraisch sein, das oo'-fache System 
darf aber wohl durch Transzendente bestimmt werden. Unterwerfen wir 
■2. B. eine algebraische Kurve einer solchen Änderung, daß sie sich selbst 
beständig ähnlich bleibt, während ihre Punkte unter sich kongruente 
logarithmische Spiralen mit demselben Pol durchlaufen, so erhält man 
auf diese Weise eine neue Begründung des in [59], 2 gefundenen Resultats. 

w n dieser allgemeinen Unterauchung faiehe 

ht n welchem die Kurven dea Systems den 
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In ähnlicher Weise kann man die Anzah] der Beiührungs punkte 
einerFläche eines oo^-faclien Systems vonFläehenm*"' Ordnung 9)^ mit der 
TJmhülluugsfläfihe suchen. Sind diese Flächen allgemeine Flächen m*" 
Ordnung, so wird eine Fläche des Systems die Umhüllungsflächc ia den m* 
Schnittpunkten mit zwei konsekutiven Flächen, die man je durch Änderung 
eines der zwei Parameter des Systems erhält, berühren. Haben aber alle 
Flächen des Systems gewisse mehrfache Kurven oder Punkte, so wer- 
den die beiden konsekutiven Flächen die gegebene in den letzteren 
und in Punkten der ersteren schneiden. Wie viele der m^ Schnittpunkte 
auf diese Weise absorbiert werden, das hängt von der Beschaffenheit 
der mehrfachen Kurven und Punkte ab, und läßt sieh also durch Be- 
trachtung eines Spezialfalles ermitteln. Dazu könnte man den Fall be- 
nutzen, in weichem die Fläche ff>^ Parallelferschiebungen in Richtungen 
unterworfen wird, von denen nur verlangt wird, daß sie zu einer gege- 
benen Ebene parallel sind. Kennt man aber bereits die auf doppelte 
Weise (in [39] und [59] 3) gefundene Anzahl m + m -\- m" der von 
einem festen Punkt ausgehenden Normalen von (p^, so kann man den 
Spezialfall benutzen, in welchem das System aus 00^ um einen festen 
Punkt P gedrehten Flächen sp^ besteht. Dann sind die Berührungs- 
punkte mit der eigentKchen, aus konzentrischen Kugeln bestehenden 
TJmhüllungsfläche eben die m. + m' -j- m'' Fußpunkte der von F ausge- 
henden Normalen. Diese Zahl, die die nicht von mehrfachen Kurven 
oder Punkten der Fläche absorbierten Schnittpunkte mit konsekutiven 
ilächen angibt, wird dann auch in anderen oo'-fachen Systemen die An- 
zahl der BerÖhrungspunkte einer Fläche mit der eigentlichen UmhüUungs- 
fläche angeben. 

[62] Andere indirekte Abzahlungen zusanunenfjallender 
Lösungen. Wenn man keine direkte Abzahlung der von gewissen Arten 
von Singularitäten herrührenden, zusammenfallenden Lösungen einer 
Aufgabe besitzt, für deren Gesamtzahl von Lösungen man schon einen 
allgemeinen Ausdruck gefunden hat, so kann man diese Gesamtzahl 
einem mehrgliedrigen Ausdruck gleichsetzen, dessen verschiedene Glie- 
der teils aus den Anzahlen der unmittelbar vorliegenden (oft „eigentlich" 
genannten) Lösungen, teils aus den Anzahlen der betreffenden Sin- 
gularitäten, mit vorläufig unbestimmten Koeffizienten — den Multipli- 
zitäfcen der von ihnen herrührenden Lösungen — multipliziert, ge- 
bildet sind. Dadurch kann man zunächst eine Erweiterung der in [61] 
besprochenen Benutzung eines Spezialfalles erhalten. Kennt man näm- 
lich in einem solchen die Anzahl sowohl der Lösungen mit bekannten 
Multiplizitäten als auch derjenigen, deren Multiplizitäten durch die un- 
bekannten Koeffizienten ausgedrückt werden, so gibt die Einsetzung je- 
ner Werte eine Gleichung zur Bestimmung dieser Koeffizienten. Hat 
der Spezialfall einen solchen allgemeineren Charakter, daß die hier als 
bekannt betrachteten Anzahlen nicht numerisch gegeben sind, sondern 
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von willkürlieli zu wählenden Anzahlen (z. B. Ordnung einer Kurve und 
Anzahlen solcher Singularitäten, die man ihr wiUküriich beilegen kann) ab- 
hängen, so wird die Gleichung in Beziehung auf diese Anzahlen eine Iden- 
tii^ät sein, deren Erfüllung von mehreren, die gesuchten Koeffizienten 
enthaltenden Gleichungen abhängt. Solche Identitäten kann man auch 
dadurch erhalten, daß man yerschiedene abzählende Methoden benutzt, 
um dieselbe Anzahl auszudrücken, und nach Identifizierung der ver- 
schiedenen so gefundenen Ausdrücke die so erhaltene Gleichung so weit 
reduziert, daß man den zurückbleibenden Anzahlen unendlich viele (oder 
wenigstens hinreichend viele), unter sich unabhängige Werte beilegen 
kann. 

Um aus den so erhaltenen Gleichungen die unbekannten Koeffizien- 
ten zu finden, ist es nicht notwendig, ebensoviele Gleichungen als Un- 
bekannte zu haben. Die gesuchten Koeffizienten müssen nämlich ihrer 
Natur nach ganze und positive Zahlen sein. Null kann jedoch ein sol- 
cher Koeffizient werden, wenn nicht im voraus feststeht, daß die ent- 
sprechende Singularität überhaupt zu Lösungen Anlaß gibt. Dann wird 
eben diese Frage durch die Bestimmung des Koeffizienten, der die 
Multiplizität dieser Losungen angibt, beantwortet: wird der Koeffizient 0, 
so gibt es keine solche Auflösung. 

Um auf diesem Wege eine vollständige mathematische Sicherung 
der gewonnenen Resultate zu erhalten, muß man sich natürlich ver- 
sichern, daß die gesuchten Koeffizienten wirklich unabhängig vou den 
geometrischen Anzahlen sind, denen wir verschiedene Werte beilegen. 
Jedoch ist es befriedigender, wenn man eine direkte Begründung hat, die 
nicht mir eine solche empirische Bestimmung der Multiplizi täten liefert, 
sondern auch den Einfluß der Singularitäten erklärt. Eine solche Er- 
klärung läßt eich übrigens gewöhnlich nachher an die empirische Be- 
stimmung anknüpfen. 

Um gleich hier durch ein einfaches Beispiel zu zeigen, wie die An- 
wendung dieser später oft benutzten Methode sieb gestaltet, werden wir 
sie auf eine schon in [29] gelöste Aufgabe anwenden, nämlich auf die Ab- 
zahlung der von einem Punkt P ausgehenden Normalen einer Kurve 
von der Ordnung n, der wir d Doppelpunkte und e Spitzen beilegen. 
Die hier anzustellenden Betrachtungen sind hauptsächlich solche, von 
welchen wir in |59] 2 und [61] Gebrauch gemacht haben; die Ergeb- 
nisse dieser Artikel werden wir daher hier nicht als bekannt be- 
trachten. 

Die Klasse der Kurve ist in [12] zu 
(!) n -^ n{n - i) - 2d ~ Ze 

bestimmt worden. Als erste Bestimmung werden wir, wie in [59] 2, die 
von einem unendlich fernen Punkt ausgehenden Normalen abzählen. 
Daß es deren n gibt, die nicht auch ins Unendliche rücken, ist evident. 
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ebenso, daß die unendlieh ferne Gerade als Normale den n ins Unend- 
liehe gehenden Zweigen entapriclit. Deren gibt es also A ■ n, wo A 
eine unbekannte, ganze, positive Zahl ist. In [59] 2 bemerkten wir, 
daß es nicht schwierig ist, direkt za zeigen, daß A ^ 1 ist; hier machen 
wir aber diese Voraussetzung nicht. Die gesuchte Anzahl drückt sich 
also durch «' + An aus. 

Einen anderen Ausdruck findet man durch Drehung der Kurve in 
ihrer Ebene um einen nicht unendlich fernen Punkt, Die Kurve schnei- 
det dann die konsekutive in n^ Punkten, von welchen eine gewisse (wie 
wir hier annehmen werden, unbekannte) Anzahl B in jeden der d 
Doppelpunkte, eine andere Anzahl C in jede der e Spitzen fällt. Die 
übrigen werden die Fußpunkte der gesachten Normalen sein. Man be- 
kommt also einen neuen Ausdruck für die Anzahl dieser Normalen, 
nämlich n^— Sd — Ce. Also ist 

(2) n' + An = »»- Bd - Ce, 
oder wegen (1) 

(3) (A ~ l)n + {B ~ 2)d + (C ~ ■d)e ^ . 

Da man «, d und e Werte beilegen kann, die linear unabhängig sind, 
muß diese Gleichung identisch sein. Man hat also A^l, .5 = 2, C — 3. 
Die gesuchte Anzahl ist also w -f- «' ■ 

Andere Beispiele solcher Bestimmungen werden wir später antreffen, 
wenn uns mehrere, voneinander verschiedene Methoden zu Gebote stehen 
(siehe z.B. [85], [114]). 

f) umgekehrte Anwendniig der Erhaltong der Anzahl. 
[63] Anwendung unendlich kleiner Terschlebuug'en. Die 

gewöhnliche Anwendung der Methode der Erhaltung der Anzahl beruht 
auf der Bemerkung, daß die Lösung einer spezielleren Aufgabe oft leichter 
ist als die einer vorgelegten allgemeineren. Doch kann auch das Ent- 
gegengesetzte zutreffen. Dabei ist in erster Linie zu beachten, daß die 
Lösung der allgemeineren Aufgabe, wenn man sie einmal kennt, wenig- 
stens durch einen Grenzübergang auf einen Spezialfall anwendbar sein 
muß; daran haben wir schon in [9J gedacht. Es gibt niin solche Klassen 
von Aufgaben, die an und für sich Schwierigkeiten darbieten, welche 
wegfallen, wenn man der Aufgabe eine allgemeinere Fassung gibt. Dies wird 
namentlich eintreten, wenn ein Gebilde gesucht wird, das mehrmals 
dieselben oderverschiedeneBeaiehungenzu einem gegebenen Gebilde haben 
BoU. Diese Aufgabe wird erleichtert, wenn das gegebene Gebilde durch 
zwei verschiedene Gebilde ersetzt wird, auf welche sich die wiederholten 
oder verschiedenen Bedingungen verteilen. Da sich die ursprüngliche 
Aufgabe als der GrenzfaU der verallgemeinerten darbietet, in dem die ge- 
gebeneu Gebilde zusammenfallen, hat man nach der Auflösung der all- 
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gemeineD Aufgabe den Fall au betrachten, in welchem sie eiDander un- 
endlich nahe rücken, und muß dann beachten, welche Lösungen im 
Grenzfall als uneigentlich ausscheiden. 

Die sich hier darbietende Methode haben wir eigentlich schon in 
[61] und [62] benutzt, nämlich bei Anwendung einer unendlich kleinen 
Drehung zur Bestimmung der Anzahl der durch einen gegebenen Pimkt 
gebenden Normalen oder einer unendlich kleinen Parallel Verschiebung 
zur Bestimmung der Klasse. Der vorhin genannte Zweck solcher un- 
endlich kleiner Änderungen wird besser hervortreten, wenn man die 
Doppelpunkte oder Schnittpunkte der Kurven mit sich selbst als ge- 
sucht betrachtet. Ebenso wird man durch Abzahlung der gemeinschaft- 
lichen Tangenten einer Kurve und einer anderen, die durch unendlich 
kleine Verschiebung aus ihr hervorgeht, die Tangenten, die ihr selbst 
zweifach angehören, und dadurch die Formel 

M'(„'_l)==,M + 2(f -|-3e' 
finden, wo tf die Anzahl der Doppeltangenten, e' die Anzahl der Wende- 
tangenten einer Kurve bedeutet, die keine anderen singulären Tangenten 
bat. Die Anzahl der gemeinschaftlichen Tangenten ist nämlich n'^. Von 
diesen sind n jene, die in der Verschiebungsricbtung liegen, n berühren 
die Kurve in ihren unendlich fernen Punkten, die übrigen haben zu Grenz- 
lagen die Doppeltangenten und die Wendetangenten. Da jedoch die 
Formel früher bewiesen wurde [13], werden wir hier nicht näher be- 
gründen, warum die Wendetangenten eben für drei gemeinschaftliche 
Tangenten der benachbarten Kurv'en zu zählen sind. 

[64] Mehrfache Sekanten einer Baumknrve. Die hier be- 
schriebene Methode kann zu exakten Abzahlungen der mehrfachen 
Sekanten einer Raumkurve, die wir früher in [33] nur durch Aufstellung 
gewisser Voraussetzungen über die Natur der Resultate erhielten, be- 
nntzt werden^). Wie früher bezeichnen wir mit n die Ordnung, mit 
n den Eang der Kurve c„ und mit h die Anzahl ihrer scheinbaren 
Doppelpunkte und legen ihr keine besonderen singulären Punkte bei. 

Durch unsere Methode könnten wir die auch schon früher exakt 
begründeten Formeln 

n(n -!) = »' + 2h, (1) 

und 

i,-* + i»(»-l) (2) 

wiederfinden, wo t^ die Anzahl der Bisekanten ist, die zwei gegebene 
Gerade schneiden. Die Herleitung der ersten Formel würde jedoch nur 

1) Diese Anwendungen hat neuerdinga Herr A. Beck in der VierteljahrEeclirift 
d. Naturf. Ges. Zürich, Jahrg-, 6ä, 1907 gemacht, und eben dieser sjstematische 
Gebrauch einer Methode, von der man früher nur zerstreute Anwendungen hatte, 
(die übrigena teilweise von demselben Verfasser herrühren) hat mich veranlaßt, die 
Methode hier ausdrücklith aafzunehmen. 
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eine räumliche Umschreibung der in [61] angegebenen Herleitung der 
plani metrischen Formel sein, aus welcher sie unmittelbar hervorgeht. 
Um nun weiter die Ordnung t^ der Regelfläche zu finden, deren 
Erzeugende die Kurve c^ dreimal schneiden, fangen wir damit an, die 
Regelfläche tp von der Ordnung t^ zu betrachten, deren Erzeugende c, 
zweimal und außerdem noch eine Gerade a schneiden. Verschieben^) wir 
c in die Lage c'„, so wird die Kurve c'„ die eben genannte Regelfläche 
w in n-t^ Punkten schneiden. Wenn die Verschiebung unendlich klein ist 
und in der Richtung nach dem unendlich fernen Punkt B stattfindet, ver- 
teilen sich dieae nt^ Punkte folgendermaßen: 

1. « — 1 der Punkte fallen in jeden der n Schnittpunkte der Kurve e„ 
mit der unendlich fernen Ebene; diese, die auf der (w— l)-fachen Kurve 
der Fläche (p liegen, bleiben nämlich bei der Verschiebung ungeändert. 

2. Ein Schnittpunkt fällt in jeden der Si^ Schnittpunkte der die 
Gerade a schneidenden ^ Triaekanten der Kurve c„. 

3. Ein Schnittpunkt fällt in jeden der u Punkte P der Kurve c^ 
in welchen die durch den unendlich fernen Punkt B gehende Gerade PB 
die Regelfläche ip berührt. Also ist 

(3) nt^ = n{n-l) + 3t, + u. 

Die Anzahl m findet man leicht durch Betrachtung des Spezialfalles, 
in welchem die Gerade a selbst durch den unendlich fernen Punkt B 
geht. Dann muß entweder die betreffende, durch den Punkt P gehende 
Bisekante auch durch B gehen, waa für 2 7t Punkte P der Fall ist, oder 
die durch P gehende Tangentialebene der Fläche (p muß auch a enthalten, 
also eine der n durch a gehenden Tangentialebenen an c„ sein. Durch 
den Berührungspunkt einer solchen gehen außer der Tangente n — 2 
Bisekanten, die a sehneiden. Also ist 

(4) u = 2h + n'{n~2). 

Setzt man die Ausdrücke (2), (4) und (1) für die Großen t^, u und 
»' in (3) ein, so erhält man 
<b) f, = (« - 2) (A — I «{« - 1)) . 

Die Anzahl m könnte auch durch die soeben behandelte Methode 
gefunden werden. Da wir aber u anders bestimmt haben, ziehen wir 
es vor, die Anwendung der Methode noch durch ein anderes Beispiel zu 
erläutern. 

Suchen wir die Anzahl v der Tangenten einer Raumkurve c„, die 
diese Kurve noch in einem weiteien Punkt sehneiden. — Die Tai^enten 
der Raamkurve bilden eine abwickelbare Fläche tl> von der Ordnung n. 
Verschieben wir die Kurve c„ unendlich wenig gegen einen unendlich 

1) Man kann natürlich der Abänderung leicht eine i>rojektiTe Form gehen; 
dies gilt auch für die vorige» Beispiele. 
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fernen Punkt B, so wird sie in ihrer neuen Lage (& in nn' Punkten 
schneiden. Diese werden sich so verteilen: 

1. In jeden der n unendlich fernen, also festliegenden Punkte 
der Kurve fallen zwei dieser Schnittpunkte, weit c^ Kückkehrkurve der 
Fläche ^ ist. 

2. In jeden der v Schnittpunkte der gesuchten Tangenten mit c^ 
fällt einer. 

3. In jeden der Berührungspunkte der n" vom unendlich fernen 
Punkt H ausgehenden Schmiegungsebenen [7] fällt eine gewisse Anzahl, 
sagen wir A, der genannten Schnittpunkte, 

Also ist 

nn' -2n + v + An" 
oder 

V ^ n{n - 2) - An' . 

Daß hier J. = 2 ist, ersieht man daraus, daß die vom Punkt B aus- 
gehenden Schmiegun^ebenen an c^ auch die verschobene Kurve berühren. 
Leichter findet man dieses Resultat durch Betrachtung des Falles « = 3; 
denn auch auf diesen ist unsere Bestimmiing anwendbar. Dann ist 
[25] »' = 4, n" = 3, v — ^. Man findet also A-=2, und die allgemeine 
Formel wird 

V = n{n' — 2) - 2w". 

Später [84] werden wir sehen, daß n" = 3(k' — «) ist. Also ist 
(6) v = nn' - 6m' + 4«. 

Wollte nun weiter die Methode dazu benutzt werden, auch die An- 
zahl t^ der Quadrisekanten zu bestimmen, so wären gewisse Zwischen- 
resultate mittels derselben Methode zu finden. Übrigens ist ersichtlich, 
daß ein Nachweis der bloßen Möglichkeit, die Zahl t^ durch sie als Funk- 
tion von n und n oder « und h zu bestimmen, genügen würde. Denn 
nur dies setzten wir bei der früheren Bestimmung voraus. 

Man kann übrigens dieselbe Methode benutzen, um die Anzahl der 
dreifachen Tangentialebenen der Kurven und die Anzahl der Schmiecungs 
ebenen, die die Kurve noch in einem anderen Punkt berühren, zu he 
stimmen; weiter um dreifache Tangentialebenen einer Flärhe usw zu 
finden. Eine Schwierigkeit kann dabei, wie in der eben gelö-ten Aul 
gäbe, die Bestimmung der Anzahl zusammenfallender Lösungen dar- 
bieten; aber eben wenn man diese Anzahlen durch unbestimmte Koeffi- 
zienten ersetsrt:, kann diese Methode oft dazu benutzt werden, andere 
Bestimmungen, die an derselben Schwierigkeit leiden, zu vervoll- 
ständigen. Übrigens werden wir auch andere Mittel zur Lösung der 
verschiedenen hier genannten Aufgaben kennen lernen. 
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Drittes Kapitel. 

Oeschlechtsätze und Anwendungen. 

a) Geschlecht einer Knrve. 
[66] Herleltuug des allgemeinen G-escUechtsatzea. Zu den 

für Abzahlungen wertvollsten Sätzen gehören sowohl der Ttiemannsche 
Satz über die Erhaltung des sogenannten Geschlechts einer algebraischen. 
Kurve bei Transformationen, die in beiden Richtungen eindeutig sind 
((1, 1) -Transformationen), als auch eine Erweiterung dieses Satzes, die 
auch mehrdeutige Transformationen umfaßt. Letztere bietet sich zwar 
gewissermaßen als eine Anwendung des später herzuleitenden Cayley- 
Srähclien Korrespondenzsatzes dar [126]. So bewiesen wird aber 
dieser allgemeine Gescblechtsatz seine voÜe Tragweite nicht erhalten; 
es wird dann namentlich nicht hervortreten, wie bei den Anwen- 
dungen des allgemeinen Geschlechtsatzes die Abzahlungen 
zusammenfallender Lösungen ohne Untersuchung der Ord- 
nung unendlich kleiner Größen ausgeführt werden; und auf 
den Riemannsahen Gesehlechtsatz kommt man dann gar nicht. Aus diesen 
Gründen lohnt sieh eine selbständige Herleitnng des allgemeinen Ge- 
sehlechtsatzes, die unmittelbar den einfachen umfaßt und den genann- 
ten vorteilhaften Umstand hervortreten läßt. 

Zwei algebraische Kurven Cj und c^ von den Ordnungen »j und «^ 
sollen sich so auf algebraisch ausdrückbare Weise entsprechen, daß 
jedem Punkt P, von q Cj Punkte P^ von c^ und jedem Punkt F^ von c^ 
a^ Punkte Pj von c^ entsprechen. Den mit einem mehrfachen Punkt 
der einen Kurve, z. B. Cj, zusammenfallenden und verschiedenen Ele- 
menten an gehörigen Punkten werden im allgemeinen verschiedene 
Gruppen von «^ Punkten entsprechen, was man z.B. aus dem (1, l)-deu- 
tigen Entsprechen zweier ebener reziproker Polarkurven ei^ieht (vgl. [69J) : 
den in einen Doppelpunkt fallenden zwei Punkten der einen Kurve 
werden z. B. auf der reziproken Polarkurve die getrennten Berührnngs- 
punkte einer Doppeltangente entsprechen. Dagegen werden immer kon- 
sekutiven, d. h, zu demselben Elemente gehörenden [10] Punkten 
Pj und Q^ der Kurve c, auch a^ Paare konsekutiver Punkte P^ und Q^ 
entsprechen; denn sonst würden, wenn Q^ nicht eben der Mittelpunkt des 
Elements ist und man Pj mit Q^ Zusammenfallen Mßt, nicht aUe «^ 
dem Punkte Pj entsprechenden Punkte P^ mit den a^ Punkten Q^ zu- 
sammenfallen können, die Q, entsprechen. Für einzelne Punkte A^ der 
Kurve c^ kann es aber sehr wohl geschehen, daß durch das Zusammen- 
fallen des beweglichen Punktes P^ mit A^ etwa ^g der entsprechenden 
«j Punkte Pg auf demselben Elemente der Kurve Cj zusammenfallen. 
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Nur ein solcliea Zusammenfallen konsekutiver P|unkte, nicht 
das zweier Punkte, die verschiedenen Elementen angehören, werden wir, 
hier und im folgenden, als Koinzidenz von Punkten einer Kurve 
bezeichnen. — Diese Bemerkungen gelten natürlich auch dann, wenn 
man Cj mit Cj vertauscht. 

Wir legen nun die heiden Kurven, die wir vorläufig als ehen voraus- 
setzen, in dieselbe Ebene, und wählen in dieser Ebene (Fig, 4) zwei feste 
Punkte Ai und A^ so, daß die Gerade A^^A^ weder eine der Kurven be- 
röhrt, noch durch mehrfache Punkte von c, oder Cj oder durch solche 
Punkte geht, denen koinzidierende Punkte der anderen Kurve ent- 
sprechen, oder in denen mehrere einem Punkt der anderen Kurve ent- 
sprechende Punkte koinzidieren. Wir ver- 
binden A^ mit dem beweglichen Punkt P, der 
Kurve Cj und A^ mit den entsprechenden 
Punkten Pj von c^ und werden una mit dem 
Orte C3 des Schnittpunktes Pj der Geraden 
Äi Fl und A2 Pa beschäftigen. 

Durch Abzahlung der Schnittpunkte 
mit einer durch A^ oder A^ gehenden Ge- 
raden [18] findet man, daß dieser Ort von 
der Ordnung n^ = n^a^ -[- n^Ui ist und einen 
Mj^j-fachen Punkt in.4^ und einen «jttj- fachen "''' " 

Punkt in A^ hat. Die «^«^ Tangenten in A^ gehen durch die w^ 
Gruppen von cc^ Punkten Pj, die den Schnittpunkten von Cj mit A^A^ 
entsprechen, und ebenso sind die Tangenten in A^ bestimmt. Daß die 
durch Ai und A^ gehenden Elemente, als Punktörter betrachtet, einfach 
sind, folgt daraus, daß jedes Element die Gerade A^A^ nur in einem 
Punkt schneidet. Daß dieselben Elemente auch als Tangen tenörter be- 
trachtet einfach sind, folgt aus HalpJtenö Satz [13], denn ihre Tangenten 
in A^ (oder A^ schneiden Cj nur in n^a^ -\- 1 (oder «jK^ + 1) Punkten, 
die mit A^{A^ zusammenfallen (vgl. [18]). 

Statt der Klasse wj der Kurve c^ werden wir die Summen 
Wj -|-^(va — ■ 1) aufsuchen, wo v^ die Punktmultiplizität eines beliebigen 
Elementes dieser Kurve ist, und wo sich die Summe ^ über alle mehr- 
fachen Elemente zu erstrecken hat. Ob man dabei auch einfache Ele- 
mente mitnimmt, ist gleichgültig, weil für ein solches Vj = 1 ist. Die 
entsprechende Bedeutung boU ^{v — 1) auch für andere Kurven haben. 

Nach Halphma Satz ist für eine behebige Kurve 

(1) «■+^(--i)-^(?-i), 

wo p die Anzahl konsekutiver Schnittpunkte einer durch einen be- 
liebigen Punkt B der Ebene gehenden Geraden bezeichnet, und wo ^ 
über aUe Elemente aller Schnittpunkte aller durch B gehenden Geraden 
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genommen werden darf, weil jene, für welche p = 1 ist, nur den Bei- 
trag ergeben.') 

Um die der Kurve Cg zugehörige Summe ^(p — 1) zu finden, 
können wir den Punkt B nach A^ verlegen. Dann werden wegen der 
einfaclien Berührung mit den n^cc^ durch A^ gehenden Elementen die 
Wgtt, Tangenten in Ä^ je zweimal unter Wj und also auch unter ^{^g — 1) 
mitzuzählen sein. Betrachten wir weiter einen Punkt P^ von c^, in wel- 
chem Qi konsekutive Schoittpunkte von c^ mit A^P^ zusammenfallen, 
und nehmen wir an, daß ß^ der entsprechenden Punkte Pj konsekutive 
Punkte von Cj werden, so wird wegen des Entsprechens dieser Pimkte 
dieselbe Oerade A^P^ die den beiden Kurven Cj und Cj entsprechende 
Kurve Cj, in pj/S^ konsekutiven Punkten Pg schneiden, also den Bei- 
tr^ pj/5a — 1 zu der Summe ^(pj — 1) liefern. Also ist 

(21 J'((..-l)-2«,<',+^(?,A-l)- 

Ganz ebenso findet man, wenn eine willkürliche Gerade durch A^ 
die Kurve Cj in p^ konsekutiven, mit dem Punkt Pj zusammenfallen- 
den Punkten schneidet und ß^ der Pj entsprechenden Punkte zu Pj kon- 
sekutiv sind, 

(3) 2(<).-l)-2«,«,+-^(9,A-l). 
Durch Gleichsetzen dieser Ausdrücke findet man 

(4) 2«,o, +^feA " 1) - 2«,«, +2{s,ß, - !)■ 

Die beiden Summen, die über alle Paare entsprechender Punkte Pj 
und Pg, für welche Q^ß^ — 1, beziehungsweise Q^ß^ — 1, von ver- 
schieden ist, zu erstrecken sind, lassen sich über alle entsprechenden 
Punktepaare erstrecken. Dadurch erhält man die folgenden Umschrei- 
bungen 

(5) ^((..fc-l)-^H,(!.-l)+J'(Ä-l)—<, .2(9.-1) +^(fc-l), 
(6)^(s.A-l)-^Ä(s.-l)+^(A-l)-«.^((.,-l)+^0»,-l): 
denn die Summe aller einem Punkt P^ entsprechenden, in Gruppen von 
ß^ Punkten zusammenfallenden Punkte Pj ist a^, und ebenso ist «j die 
Gesamtzahl der P^ entsprechenden Punkte Pj. 

Durch Einsetzen in (4) findet man 

m ^(fc-A)-«.(^(<>:-l)-2»,)-«,U(<'.~l)-2»,). 

1) Projiziert man die Kurve von dem Punkt F aus auf eine Gerade und 
benutzt man die Projektion zur Darstellungr der Kurve durch eine JJiemamische 
PJäche, so werden die dem Wert p = 2 entsprechenden Punkte dieser Fläche 
ihre einfachen Verzweigungspunkte sein. Man nennt y(e — 1) die Anzahl 
der Terzweigungspunbte und drückt dadurch aus, daß ein einem willkür- 
lichen Wert von p entsprechender Punkt für p — l Verzwejgungspunkte zu zählen ist. 
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Die Faktoren von a^ nnd «^ hängen hier beziehungsweise nur von 
den Kurven Cj und C^ ab, sind also zwei den Kurven zugehörige Zahlen. 
Man setzt für eine willkürliche Kurve c^ 

(8) 2(0 - I) - 2» _ 2(p - 1), 

und nennt den dadurch bestimmten Wert von p das GEeachlecht der 
Kurve, die man dann oft durch c^ bezeichnet. Wenn mau durch Be- 
nutzung von (1) zwischen den Verzweigungspunkten unterscheidet, die 
den durch das Projektionszentrum B gehenden Tangenten und den 
mehrfachen Elementen entsprechen, wird das Geschlecht durch die fol- 
gende Formel ausgedrückt: 

(9) 2(i>-l) = «'+^(r-l)-2«. 

Durch Einführung des Geschlechts jjj und p^ der Kurven Cj und c^ 
gibt die Formel (7) 

(10) 2(h - ?,) - 2«,(a - 1) ^ 2«,(!,. - 1). 

Der durch diese Formel ausgedrückte Satz ist der allgemeine 
Geschlechtsatz. 

Den sich einfach entsprechenden Punkten P^ und }'^ der einander 
(aj,ßj)-deutig entsprechenden Kurven q und c^ gehören die Werte 
^j = /Jj = 1 zu. Sie werden also im Ausdrucke ^^ß^ -~- ß^ gar nicht 
mitgezählt. Wenn dagegen zwei der a^ einem Punkt P^ entsprechenden 
Punkte in Pj zusammenfallen, während nur einer der P^ entsprechenden 
Punkte in Pj fällt, gehören einem solchen Punktepaare die Werte 
^^ = Ij ^^ = 2 zu; es wird also zu ^ (/3j — (^J den Beitrag 1 liefern. Um- 
gekehrt wird ein Punktepaar P^ und Pj den Beitrag — 1 liefern, wenn einer 
der Pj entsprechenden Punkte in P^ fäUt, zwei der P^ entsprechenden 
in P^. Setzt man nun voraus, daß das Zusammenfallen mehrerer der 
Pi (oder Pj) entsprechenden Punkte P^ (oder Pj) nur auf eine dieser 
Arten geschehen kann, und bezeichnet man die Anzahl der Koinzi- 
denzen zweier einem Punkt P^ entsprechender Punkte P^ mit % und 
die Anzahl der Koinzidenzen zweier einem Punkt P^ entsprechender 
Punkte P| mit ij^, so erhält man aus (10) 

(11) ,,-,. -2«,(j>,-l)-2»,(ft-l). 

Da im allgemeinen, d, h,, wenn nicht besondere Bedingungen 
erfüllt sind, das Zusammenfallen nur auf die letztgenannten zwei Arten 
stattfindet, kann man (11) als die allgemeine Formel betrachten, die 
auch auf andere Fälle anwendbar ist, wenn man diese als Grenzfälle 
betrachtet [9]. Die Formel (10), die man auch in solchen Fällen un- 
mittelbar anwenden kann, macht jedoch einen solchen Grenzübergang 
überflüssig: ein Punktepaar P^, P^, dem die Werte /5, und ß^ entsprechen, 
liefert föx ßi> ß^, den Beitrag (ß^ — ß,) zu ij^ und für ß^ > ß^ den Bei- 
trag (/5j — /3j) zu tjj und ist für ß, = ßj gar nicht r 
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[66] Der Miem,anna<äi6 G-eschleohtsatz, Kurven vom G-e- 

schlechte 0. "Weim die Punkte der Kurven Cj und Cj sich gegen- 
seitig eindeutig entsprechen, ist k, -= «j = 1, und, da hier keine der 
genannten Arten von Zusammenfallen möglieh ist, ?;, =ijj = 0. Di& 
Formel (1 1) gibt also Pj =Pa , d. h. die heiden Kurven sind von demselben 
Geschlecht. (Der MiemannachB Geschleehtsatz). 

Eine Gerade ist vom Geschlechtp ^ (denn^(p— 1) = 0, w = l, 
also 2^ — 2 = — 2). Eine notwendige Bedingung dafür, daß die 
Puuiite einer Kurve e„ gegenseitig eindeutig denjenigen einer 
Geraden entsprechen, besteht also darin, daß ihr Geschlecht 
ist. Daß diese Bedingung für eine nicht zusammengesetzte Kurve 
auch hinreichend ist, werden wir hier vorläufig für den Fall beweisen, 
in welchem die Kurve keine anderen mehrfachen Punkte als d Doppel- 
punkte und e Spitzen hat. Dann ist [12] 

(1) «' = »(«-!) — 2d-3e 

und da eine Spitze ein durch die Zahlen v = 2, v'^1 charakterisiertes 
Element ist, gibt die Gleichung [65] (9) 

(2) 20-l) = «' + e — 2«. 
Daraus folgt 

(3) p = i(n _ 1)(« -2)-d~e, 

und, wenn j) = ist, 

<J + .-i(»-l)(«-2). 

Durch diese (d -j- e) und (« — 3) andere Punkte der Kurve e^ kann 
man also einen Büschel von Kurven (w — 2)'*' Ordnung legen, die c„ in 
(„ _ i)(„ _ 2) -I- M - 3 ==^ k(w — 2) - 1 

festen und noch in einem beweglichen Punkt schneiden. Dieser wird 
den KuiTen des Büschels, also auch den Schnittpunkten einer festen 
Geraden mit den Tangenten dieser Kurven in einem der festen Punkte 
des Büschels, gegenseitig eindeutig entsprechen. 

Durch die Voraussetzung, daß c^ nicht zusammengesetzt ist, wird 
die Möglichkeit ausgeschlossen, daß die Kurven des Büschels mit c, teil- 
weise zusammenfallen. (Vergleiche übrigens [48] 1). 

In [71] werden wir sehen, daß jeder singulare Punkt einer algebrai- 
schen Kurve als ein Grenzfall betrachtet werden kann, in welchem ge- 
wöhnliche Doppelpunkte und Spitzen zusammengefallen sind und da- 
durch die vorgelegte Singularität gebildet haben. Dadurch wird es mtig- 
licli werden, die allgemeine Gültigkeit des aufgestellten Satzes naohKu- 

[67] Oeschlecht einer zusammengesetzten Kurve. Da eine 
nicht zusammengesetzte Kurve n'" Ordnung höchstens -|-(w— l)(w — 2) 
Doppelpunkte und Spitzen (die in dieser Beziehung nur als entartete 
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Doppelpunkte zu betrachten sind) Laben kann [37], .zeigt der Aus- 
druck [66] (3) (und die Schlußbemerkung in [66]), daß das Geeehleclit 
einer nicht zusammengesetzten Kurve niemals negativ werden kann. Was 
das Geschlecht einer zusammengesetzten Kurve betrifft, so folgt aus [65] 9, 
daß, wenn man mit p^,pg, ...Pi, das Geschlecht gewiss er Kurven bezeichnet, 
das Geschlecht p der aus ihnen zusammengesetzten Kurve durch 

2(p - 1) - 2tp, - 1) + 2(1,, - 1) + . . . + 2(a - 1) 
oder 

P=Pi+Pi-] Pi — 'k + l 

bestimmt sein wird. 

[68] TTmkehnuiff des RiemannachenCteBcblechtBotzeB fttr 
p>l; Satz über Kurven vom Oeachleclite p v 1. — Wir werden 
die allgemeinen Gleichungen [65] (10) und ( 11) auf den Fall anwenden, 
in welchem die Kurven von demselben Geschlecht (Pj^Pä =j9)eind, und 
«1 = 1, also auch in (10) /5, = 1 und in (11) iji = und ijg = ^(j3g — 1) 
ist. Da letztere Zahl jedenfalls positiv oder ist, so folgt aus der ge- 
nannten Geschlechts form el: 

2(p_l)(l_„,)^0. 

Für ^ > 1 wird dies nur dann möglich sein, wenn cc^ — i ist, d. h., das 
Entsprechen der Punkte muß gegenseitig eindeutig sein, was 
eine begrenzte TJmkehrung des föemoMKSchen Geschlechtsatzes ist. In 
diesem Falle wird r}^ von selbst 0. Für^ = 1 wird, unabhängig von «j, 
der Wert %==()■ Also: in ein^r co^-fachen Schar von Punkt- 
gruppen (Pj) auf einer Kurve vom Geschlecht 1, die einer 
Schar einzelner Punkte (Pj) derselben Kurve oder einer an- 
deren Kurve vom Geschlecht 1 gegenseitig eindeutig ent- 
sprechen, gibt es keine Gruppe, in welcher zwei Punkte zu- 
samTnenfallen*). Dieser Umstand leuchtet von selbst in dem Fall ein, 
in dem die Gruppen Pj aus den vier Punkten einer Kurve dritter Ord- 
nung bestehen, deren Tangenten sich im beweglichen Punkt P^ der- 
selben Kurve schneiden. Er konnte daher schon in [51] zum Beweis 
dafür benutzt werden, daß das Doppelvej-bältnis der vier Tangenten kon- 
stant bleibt. 

[69] Siugfuläre Tangeuten einer als Fuuktort gegebenen 
Kurve. Wir haben früher bemerkt, daß eine ebene Kurve w'" Ordnung 
ein allgemeiner Begriff ist, und daß man von diesem ausgehend die 
Kurve näher dadurch charakterisieren kann, daß man ihr gewisse sin- 
gulare Punkte auferlegt [5]. Ein solcher wird aus den durch ihn gehenden 
Elementen gebildet, und das erste Mittel zur Charakterisierung eines 



1) Die Korrespondenz wird daher in c, (l, l)-Korrespondenzen Berfallen. 

(Tgl. [i2;[) 
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Elements ist seine Punktmultiplizität. Dadurch haben wir bereits in [65] 
(9) das Geschlecbt p der Kurve bestimmt. Betrachten wir nun die einer 
gegebenen Kurve c„ dualistisch entsprechende Kurve c„,, d, h. jene 
Kurve, die in einem gewöhnlichen (linearen) Linienkoordinatensystem 
durch die Gleichung dargestellt wird, die in einem Punktkoordinat- 
system die gegebene c„ darstellt, so entsprechen sich die Punkte dieser 
Kurven gegenseitig eindeutig, jedoch so, daß den versehiedenen Ele- 
menten, die einen mehrfachen Punkt der einen Kurve bilden, wenn sieh 
die Elemente nicht berühren, verschiedene Punkte der anderen ent- 
sprechen werden. Einem Element von c„ mit der Punktmultiplizität v 
und der Tangentenmultiplizität v wird auf c^, ein Element mit der 
Punktmultiplizität v und der Tangentenmultiplizität v entsprechen. 
Man hat also, da die Klasse n' der Kurve c„ die Ordnung der Kurve c„. ist, 

2(p _ 1) = „' + ^(v -l)-2M^«-f ^{v' - 1) - 2n', 

(1) 2V - 1) - ^{v - 1) = Hn' - «). 

Wir haben früher [12] gesehen, wie man die Klasse n einer als 
Punktort gegebenen Kurve finden kann. Die Formel (1) wird nun 
solche Elemente bestimmen, deren Tangentenmultiplizität v' > 1 ist. 
Diese Formel zeigt bereits, daß die Kurve c„ im allgemeinen, nämlich 
schon dann, wenn man ihr keine singulären Punkte beilegt, singulare 
Tangenten haben muß. In diesem Fall ist nämlich n'^n{n — 1) 
und für alle Elemente v -^ l, also ^{v — l) = 3w(w— 2). Es ist auch 
offenbar, daß ein Punktort im allgemeinen Elemente haben muß mit der 
Tangentenmultiplizität v' — 2. Die Tangente in einem solchen, eine 
Wendetangente, schneidet nämlich die Kurve in drei zusammenfallenden 
Punkten, und diese zweifache Bedingung wird von einer endlichen Anzahl 
unter den oo^Geraden der Ebene erfüllt. Dagegen hat die Kurve imaUge- 
meinen kein Element mit höheren Tangen tenmultiplizitäten. Gibt es je- 
doch solche, für welche v''>2 ist, so kann man sie bei der Abzahlung 
als Komplexe von Wendetangenten auffassen und, ^{v' — 1) = e' 
setzend, e die Anzahl der Wendetangenten nennen. Ebenso setzen wir 
^(y—l)'=e und nennen edie Anzahl der Spitzen (für die v = 2,v'—l 
ist. VgL [13]). Die Formel (1) gibt dann 

(2) e--e^5(n-~n). 

Außer Wendetangenten hat eine als Punktort gegebene Kurve im 
allgemeinen auch Doppeltangenten, denn es ist eine zweifache Be- 
■Imgung, daß zweimal zwei der Schnittpunkte mit einer Geraden zu- 
sammenfd,llen sonst hat sie im allgemeinen keine anderen singulären 
Tangenten Die Anzahl d' der Doppeltangenten läßt sieh, da wir schon 
«,H und e kennen, im allgemeinen, d. h., wenn man der als Punktort 
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gefi;ebeiien Kurve keine anderen mehrfaclien Tangenten beilegt, durch die 
Formel 

n = n'in - 1) - 2d' - 3e' 
bestimmen (siehe [13](4) für f= 0), wobei zwar einige der d'Doppel- 
tangenten, wie einige der e Wendetangenten von Tangenten in den 
singu^ren Puniiten, die wir der Kurve beigelegt haben, absorbiert werden 
können. Für e' haben wir hierfür bereits den Ausdruck e'-" ^(y —1) 
kennen gelernt; daß weiter eine fc-fache Tangente für ^k{k — Ij der 
({' Doppeltangenten zu zählen sein wird, ist offenbar; in [74] werden 
wir ein allgemeines Mittel kennen lernen, um den Beitrag einer Tangente- 
in einem vollständig gegebenen singularen Punkt der als Punktort ge- 
gebenen Kurve zu d' zu finden, ohne direkt die in [13] gegebene infini- 
tesimale Regel zu benutzen. 

[70] Flüclcerache G-leichuujfeu. In [69] haben wir die Kurve 
als Punktort vorausgesetzt. Alle ihre verschiedenen siflgulären Punkte 
mußten ihr dann ausdrücklich beigelegt werden und dienten dazu, 
erstens ihre Klasse, wie in [12], und sodann die Anzahlen der all- 
gemein vorkommenden Wendetangenten und Doppeltangenten zu finden- 
In ähnlicher Weise konnte man von der Bestimmung der Kurve als 
Tangentenort (Einhüllende) ausgehen. Dann kennt man ihre Klasse«' 
und muß ihr im übrigen etwaige singulare Tangenten ausdrücklich bei- 
legen; durch die den obigen dualistisch entsprechenden Formeln kann 
man sodann ihre Ordnung n und die Anzahlen e und d der nun — wie 
das Dualitätsprinzip zeigt — allgemein vorkommenden Spitzen und 
Doppelpunkte finden. 

Diese beiden Betrachtungsweisen bieten den für abzählende Unter- 
suchungen wichtigen Vorteil dar, daß sie sichere Anhaltspunkte da- 
für geben, was man in jeder Aufgabe als allgemein und als 
speziell betrachten muß [5]. Dieser Vorteil läßt sich nicht un- 
mittelbar durch die P^MC^erschen Formeln, die wir jetzt entwickeln 
werden, erzielen; diese umfassen aber auf eine übersichtliehe Weise 
die beiden im vorigen dargelegten Gesichtspunkte. Dies wird dadurch 
erreicht, daß man der Kurve gleichzeitig die allgemeinen Singulari- 
täten eines Punktorts, nämlich d' Doppeltangenten und e' Wende- 
tangenten, sowie die allgemeinen Singularitäten eines Tangentenorts,, 
nämlich d Doppelpunkte und e Spitzen beilegt. Dann bekommt man 
die drei Formeln: 

in' = n(n- l)-2d-?>e, 

(1) In =«'(«' -1)- 2/ -:V, 
\e' — e = 3(m' — «), 

und außerdem zur Bestimmung des Geschlechts 

(2) 2(p— 1) -w'-i-e— 2m = m -I- e —2n, 
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wo die zwei Ausdrücke wegen der letzten Gleichung (1) identisch sind. 
Statt dieser Ausdrücke wendet man oft die folgenden, aus (1) und (2) 
abzuleitenden ([66], 3) an 

<3) i) = i(« - 1)C« - 2) = d - e = |(w' - 1)(k' — 2)~d'- e'. 
In dem ersten dieser Ausdrücke hat eine Spitze, die, punktgeometriseh 
betrachtet, nur eine Spezialform eines Doppelpunktee ist, denselben 
Einfluß auf das Geschlecht wie ein gewöhnlicher Doppelpunkt, in dem 
letzteren eine Wendetangente denselben Einfluß wie eine Doppeltangente. 
Die hier genannten Formeln dienen dazu, wenn drei der Zahlen n,n', 
d,d',e,e', p, gegeben sind, die übrigen zu finden. 

Die PlücJcerBchen Gleichungen gelten ebensowohl von zusammen- 
gesetzten als auch von nicht zusanimengesetztenKurren. Nur darf kein Teil 
der Knrve eine Gerade oder ein Punkt sein; bei der Herleitung hat man 
nämlich die Kurve bald als Punktort, bald als Tangentenort betrachtet, 
und die erste Auffassung kann nicht auf einen Punkt, die zweite nicht 
auf eine Gerade angewandt werden. Von den Ausdrücken (3) für das 
Geschlecht ist nur der erste auf Gerade, nur der zweite auf Punkte 
anwendbar. 

171] Flückeracho Äquivalente. Eben weil man bei der Wahl 
der P^Mcfterschen Zahlen einen doppelten Ausgangspunkt gewählt hat, 
ist eine Kurve mit gegebenen PMckta-sohen Zahlen kein allgemeiner 
Begriff, der auch die Kurven mit zusammengesetzten Singularitäten so 
als Spezialfälle umfaßte, daß die Eigenschaften dieser Kurven aus den- 
jenigen der Kurven, die nur Plückersc)ie Singularitäten besitzen, unmittel- 
bar als Grenzfälle hervorgehen würden. Die Grenzübergänge werden 
eich verschiedentlich gestalten, je nachdem man die Kurven mit den 
PMc/ierschen Zahlen«, rö,e,«',d',e' als Punktörter durch die Ordnung «. 
und die Anzahlen d und e der Doppelpunkte und Spitzen, die man ihnen 
beilegt, oder als TangentenÖrter durch n',d',e' charakterisiert. (Siehe [5]). 

Wenn mau sich aber auf die P^MCJterschen Gleichungen [70] (1) 
selbst und auf die dazu gehörige Bestimmung des Geschlechts p 
[70] (2) begrenzt, so kann man jede mögliche Singularität einer 
algebraischen ebenen Kurve durch Zahlen ä,s,ä',B' charakterisieren, die 
angeben, wie vielmal die betrefl'ende Singularität beziehungsweise in den 
Zahlen rf,e,d',e' mitzuzählen iat. Wie diese „P^wc/cer sehen Äquivalente" 
zu bestimmen sind, geht aus unserer Herleitung der Gleichungen her- 
vor. Ein Element mit der Punktmultiplizität v und der Tangenten- 
multiplizität v' wird [69] die Äquivalente e ■^ v — 1, e' = v' —1 haben. 
Um sodann das Äquivalent S eines mehrfachen Punkts A, der aus 
mehreren sich schneidenden oder berührenden Elementen gebildet werden 
kann, zu finden, sucht man mittels der in [12] angegebenen infinitesi- 
malen Methode die von diesem Punkt bewirkte Erniedrigung der 
Klasse. Diese wird 2^ -|- 3t sein, wo jetzt £ die Summe der .iquivalente s 
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der verachiedenen durch den Punkt gehenden Elemente ist. Daß der so 
bestimmte Wert von d ganzzahlig wird, beruht darauf, daß die durch 
den Punkt Ä verursachte Erniedrigung der Klasae ungerade oder gerade 
ist, je nachdem e ungerade oder gerade ist. Dies gilt zuM,ch9t für ein 
Element, das wir, wie in [10], durch die Ausdrücke 

(1) x^f, y = fcjCi + h^r, ^ 

darstellen, wo v,it,^,^^ . . . keinen allen diesen Zahlen gemeinschaftlichen 
Teiler haben. Setzen wir hier voraus, daß die Koeffizienten hy, h^ . . . 
reeU sind, so wird, wenn v eine gerade Zahl ist, die Gerade BA, die 
einen beliebigen Punkt B (z,B. den unendlich fernen Punkt der y- Achse) 
mit A verbindet, den Übergang bilden von Geraden, die (für a; < 0) das 
Element nicht in reellen Punkten sehneiden, zu solchen, die {füra;>0) 
es in zwei reellen Punkten schneiden; das ist aber nicht der Fall für 
ungerade v. Im ersten Fall, in welchem s ungerade ist, muß die An- 
zahl der mit BA zusammenfallenden Tangenten (unter den «(« — 1) 
einer allgemeinen Kurve «**' Ordnung) ungerade sein, und umgekehrt 
im zweiten Fall. Dieses für reelle Werte von h^^\... gefundene Ergebnis 
muß auch für den Fall gelten, wo diese Zahlen nicht alle reell sind [47]. 
Es gilt also für jedes der die Singularität in A bildenden Elemente, und 
daß die Schnittpunkte der verschiedenen Elemente unter sich ganz den- 
selben Einfluß auf die Klasse ausüben, wie gewöhnliche Doppelpunkte, 
ist schon im Schlüsse von [12] bemerkt worden. Der gefundene Wert 
von 2S wird also immer eiae gerade, § eine ganze Zahl sein. 

Ganz ebenso kann man das Äquivalent d' einer mehrfachen Tan- 
gente finden. In [74] werden wir jedoch eine Relation zwischen 8, d', 
V und v beweisen, die eine direkte Herleitung von S' überflüssig macht. 

Weitere Anwendungen der P/wcAerschen Äquivalente wird man 
in der abzählenden Geometrie machen können, wenn man beweist, daß 
eine Singularität mit den Äquivalenten 6,s,6',£' als ein Grenzfall be- 
trachtet werden kann, in welchem Ö Doppelpunkte, s Spitzen, d' Doppel- 
tangenten und e' Wendetangenten einer Kurve von derselben Ordnung, 
derselben Klasse und demselben Geschlecht zusammengefallen sind. Die 
Schnittpunkte und die gemeinschaftlichen Tangenten zweier Elemente 
scheiden sich sogleich durch eine kleine Verlegung des eines Elementes 
als Doppelpunkte und Doppeltangenten aus. Daher brauchen wir uns 
nur mit der Auflösung eines Elementes zu beschäftigen. 

Setzen wir erstens voraus, daß die eine Multiplizität v oder v des 
zu betrachtenden Elementes 1 ist. Ist v' = l, so wird s' = 0, t^v— 1, 
und da in diesem Falle jt^ in der Gleichung (1) nach Salphens Satz v + 1 
ist [13], so sind, wenn x unendlich klein erster Ordnung ist, die Difi'e- 
renzen der v Werte von y unter sich von der Ordnung — . Alsoist[12] 



2ä + 5£^v(v- 1)^^^ 



eude Methoden 
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und somit d^j(v — l)(v — 2). Ebenso wird die duret die Multiplizi- 
täten 1 und v' charakterisierte Singularität die Äquivalente s' = v' — 1 
und d*— ^(v' — !)(»'' — 2) haben. Letztere Singularität besteht darin, 
daß die Mitteltangente den einfachen Zug in r' + 1 zusammenfallenden 
Punkten schneidet. Ist die Singularität reell, was wir in dem Beweise 
voraussetzen dürfen [47], so kann man den Fall als Grenzfall desjenigen 
betrachten, in welchem ein Zweig der Kurve eine Gerade in v' + 1 ge- 
trennten Punkten sehneidet. Dieser Kurvenzug (Fig. 5) wird dann v' WeUen 
bilden, die abwechselnd auf der einen und der anderen Seite der Geraden 
liegen. Die Konvexitätsricbtungen dieser Wellen sind durch v'—i Wende- 
punkte voneinander getrennt, und zwei nicht benachbarte Wellen haben 

eine gemein- 
schaftliche 
Tangente, die 
Doppeltan- 

Fig. 5. Fig-6. gentederKur- 

ve ist, was im ganzen \ {v — 1) (v — 2) Doppeltangenten ergibt. Daß die 
geänderte Kurve außer diesen reellen Wendetangenten und Doppel- 
tangenten keine imaginären singulären Tangenten bekommt, folgt schon 
daraus, daß die vorgenommene Abänderung weder die Anzahl der Schnitt- 
punkte mit einer Geraden noch die der von einem Punkt ausgehenden 
Tangenten, also weder n noch n ändert. 

Daraus, daß hier die die gegebene Singularität ersetzenden singu- 
lären Tangenten reell sind, folgt, daß man dasselbe für die Doppelpunkte 
und Spitzen, die ein Element mit den Multiplizitäten v und 1 ersetzen, 
erreichen kann. Auch das läßt sich durch eine Figur leicht veranschau- 
lichen (Fig. 6). 

Betrachten wir nun ein Element, für welches keine der Maltipli- 
zitäteul ist, und stellt man dieses wie in (1) dar, Boist^[ = v + i''>ii + l, 
Die Darstellung ist jedoch immer in der folgenden: 

(2) x^t% y ^ \t' + ^ + h^t'+^ + \r + ^ ■ ■ ■ 

inbegriffen; hier tritt der GrenzfaU ein, in welchem &j und vielleicht 
mehrere der Koeffizienten geworden sind. Die Erhöhung des entspre- 
chenden Wertes von 2(5 + 3* rührt eben, wegen der Bestimmung in [12], 
vom Verschwinden einnelner Koeffizienten der Reihe her. Der zu unter- 
suchende Fall ist also GrenzfaU desjenigen, in welchem diese Koeffizienten 
unendlich klein sind. Da die v Parti alz we ige, die man durch Einsetzen 
der V verschiedenen Werte von t in die verallgemeinerte Reihe erMlt, 
und die sich kontinuierlich durch den ganzen Konvergenzbereich fort- 
setzen, von keiner mit der ^- Achse parallelen Geraden berührt werden, 
so hat sich die Klasse ebensowenig wie die Ordnung bei dieser Verall- 
gemeinerung geändert. Die zu ö noch fehlenden Doppelpunkte müssen 
also Schnittpunkte der v Zweige unter sich geworden sein. Da n, w' 
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und e unverändert geblieben sind, muß dasselbe mit p der Fall sein; 
die ä' Doppelt angenten und e' Wendetangenten, die früher mit y — 
zusammenfielen, sind also noch erbalten und müssen die v Zweige be- 
rübren. Damit ist der Satz bewiesen. 

Durcb ihn wird der Beweis in [G6] für den Satz, daß die Punkte einer 
Kurve vom Geschlecht und einer Geraden sieh gegenseitig eindeutig 
entsprechen, vervollständigt. Es genügt, wenn die gegebene Kurve eine 
höhere Singularität hat, die Hilfskurven von der Ordnung « — 2 den 
Grenzbedingungen zu unterwerfen, die entstehen, wenn ö -\- s der Punkte, 
durch die sie gehen sollen, in solcher Weise zusammenfallen, daß sie 
eben die höhere Singularität der vorgelegten Kurve bilden. 

[72] Verschiedene Oreuzformen von Kurven mit gegebe- 
nen P^M^fterschen Zahlen. Der hier betrachtete Grenzübergang ließ 
die Ordnung, die Klasse und das Geschlecht der algebraischen Kurve un- 
verändert und mußte daher eine Singularität mit den Äquivalenten S, e, 
ö', e' durch eben diese Anzahlen von PlücJcerschen Singularitäten er- 
setzen. Gewöhnlich hält man jedoch bei Grenzübergängen nur die Ord- 
nung n oder die Klasse n' fest, je nachdem man die Kurve als Ort ihrer 
Punkte oder als Einhüllende ihrer Tangenten betrachtet; dann können sich 
n beziehungsweise n sowohl als auch das Geschlecht und die Anzahlen 
der Plüekerschen Singularitäten bei dem Übergang ändern. 

Dafür wollen wir hier einige einfache und daher wichtige Bei- 
spiele anführen. Zu einem System mit den P^Mcfe^^cben Zahlen «, d, e, 
n', d', e' und von dem Gesehlecht p kann erstens ohne Abänderung der 
Ordnung n durch die Neubildung eines Doppelpunkts (siehe [35], 1.) 
eine Kurve mit den Zahlen 

(1) n, d+1, e, n'—2, d'-2(n'-G), e'-6, p — 1 

gehören. Doch ist dabei zu bemerken, daß diese Kurve nur als Punkt- 
ort betrachtet eine vollständige Kurve des Systems ist. Als Tangenten- 
ort betrachtet ist die Grenzkurve des Systems aus der genannten Kurve 
und dem neuen Doppelpunkt, zweimal gezählt, zusammengesetzt. Die 
verlorenen Wendetangenten sind die zwei Tangenten im Doppelpunkt, 
je dreimal gezählt. Die Wendetangenten müssen nämlich in der Grenzlage 
die Grenzkurve in drei zusammenfallenden Punkten schneiden. Die ver- 
lorenen Doppeliangenten sind die vom neuen Doppelpunkt ausgehenden 
Tangenten au die Grenzkurve, je zweimal gezählt. 

Demselben System kann zweitens eine Kurve mit den Zahlen 

(2) n, d-1, e+1, n'-l, rf'— («'— 4), e'-2, p 

angehören. W^enn man die Grenzkurve als Tangentenort betrachtet, be- 
steht sie jedoch aus der hier genannten Kurve und dem in eine Spitze 
verwandelten Doppelpunkt. Die Lage der verlorenen Doppeltangenten 
und Wendetangenten ist leicht zu erklären (siehe im folgenden [75]). 



y Google 



116 III. Geschlechtaätze; a) Geschlecht einer Kurve 

Demsetbeu System kann nocli drittens eine Kurve mit den Zaiilen 

(3) «, d + 2, e-1, n'-l, ä'-(n'-l), e'-4, p~l 
angehören; als Tangentenort betrachtet muß diese jedoch durcli die in 
einen Selbstberiibrungspunkt verwandelte Spitze ergänzt werden; dieser 
Punkt zählt jetzt als zwei neue Doppelpunkte und zwei der d'^n'-}-! 
Doppeltangenten fallen mit der Tangente in diesem Punkt zusammen. 

Wir nennen noch einige Fälle, in denen (wie in [71J) sowohl die 
PlücherBchen Zahlen als auch das Geschlecht unverändert bleibt, näm- 
lich die, in welchen zwei zusammenfallende Doppelpunkte einen Selbst- 
berührungspunkt bilden, ein mit einer Spitze zusammenfallender Doppel- 
punkt eine Knotenspitze bildet, oder drei zusammenfallende Doppelpunkte, 
zwei mit einer Spitze zusammenfallende Doppelpunkte oder ein mit 
zwei Spitzen zusammenfallender Doppelpunkt einen dreifachen Punkt 
beziehungsweise mit drei einfachen Elementen, mit einem einfachen und 
einem zweifachen Element oder mit einem dreifachen Element bilden. 

Das Geschlecht wird sich dagegen viertens in dem Fall ändern, in 
welchem zwei Spitzen znsammenfaUeu und zwei einfache Zweige bilden, 
die miteinander Berührung zweiter Ordnung haben. Da die drei da- 
durch entstehenden Doppelpunkte auf die Klasse der Kurve denselben 
Einfluß ausüben wie zwei Spitzen, bleibt in diesem Fall die Klasse n' 
agegen wird das Geschlecht um eins vermindert. Die za 
T beliebigen Kurve des Systeme gehörenden Zahlen werden also durch 

(4) n, d+3, e — 2, n', d'+5, e'— 2, p~-l 

ersetzt. Offenbar sind im neuen Berührungspunkt auch zwei Wende- 
tangenten zusammengefallen und durch drei zusammenfallende Doppel- 
fangenten ersetzt. 

Diese Fälle, die auch als Beispiele für weitere Bildung anderer 
Spezialfälle dienen können, treten bei der Untersuchung der verschiedenen 
ebenen Schnitte einer Fläche «*"' Ordnung mit einer Doppelkurve von der 
Ordnung d und einer Rttckkehrkurve von der Ordnung e auf. Ein willkür- 
licher, ebener Schnitt hat dann die Zahlen«, d, e, n', d', e',p. Dann ist«' 
der Rang der Fläche. Der Fall (1) trifft für eine Tangentialebene zu; der 
Fall (2) für eine Ebene, die durch einen der sog. „Pinchpunkte" der 
Doppelkurve geht, d. h. durch einen solchen Punkt dieser Kurve, in dem 
die zwei Tangentialebenen zusammenfallen, und in dem die Doppel- 
kurve alle umheschriebenen Kegel schneidet; derFall(3) für diesog,„Clo8e- 
pnnkte" der ROckkehrkurve, in welchen diese alle umbeschriebenen Kegel 
schneidet; der Fall (4) für die Ebenen, die die Rückkehrkurve berähren. 
Die weiterhin genannten FäUe, in welchen die Zahlen w, n',p ungeandert 
bleiben, treten auf, wenn die Ebene die Doppelkurve berührt oder durch 
einen Doppelpunkt der Doppelkurve oder durch einen Schnittpunkt der 
Doppelkurve mit der Rück kehr kurve, der nur Doppelpunkt der Fläche 
ist, oder durch einen dreifachen Pnnkt der Fläche geht Ein singulärer 
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Punkt letzterer Art kann Ton drei Mänteln der Fläche gebildet werden 
und ist dann auch ein dreifacher Punkt der Doppelknrve; oder er kann 
dadurch entstehen, daß ein einfacher Mantel die Rückkehr kurve achneidet, 
und ist dann eine Spitze der Doppelkurve, oder dadurch, daß die Rück- 
kehrkurve eine Spitze hat, durch welche auch die Doppelkurve gehen 
und daselbst die Rückkehr kurve berühren muß. 

Hier haben wir uns jedoch an solche Schnitte gehalten, deren Ebenen 
nur einer einfachen Bedingung unterworfen sind (siehe [92] 1). Auch 
haben wir etwaige isolierte Doppelpunkte der Fläche nicht berücksich- 
tigt [38]. - 

Offenbar gibt es dualistisch entsprechende Grenzüber^nge, bei wel- 
chen »' unffeändert bleibt. 

[73] DUFerenz der Anzahlen zusammenfallender Schnitt- 
punkte und zusammenfallender gemeinschaftlicher Tangenten 
zweier ebener Kurven. Wir haben früher sowohl die Anzahl der iu 
einen Punkt zusammenfallenden Schnittpunkte zweier Kurven als auch 
die Anzahl ihrer mit einer Geraden zusammenfallenden gemeinsamen 
Tangenten je für sieh durch infinitesimale Betrachtungen bestimmt ([11] 
und [13]). Erstere Abzahlung beruht auf der Darstellung der Kurve in 
Punktkoordinaten und läßt sich vollständig ausführen, wenn die Kurven 
als Punktörter gegeben sind. Die letztere wird in ähnlicher Weise aus 
der Darstellung der Kurve als Taugentenort hervorgehen. Die eine 
dieser Anzahlen läßt sich aber ohne neue infinitesimale Untersuchungen 
aus der anderen herleiten, indem man durch den Gesehlechtsatz ihre 
Differenz beatimmt. 

Um dies zu erreichen, lassen wir den Punkten P^ der einen Kurve 
c, die Punkte Pg entsprechen, in welchen die Tangenten in P^ die 
Kurve c^ schneiden. Dann ist mit den Bezeichnungen in [65] 

a^ = n[, Kg ~ «j , 
also wegen [65] (10) 

2(fl,-ß,) - 2n[{p,~- 1) - 2»,ta- 1), 

oder da nach [65] (9) und dem dualistisch entsprechenden Ausdruck 

2ta-i)-«,+^(..;-i)-2»;, 
2 0,-i)-»;+^(»,-i)-2«„ 

ist, folgt 

(1) «;»; - «,«, -2(ß. - A) - «;2(-, - 1) + n,2K - 1). 

Die linke Seite gibt nach den früheren Bestimmungen (Besoute Satz 
[11]) die Differenz der Anzahlen der gemeinschaftlichen Tangenten und 
der Schnittpunkte der zwei Kurven. Es ist auch offenbar, daß jeder ein- 
fache Schnittpunkt und jede gewöhnliche gemeinsame Tangente zur 
rechten Seite beziehungsweise die Beiträge — 1 und -|- 1 liefert. Man 
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kann übrigene alle Fälle des singulären Entsprechens durch die Auf- 
stellung der folgenden allgemeinen Voraussetzung erledigen: Pj fällt 
in den Mittelpunkt Ä eines Elements von c^, dessen Punktmultiplizität 
Vj ist, und die durch A gehende Gerade a berührt in P, ein Element 
von c^, dessen Tangentenmultiplizität vj ist. Durch v^ bezeichnen wir 
hier die Punktmultiplizität desselben Elements, wenn dieser Berührungs- 
punkt P^ auch mit A zusammenfällt; sonst werden wir Vj = setzen. 
Durch Kg bezeichnen wir ebenso hier die Tangen tenmultiplizität in A 
des Elements von c^, dem Pj angehört, wenn a auch dieses Element 
berührt, sonst werden wir Vj = setzen. Wenn weder 1-^ = noch v^ = 
ist, so werden sich die Elemente, denen P^ und Pj angehören, in Ä be- 
rühren, und Vj und vj haben dann ihre gewöhnliche Bedeutung. 

Der Satz von Halphen [13] gibt in allen Fällen des hier beschrie- 
benen Entsprechens 

Zum Gliede — n[{v^~ 1) der rechten Seite der Gleichung (1) werden 
dieselben einander entsprechenden Punkte Pj und Pj den Beitrag 
— (v^ + Vj) (vj — 1) liefern; denn die Übrigen n[ — Vi— Vj der von A 
ausgehenden Tangenten werden c^ in anderen Punkten P^, die dem in 
den Punkt A fallenden Punkt P^ entsprechen, berühren, gehören also 
anderen korrespondierenden Puuktepaaren an. Ebenso werden unsere 
entsprechenden Punkte Pj und P^ zum Glied n^{v[— 1) den Beitrag 
(i'g4- Vg)(vJ — 1) liefern. Der gesamte Beitrag zur rechten Seite ist daher 

., + <- V.- »;■-(«, + «;)(r,- 1) + („, + „;)(„;-!) 

oder 

(2) vy,-v,v,. 

Dadurch wird also die Differenz der in a zusammenfallenden gemein- 
schaftlichen Tangenten und der in A zusammenfallenden Schnittpunkte 
ausgedrückt. 

Für Vg — 0, Vi>0, d. h., wenn die Elemente sich in A schneiden 
ohne sich zu berühren, findet man VjVj Schnittpunkte; für Vj— ^0, 
j'3>0, d. h., wenn die Elemente a in verschiedenen Punkten berühren, 
findet man v[v'^ gemeinschaftliche Tangenten, Für v^ = v'^=^0, d. h., 
wenn sie sich weder schneiden noch eine gemeinsame Tangente haben, 
findet man den Beitrag 0. 

[74] Differenz der PlücJicrackiBii Äquivalente Ö und ö' eines 
singulären ülementa einer Kurve. Das Ftückersche Äquivalent S 
oder S' eines Elements einer Kurve läßt sich auf die in [71] angegebene 
Weise aus der analytischen Darstellung der Kurve beziehungsweise in 
Punkt- oder in Linienkoordinaten herleiten und darf also als bekannt 
betrachtet werden, wenn die Kurve beziehungsweise als Punktort oder als 
Tangentenort vollständig gegebenist. Nun kann man das andere Äquivalent 
ans dem jetzt zu bestimmenden Ausdruck für die Differenztf'—dlierleiten. 
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Wir lassen hier die Punkte P, und P„ derselben Kurve c mit den 
Zahlen Ti,n',p .. . einander so entsprechen, daß die Punkte P^ die Schnitt- 
punkte der Tangente im Punkte P^ sind. Dann wird in der Gleichung 
[65J (10) 

OTj = k'— 2, a^^n — 2; 

man hat also, wenn wir in den Gliedern der rechten Seite dieser Glei- 
chung verschiedene Ausdrücke für 2 (^ — 1) benutzen, 
^(/3.-A) = («'-2)(«'+^(i'-l)-2«)-(«-2}{»+^(^-l)-2»') 
oder 

(1) „■>_ 6„-_„.+ 6» -2(ß,~ß,) - («'- 2)^(- - 1) 
+ (»-2)^(»--!). 

Hier wird die rechte Seite, wie im vorigen Fall, zunächst die Differenz der 
Anzahlen der gemeinschaftlichen Tangenten und der Schnittpunkte ver- 
schiedener Elemente enthalten, und zwar doppelt, weil bei jeder Kombi- 
nation die Punkte P, und P^, die jetzt beide derselben Kurve angehören, 
vertauscht werden können. Übrigens ist ihre Abzahlung dieselbe wie 
in [73]. Dadurch erhält man zum Ersatz der rechten Seite der Glei- 
chung (1) erstens die zwei folgenden Glieder 

WO die letzte Summe ^ über alle Fälle zu erstrecken ist, in denen zwei 
Elemente denselben Mittelpunkt haben, die erste ^' über alle, in denen 
sie dieselbe Mitteltangente haben. 

Sodann hat man den Beitrag zu untersuchen, den ein einziges Ele- 
ment mit dea Multiplizitlten j und v' zur rechten Seite von (1) hefert. 

Wenn P^ und Pj beide m den Mittelpunkt eines solchen Elements 
fallen, findet man narh dem Halphensahen Satz für diese Korrespondenz 

ft-ft- •■ + -'- 2. 
Um den von dieser Koirespoadenz herrührenden Beitrag der übrigen 
Glieder auf der rechten Seite dei gefundenen Gleichung zu erhalten, muß 
man darin n und «' durch v + v ersetzen Der ganze Beitrag wird also 

sem. 

Wir können demnach die Formel (1) so schreiben; 

wo nun die Summe ^" über alle Elemente der Kurve zu erstrecken ist 
wenn man will, auch auf die einfachen, die, weil v^v'^1 ist, den 
Betrag liefern. Um hierbei die Punktmultiplizitäten von den Tan- 
gentenmultiplizitäten trennen zu können und so Glieder z 
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die beziehungsweise für v = 1 und v'= 1 verschwinden, addieren wir 
[70] (1) 

(3) 3(»'-«)_X{..'-«) 
und erhalten also 

(4) {«'- „)(»'+ , - 3) _ 2^'C,V;) - 2^(«,.,) -2"('' - -) 

Hat die Kurve nur PlOclcerache Singularitäten, nämlich d Doppei- 
punkte, d' Doppeltangenten, e Spitzen, e' Wendetangeuten, so erhält man 

(5) («'- n){n'+ « - 3) = 2(d'- d + c'- e), 
was auch aus den P^MC^schen Formeln hervorgeht. 

Der Beitrag eines Elementes {v,v") zur rechten Seite von (4) 
ist v'^— v^— v' -\- V. Wenn man die Piwciterschen Äquivalente dieses 
Elements einführen will, so fordert die Übereinstimmung mit (5), daß 

2(,S'- 8 + £'- £) - (v-- v){v'\ V - 1), 
und da nach [71] 

(6) .-«-1, ,'-..•-1 
gesetzt werden kann, daß 

(7) 2(«-- «) - (-•-»)(»-+ » - 3) _ (,-- ,)(.'+ , - \) 
ist. 

Für v = v wird Ä = Ö' (vgl. [13] Note). 

[75] Über die Abzahlung* der in einem G-renzfall zusammen- 
fhHeudeu Doppelpunkte, Spitzen, Doppeltaugeuteu undWende- 
tangfeuten. Wir haben in [71] gesehen, daß ein singuläres Element 
einer algebraischen ebenen Kurve c durch das Zuaammenfalleu von 8, 
d', s, b' Plüekernchen Singularitäten gebildet werden kann, und zwar so, 
daß die Ordnung n, die Klasse w' und das Geschlecht p unverändert 
bleiben. In [72] haben wir jedoch auch Beispiele für andere Grenzüber- 
gänge angegeben, die eine Änderung einer oder zweier der Zahlen n, n, 
p zur Folge hatteu. Wir werden nun annehmen, daß die veränderliche 
Kurve c in einem Grenzfalle aus einer Kurve Ic von der Ordnung n — N, 
der Klasse »'— N' und dem Geschlecht p — P und, als Punktort be- 
trachtet, noch aus Wmit einer Geraden a zusammenfallenden Geraden, 
als Erzeugnis ihrer Tangenten betrachtet, noch aus N' mit eicem Punkt 
Ä der Geraden a zusammenfallenden Punkten (Scheiteln) besteht; weiter, 
daß die neugebildete Singiilarität der Kurve k von ö Elementen gebildet 
wird, die den Mittelpunkt Ä und die Mitteltangente a haben, und daß 
die Summe ihrer Punktmultiplizitäten (i, die Summe ihrer Tangenten- 
multiplizitäten ft' ist; endlich daß im Urenzfalle J) Doppelpunkte und 
E Spitzen der veränderliehen Kurve c mit A und D' ihrer Doppeltan- 
genten und E' ihrer Wendetangenten mit a zusammenfallen. Außerdem 
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■werden N(n — N — /i — n') Doppelpunkte in die nicht in Ä liegenden 
Schnittpunkte der Knrve k mit 0, und N'{n'— N'— fi — fi') Doppel- 
tangenten in die nicht mit a zusammenfallenden Tangenten, die von A aus 
an die Kurve k gehen, fallen; femer nehmen wir an, daß außer den hier 
genannten keine anderen der d Doppelpunkte und e Spitzen in a liegen 
und keine anderen der noch übrigen d' Doppeltangenten und e' Wende- 
tangenten durch Ä gehen. 

Die Suramen der PlUckerschen Äquivalente s nnd s' der ff durch A 
gehenden Elemente von k werden jt — a und ji'— sein. Durch Ein- 
führung der zur Kurve k gehörenden Zahlen in die das Geschlecht p 
bestimmenden Gleichungen 

(1) 2{p~- 1) = n' -]-_^(y ~ l) - 2n ^ n +_^(v' ~ l)-2w' 
findet man also 

I2(p- P— 1) = «'- N'+e —E-]'ii. — 6 — 2n+2N 
*• ' ( =n-N + e'—E'+fi.'-9-2n'+2N' 

und durch Subtraktion von den zur veränderlichen Kurve c gehören- 
den Gleichungen (1) 

(3) 2P=^N'+E-2N-(i + 0--N+E'-2N'-(i'+6, 
woraus sich 

(4) E'- E = 3(iV'- JV") + (i'~ IL 
ergibt. 

In der Gleichung [74] (5) 

(5) {n'— k)(w'-|-» — 3) = 2((Z'- d-\-e'—e) 

wird der Beitrag der durch A gehenden Elemente der Kurve h zu der 
rechten Seite (siehe [74] (4)) 

s^W-,') - 2^(-.-,) -^(«"- ») +2(-'"- -T 

betragen, wo die Summen^ über diese Elemente und ihre Kombinationen 
zu erstrecken sind, zusammen also ft''— /('— f*°-f- /* ergeben. Für die 
Kurve h muß man somit in der Gleichung (5) statt n und n' die Werte 
n — N nnd n'~N' und statt ihrer rechten Seite 

2{d'—iy-'N'{n'~N'—(t~iL)~d-Vl)-^N{n—'N—{i—\i)-\-e'—E'-e-\-E) 

setzen. Subtrahiert man die so gebildete Gleichung von (5) und setzt 
den in (4) gefundenen Ausdruck für E'— E ein, so findet man 

(6) 2(i)'-Zi)-(If-if)(2f'+jr+2(,« + rt-9) + fr'-,«)(/+C-3)- 
Sind die Kurven c als Orter ihrer Punkte gegeben, so läßt sich ge- 
wöhnlich an diese Bestimmung auch die der Zahlen iV", D und E an- 
knüpfen, sowie die von (t und (t, indem man die zusammenfallenden 



y Google 



122 Ili- Geactlechtsätze ; a) Geschlecht einer Kurve 

Schnittpunkte der Grenzkurve Tc mit einer willkürlichen, durch Ä ge- 
henden Geraden und mit a abzählt. Hat man noch auf irgendeine 
Weise dieKiaase«' — lf[' dieser Grenzkurve, also ^'gefunden, so werden 
die Formeln (4) und (6) die Werte von D' und£" ergeben. Um P und ff 
z\i finden, wird aber außer (3) noch eine weitere Bestimmung nötig. Ein- 
fache Beispiele dieser Bestimmungen gewähren die in [72] (2) — (4) be- 
handelten Grenzübergänge. 

In [72] (2) ist ^"=0, iV"'= 1,-D^ 1, E^O, ,t="2, ft'= 1, also 
E'= 2, D'= 0. Im übrigen ist hier e = 1, P ^ 0. 

In [72] (3) ist Ä"=0, if'=l, D = 0, _E= 1, f^ = 2, f('=2, also 
E'^A, D'^0. Im übrigen ist hier ff = 2, P= 1. 

In [72] (4) ist N-N'=0, Z> - 0, _E = 2, /i = 2, jt'= 2, also 
auch E' = 2, -D' = 0. Im übrigen ist u = 2, P = 1. Dieselbe Singularität 
entsteht für i^=iV"=0, i> = i)'= 3, E^E'=-0. 

Als neues Beispiel können wir den Schnitt einer Fläche mit ihrer 
Tangentialebene in einem Punkt A ihrer Rüekkehrkurve betrachten. Da 
der Schnitt einer beliebigen, nicht durch die Tangente a dieser Kurve 
gehenden Ebene in Ä eine Spitze hat, so wird der gesuchte Schnitt in A 
einen dreifachen Punkt haben, dessen einzige Tangente a die Fläche und 
somit auch den Schnitt in vier zusammenfallenden Punkten trifft. Also ist 
ji = 3, ft'= 1, was nur für & — l möglich ist. Hier ist N=0. Da die 
Ebene eine Tangentialebene ist, wird A'"'= 2, und da die Ebene in A 
die Rückkehrkurve berührt und die Doppelkurve nicht in demselben Punkt 
trifft, ist D = 0, E = 2. Man findet nun £;■ = 6, D' - 0, P = 1. Also 
werden für diesen Schnitt sechs der in einer beliebigen Ebene enthaltenen 
e' Haupttangenten, aber keine der Doppeltangenten mit der Tangente 
der Rückkehrkurve zusammenfallen. 

Andere Beispiele für die Anwendung derselben Formeln werden wir 
in [77] und [88] antreffen. Übrigens umfassen diese Formeln keineswegs 
alle möglichen Grenzfälle, da z. B. wie in [72] (1) die neue Singularität 
der Grenzkurve von Elementen, die sich schneiden, gebildet werden kann. 
In anderen Fällen kann man aber wesentlich ebenso verfahren, wie beider 
Bildung dieser Formeln, nachdem man hier gesehen hat, wie die Formeln 
in [74] benutzt werden können, wenn die Grenzkurve einen mehrfachen 
Punkt mit einer mehrfachen Tangente hat, 

[7G] Abzählende TTutersuchuug einer ebenen durch ihre 
Punkte oder Tangenten erzeugten Kurve. Sucht man in der 
Ebene den Ort eines Punktes, der eine gegebene Bedingung erfüllt, so 
geschieht dies in der analytischen Geometrie durch Aufstellung seiner 
Gleichung. Dadurch ist die Ordnung gegeben, und die Gleichung kann 
weiter zur Auffindung und Untersuchung seiner singulären Punkte be- 
nutzt werden. Die abzählende Geometrie gibt andere Mittel an die 
Hand zur Bestimmung sowohl der Ordnung und der AnZiShlen der 
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singulären Punkte selbst, ala aucli jener Zahlen, die diese Punkte ge- 
nauer charakterisieren. 

Wie die Methode der Erhaltung der Anzahl zur Bestimmung der 
Ordnung benutzt werden kann, haben wir schon im zweiten Kapite! ge- 
zeigt. Andere Mittel zu derselben Bestimmung wird später das sogenannte 
Korrespondenzprinzip (viertes Kapitel) darbieten. Da eich der Punktort 
gewöhnlich als durch die Bewegung eines Punktes erzeugt darbietet, 
kann man gewöhnlich an diese Bewegung auch eine Bestimmung der 
Punkte, in welchen eine Stockuug dieser Bewegung eintritt, anschließen, 
sowohl was die Beschaffenheit als auch was die Anzahl dieser Punkte 
anlangt. Da wird nun gewöhnlich eine Spitze entsteheUj die man eben 
in Anbetracht dieser Stockung auch einen stationären Punkt nennt, 
"Wenn die Bewegung in einer in jeder Beziehung kontinuierlicheu 
Weise vor sich geht, so wird sich der bewegliche Punkt jedenfalls auch 
in solchen Punkten auf demselben Element fortbewegen, dessen Punkt- 
multiphzität v (und dadurch seinen Beitrag v — l zur Zahl e) man oft 
durch Abzahlung seiner Sclmittpunkte mit einer das Element schnei- 
denden Geraden oder Kurve bestimmen kann. Dazu wird die Erzeu- 
gung der Kurve als Punktort gewöhnlich ebensowohl Gelegenheit geben, 
wie zur Bestimmung der Ordnung. 

Man kann auch bisweilen, was wir z. B. in [18] getan haben, be- 
merken, daß der bewegliche Punkt mehrmals bestimmte Punkte passiert, 
die also Schnittpunkte verschiedener Elemente sein müssen. Die im 
voraus unbekannten Punkte, die mehrmals (gewöhnlich zweimal) vom 
beweglichen Punkt passiert werden, entziehen sich aber gewöhnlich 
einer solchen allgemeinen Betrachtung der Bewegung. Ihre Anzahl 
kann man aber nach der bereite ausgeführten Bestimmung der Ordnung 
und der — punktgeometrisch aufgefaßt - — mehrfachen Elemente finden, 
wenn es gelingt, das Geschlecht der Kurve zu bestimmen. Dies erreicht 
man unmittelbar, wenn die Erzeugung des Ortes ihre Punkte in gegen- 
seitig eindeutiger Weise den Punkten einer Kurve von gegebenem Ge- 
schlecht zuordnet. Ein nicht eindeutiges Entsprechen kann mittels des 
allgemeinen Geschlechtsatzes [6Ö] ebenfalls benutzt werden, wenn man 
die Fälle kennt, in welchen Punkte, die ein und demselben Punkt ent- 
isprechen, unter sich zusammenfallen. 

Das dualistisch entsprechende Verfahren kann man anwenden, um 
die Einhüllende der Geraden, die eine gegebene Bedingung erfüllen, 
näher zu bestimmen. Wir wollen hier einige Beispiele für diese Unter- 
suchung eines Punktortes oder eines Tangentenortes angeben. 

[77] Evolute einer gegebenen Kurve. Es sei gegeben eine 
algebraische, ebene Kurve c von der Ordnung », der Klasse «' und dem 
Geschlecht p, der wir nur getrennte Plückersdiß Singularitäten beilegen, 
■deren Anzahlen wir d, e, d' , e nennen. Wir setzen weiter voraus, daß 
die unendlich ferne Gerade weder diese Kurve berührt, noch durch 



y Google 



124 III- G OB chl echte ätze; a) Gesohlecht einer Knrve 

einen ihrer mehrfacheD Punkte geht, und daß die Kurve auch nicht 
durch die uuendlich fernen Kreispunkte gebt. Die der Evolute dieser 
Kurre Zugehörigen Zahlen werden wir mit N, N', P, D, E, D', E he- 
zeichnen. 

Die Klasse N' der Evolute dieser Kurve ist die Anzahl der Nor- 
malen, die man durch einen beliebigen Punkt an sie ziehen kann. Aus 
[29] folgt: 

(1) N' ==n-Y n'. 

Diese Zahl werden wir jedoch hier, wie in [59] 2 und [62], durch Ab- 
zahlung der von einem unendlich fernen Punkt B ausgehenden Nor- 
malen bestimmen, um daran die Bestimmung der etwaigen Wende- 
tangenten der Evolute oder überhaupt ihrer Elemente mit höherer Tan- 
gentenmultiplizität anzuknäpfen. Die n dieser n -\- n' Normalen , die 
selbst unendlich fern sind, können, wie wir schon wissen [62], nur ein- 
fache Taugenten der Evolute sein. SoUen zwei der n durch B gehen- 
den, nicht unendlich fernen Tangenten koinzidieren, so müssen auch die 
zwei Tangenten der gegebenen Kurve c, die auf der durch den unend- 
lich fernen Punkt jB bestimmten Richtung senkrecht stehen, koinzidieren. 
Dies geschieht nur, wenn die Tangente an c entweder diese Kurve in einem 
unendlich fernen Punkt berührt oder eine Wendetangente ist.^) Im 
ersten Fall ist die so bestimmte Tangente der Evolute nur eine ihrer «. 
unendlich fernen Tangenten, die, wie wir eben sahen, einfach sind; im 
zweiten Fall ist sie Normale von c in einem Wendepunkt. Eine solche 
zahlt nur für eine der Normalen von c, die durch einen nicht unendüeh 
fernen Punkt der Kurve gehen, Sie ist also nur einfache Tangente an 
die Evolute, die sie im unendlich fernen Punkt berührt. Die Evoiute 
hat also keine Wendetangente, geschweige denn Elemente mit höheren 
Tangentenmnltiplizitäten, und wir haben also 
{2} E'=0. 

Ana dem gegenseitig eindeutigen Entsprechen der Kurve c und 
ihrer Evolute folgt weiter, daß 
(3) P-j, 

ist. Die Übrigen Plücker nchea. Zahlen der Evolute können sodann 
mittels der Piäeierschen Gleichungen und der Formel für das Geschlecht 
durch die Zahlen der gegebenen Kurve ausgedrückt werden. Man findet 

E = 3(2« — n'-\- e') = 3(2«'— n -|- e), 

B' = \{n+ ny—\{^n-\-n'-\-e') = \{n + n'f - \{^n -\- n + e), 

D =\{Zn + ef — 11w + 4k' — 5e' = |(3«'-|-e)'~Hw'-|-4« — 5e. 



1) Die zwei in einer Doppeltangente zusammenfaüenden Tangeuten sind 
nicht koinzident [Sfil und geben auch verBcbiedene Iformalen. 
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Von den 3« + c' Selmittpunkten der Evolute mit der unendlich 
fernen Geraden sind die e' die Krümmungsmittelpunkte der Wende- 
punkte der gegebenen Kurve. Die übrigen 3m müaaen zu je drei den 
Elementen angehören, die den n unendlich fernen Elementen der ge- 
gebenen Knrve entsprechen. Da diese Elemente, wie schon bemerkt, 
jiie Tangentenmultiplizität 1 haben und die unendlich ferne Gerade 
je in drei Punkten schneiden, so ist ihre Punktmulfciplizität 2. Sie sind 
also Spitzen, Die Anzahl der nicht unendlich fernen] Spitzen ist dem- 
nach nur E — n oder 

5m--3K'-|-3e'= 6m'— 4« + 3e. 
Diese Punkte werden Mittelpunkte der Kreise sein, die Berührung 
dritter Ordnung mit der Kurve e haben. 

Da die unendlich ferne Gerade die Evolute in ihren w unendlich 
fernen Spitzen berührt, wird sie als \n{n — 1) Doppeltaugenten zu 
zählen sein. Die übrigen Z)'— !■«(« — 1) Doppeltangenten sind die 
Geraden, die zu der gegebenen Kurve je in zwei Punkten normal sind. — 
Die D Doppelpunkte der Evohite sind Krümmungsmittelpunkte je für 
zwei Punkte der gegebenen Kurve. 

Die Fälle, die wir durch unsere Voraussetzungen über die Kurve c 
aus unserer allgemeinen Untersuchung ausgeschlossen haben, lassen sich, 
wie wir in [9] bemerkt haben, als GrenzfäUe behandeln. Um die Evolute 
einer Parabel, die ja die unendlich ferne Gerade berührt, zu finden, kann 
man z. B. von der Evolute eines beliebigen Kegelschnittes ausgehen. 
Für diese geben unsere Formeln, daw = w'=2, d = e = d' = e''— p^-O 
ist, Jf - 6, A" = 4, E' - 0, i^ = 6, i) = 4, D' = 3, P = 0, woraus folgt, 
daß es vier Kreise gibt, die mit der Kurve Berührung dritter Ordnung 
haben (in den Scheiteln) und zwei Doppelnormalen (die Achsen), Wird 
4er Kegelschnitt eine Parabel, so geht eine der von einem beliebigen 
Punkt ausgehenden vier Normalen durch den unendlich fernen Punkt 
der Achse (den Berührungspunkt der Parabel mit der unendlich fernen 
Geraden, deren Normale unbestimmt ist). Äußer diesem Punkt wird die 
Evolute, als Tangentenort betrachtet, aus einer Kurve dritter Klasse be- 
stehen, die eine unendlich ferne Wendet-angente haben muß, da zwei der 
durch einen unendlich fernen Punkt gehenden drei Normalen unendlich 
fem sind und demselben Element angehören. Diese Kurve, die die 
eigentliche Evolute der Parabel ist, muß also [70] auch dritter Ordnung 
sein und eine Spitze haben. Als Punktort betrachtet, besteht die Grenz- 
kurve der Evolute des allgemeinen Kegelschnittes aus dieser Kurve und 
der dreimal zu zählenden unendlich fernen Geraden. Von nicht unend- 
lich fernen Singularitäten erhält man hier nur eine Spitze, den Krüm- 
mungsmittelpunkt des Scheitels. 

Mit den in [75] benutzten Bezeichnungen (die eine andere 
Bedeutung als sonst hier in [77] haben) wird der hier auf die Evolute 
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eines aUgemeinea Kegelschnittes angewandte Grenzübergang durch die 
Zahlen JV=3, iV'=l, £'= 0, _E= 5, D - 4, i)'= 3, ,* = 1, jt' == 2, 
c = 1, P^O charakterisiert, und diese befriedigen die Gleichungen 
in [75], — 

Auch den Fall, in welchem ein Doppelpunkt und eine Spitze der 
gegebenen Kurve zusammenfallen und eine Knotenspitze bQden, kann 
man natürlich als einen Grenzfall bebandeln. Dann wird die Evolute 
eine Wendetangente haben, die eine Doppelfcangente ersetzt. Gleich- 
zeitig wird die Evolute, als Punktort betrachtet, im Grenzfall aus der- 
selben Geraden und einer Kurve besteben, deren Ordnung (3m + e — 1) 
um 1 erniedrigt ist. Diese Entartung zeigt eben an, daß die Flücker- 
Bchen Zahlen mit den damit verbundenen Plücherschen Äquivalenten der 
höheren Singularitäten nicht allen abzählenden Fragen gegenüber dazu 
geeignet sind, eine gegebene Kurve zu defluieren. Um daher die Evolute 
einer' Kurve, die beliebige Singularitäten besitzt und der unendlich 
fernen Geraden gegenüber eine beliebige Lage einnimmt, zu studieren, 
ist es vorzuziehen, solche Fälle nicht als Grenzfälle eines solchen, in 
welchem nur die P^Äcitef sehen Zahlen gegeben sind, zu betrachten, son- 
dern direkt durch die bereits angewandte Methode zu behandeln. Es 
wird sich dann zeigen, daß der Einfluß eines singularen Elements durch 
seine Punktmultiplizität v und seine Tangentenmultiplizität v, sowie 
durch seine Lage in Beziehung zu der unendlich fernen Geraden, wenn 
nicht besondere Krümmungs Verhältnisse eintreten, bestimmt wird. Der 
Fall der Plückerschen Singularitäten wird in dieser Untersuchung in- 
begriffen sein. 

Ist das Kurveneiement mit dem Mittelpunkt Ä und der Normalen 
b nicht unendlich fern, so bleibt die Bestimmung der Klasse ,?^' = « + w' 
ganz unverändert. Es gilt dann nur, die Singularität des von der Nor- 
male b berührten Elementes der Evolute zu finden. Diese Normale b 
ist, wie aus unserer Bestimmung von N' hervorgeht, i-'-nial unter die 
von ihrem unendlich fernen Punkt C ausgebenden Tangenten an die 
Evolute mitzuzählen. Unter die von A selbst ausgehenden Normalen 
ist sie v-mal mitzuzählen, weil es den v Partialzweigen entsprechend 
V IM A benachbarte Punkte gibt, von denen aus man eine Normale 
ziehen kann. Das gesuchte Element der Evolute wird also [13], wenn 
v'> j- ist, die Tangentenmultiphzität v, die Punktmultiplizität v ~ v 
und als Mittelpunkt (Berührungspunkt von 6) den Punkt C haben; 
wenn v > v' ist, werden die MultiplizitSten v' und v — v sein, und der 
Mittelpunkt wird in den Punkt A fallen; ist v = v , so gibt diese Zahl 
auch die TangentenmultiplizJtät an, die Punktmultiplizität ist im all- 
gemeinen eins und der Mittelpunkt des Elements fällt weder in A noch 
in G. Hat die Kurve c ein solches Element, so muß man also die Glei- 
chung (2) beziehungsweise durch .E'= v — 1 oder durchE'^v'— 1 er- 
setzen. — Besonders wird die Normale in einer gewöhnlichen Knoten- 
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spitze {y = v = 2) Wendetangente der Evolute sein, und die Evolute 
geht durch die Spitzen (v — 2, v = 1) der Grundkurve. 

Wenn der Punkt A unendlich fern ist, ohne daß die Mitteltangente 
des Binguiärea Elementes der gegehenen Kurve seibat ins Üneadliehe 
rückt, so wird auch die Normale h nnendlich fern sein, und der Krüm- 
mungsraittelpuukt B wird in den unendlich fernen Punkt fallen, der 
durch die Geraden bestimmt wird, die auf der durch A gehenden Ge- 
raden senkrecht stehen. Die Gerade h wird dann i^v -{- i'')-nial unter 
die durch B gehenden Normalen des singulären Elements und wie vor- 
her f-mal unter die durch einen andereu unendlich fernen Punkt gehen- 
den Normalen zu zählen sein. S wird Mittelpunkt und h Mitteltangente 
eines Elements der Evolute mit den Multip lizitäten v -\- v und v Hein. 
Die Gleichung (2) wird also durch £'= v — 1 zu ersetzen sein. 

In diesen Fällen blieb die Gleichung (1), die ,A" ausdrückt, unge- 
ändert. Auch diese Zahl wird sich aber ändern, wenn die unendlich 
ferne Gerade selbst die Mitteltangente des singulären Zweiges mit den 
Multiplizitäten v und v' ist. Dann wird die Anzahl der durch einen 
willkürlichen Punkt Q der unendlich fernen Geraden gehenden Normalen 
der gegebenen Kurve, die nicht selbst unendlich fem sind, n' — v sein. 
Die Anzahl der durch einen Punkt ^ gehenden Normalen, die zu- 
sammen mit ö ins Unendliche rücken, ist dagegen n, und die Grenz- 
lagen der Schnittpunkte dieser Normalen mit der unendlich fernen Ge- 
raden sind in Beziehung auf die Kreispunkte mit den Punkten, in denen 
die unendlich ferne Gerade die gegebene Kurve c schneidet, harmonisch 
verbunden. Also ist (1) in diesem Fall durch W = n ■\- n ^ v zu er- 
setzen, und da K -H v' der genannten Schnittpunkte dem singulären Ele- 
ment der Kurve c angehören, so wird das entsprechende Element der Evo- 
lute die Tangentenmultiplizität v + v haben. Der Mittelpunkt dieses 
Elements ist in Beziehung auf die Kreispunkte mit dem Mittelpunkt 
des betrachteten Elements von e harmonisch verbunden. Von ihm gehen 
nur n — v' — V Normalen an c aus, die nicht unendlich fem sind, also 
n + V, die unendlich fern sind; im ganzen werden somit 2v + v der 
von ihm ausgehenden Tangenten an die Evolute ihrem singulären Ele- 
ment angehören. Seine Punktmultiplizität ist also v. Aus dem ge- 
fundenen Werte für die Tangentenmultiplizität folgt, daß (2) durch 
^' — V -\- v ~\ zu ersetzen ist. (Wie in dem vorhin betrachteten Fall 
einer Parabel wird also für v = v = \ E'— 1 sein). 

In allen den genannten Fällen ist (3) das Geschlecht P dem Ge- 
schlecht^ der gegebenen Kurve gleich; darnach kann man die übrigen 
Plüeker 3ch.ea Zahlen bestimmen. Bei der Anwendung dieser Zahlen muß 
man jedoch noch Rücksicht auf die Spitzen, Doppelpunkte und Doppel- 
tangenten nehmen, wozu das gefundene singulare Element der Evolute 
selbst Anlaß gibt. 
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Hat die gegebene Kurve mehrere singulare Elemente, so kann man 
alle diese auf ähnliche Weise berücksichtigen. 

Wir haben jedoch hier den Fall nicht berücksichtigt, wo die ge- 
gebene Kurve durch einen unendlich fernen Kreispunkt geht. Dann ist 
jede durch diesen Punkt gehende Gerade eine Normale, und der Punkt 
selbst also ein Teil der Eyolute, diese als Tangentenort betrachtet. 
Die durch Ausscheidung dieses Punktes erhaltene eigentliche Evolute 
läßt sich aber durch die gewöhnlichen Methoden untersuchen. Als 
Übungsbeispiel schlagen wir die Untersuchung der Evolute einer 
Kurve vierter Ordnung vor, die in den Kreispunkten Spitzen hat, oder 
in den Kreispunkten die unendlich ferne Gerade berührt, 

[78] Andere Anwendung. Um auch ein Beispiel zu haben, bei 
dem der allgemeine Geschlechtsatz zur Bestimmung eines Ortes nötig 
ist, werden wir eine gegebene Kurve c von der Ordnung n und der 
Klasse «' durch die Strahlen eines Büschels mit dem Scheitel Ä schnei- 
den und den Ort der Schnittpunkte der Tangenten untersuchen, die in 
den Schnittpunkten der Kurve e mit den Strahlen des Büschels an diese 
gelegt werden können. Wir wollen dabei voraussetzen, daß die Kurve c 
zwar Doppelpunkte, aber sonst keine (punktgeometrisch) mehrfachen 
Elemente (auch keine Spitzen) habe, und daß der Punkt Ä eine ganz 
willkürliehe Lage in Beziehung auf die Kurve c einnehme. 

Die Ordnung N dieses Ortes bestimmen wir jedoch hier noch nicht, 
da diese Bestimmung am leichtesten durch das Korrespoadenzprinzip 
geschieht; in [103] werden wir mittels dieses Prinzips finden, daß 

ist. Da unter den gemachten Voraussetzungen wenigstens die eine der 
Tangenten, die sich in einem Punkt des gesuchten Ortes schneiden, hier 
diesen Ort nur in einem Punkt schneidet, hat der Ort keine (punktgeo- 
metrisch) mehrfachen Elemente. Also ist, wenn JE die Plückereciie Zahl 
der Spitzen dieses Ortes ist, 

£ = 0, 

Um das Geschlecht P des Ortes zu bestimmen, sehen wir zu, in 
welcher Weise sich die Strahlen des Büschels und die Gruppe der zu 
einer solchen gehörigen ^«(w — 1) Punkte des Ortes entsprechen. Man 
kann dann in die Formel [65] (11) die folgenden Werte einsetzen 

J'i=0, P,-P, «1=1, «,= X«-1), ri, = 0, %=«'(«-2) 

und findet so 

2(P- 1) = «'(« - 2) - «(« - 1). 

Sodann kann man die übrigen Plüchersahen Zahlen bestimmen. Die 
Doppelpunkte werden jedoch von doppelter Art sein, nämlich erstens 
eigentliche Doppelpunkte, von zwei Elementen gebildet, die versehie- 
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denen Gferaden des Büschels entsprechen, und zweitens solche, die zu 
dreien in dreifachen Punkten Kueammeof allen, nämlich die Schnittpunkte 
dreier Tangenten, die an die Kurve c in Schnittpunkten mit ein und 
derselben Geraden des Büschels gelegt werden. Auch die letztere dieser 
Zahlen werden wir mittels des Korrespondenzprinzips bestimmen [103]. 
Nachher kann man dann auch die Anzahl der eigentlichen Doppel- 
punkte finden, — Übrigens wird die gesuchte Kur™ auch eine beson- 
dere Art von Wendetangenten haben, nämlich die n'(n — 2) Tangenten 
die an die Kurve c in ihren Schnittpuniiten mit den n' durch i gehen 
den Tangenten an dieselbe Kurve (vgl. [103]) gelegt werden können 
Diese Anzahl muß man von der Plückersahen Zahl der Wendetangtnten 
der gesuchten Kurve abziehen, um ihre übrigen Wendftai genten 
zu finden. 

Die Fälle, in welchen entweder die Kurve c mehrfache Elem^-ite 
besitzt, oder der Punkt A besondere Lagen, z. B, auf der Verbindnn^sge 
raden zweier Wendepunkte, einnimmt, können entweder durch Unter- 
suchung von Grenzübergängen, bei denen sich gewisse Teilkurven aus- 
scheiden können, oder direkt durch dieselbe Methode behandelt werden. 
Im letzteren Fall mttß man statt [65] (11) die Formel [65] (10) benutzen.^) 

[79] G«8Cblecht eines co^-&«hen Systems ebener Kurven. 
Alle hier bebandelten numerischen Bestimmungen einer Kurve lassen 
sich unmittelbar auf die diese projizierenden Kegel übertragen. Für 
das Geschlecht kann man noch weitergehen. Den Kurven (c) eines alge- 
braisch bestimmten oo '-fachen Systems ebener Kurven werden nämlich die 
Punkte einer ebenen Kurve k gegenseitig eindeutig entsprechen. Diese 
kann z. B. die Einhüllende der Polarachsen [19] eines festen Punktes Ä 
in Beziehung auf die Kurven des Systems sein. Diese entsprechen den 
Kurven eindeutig. Daß die Kurven auch den Punkten P der Kurve* Ä 
oder ihien Tangenten eindeutig entsprechen, kann man wenigstens durch 
geeignete Wahl des Punktes A erreichen, Es sei nämlich die Gerade 
a die Polarachse eines Punktes Ä in Beziehung auf eine bestimmte 
Kurve des Systems, Dann ist es eine doppelte Bedingung, daß sie auch 
seine Poiarachse in Beziehung auf eine andere bestimmte Kurve, eine 
einfache Bedingung, daß sie seine Polarachse in Beziehung auf irgend- 
eine andere Kurve des Systems sei. Die Punkte A, die letztere Bedin- 
gung erfüllen, liegen auf einer Kurve, Es genügt uns also jedenfalls, 
Ä außerhalb dieser Kurve anzunehmen. 

1) Dabei m B beachtet w rden daß i e Punkte denen 1 e Zihl ß ent 
spricht, wirklich demselben Element dp b^ u hten Drtes angeh rPn Da oh 
dies in einer Äbhandlnng m Bullet n des &c en e Mathemat v,e ser t XI 
p, 82 — 86, wo i h d eselbe on Sie er gestellte t rige behandle eraHumt habe 
wird das S, 84 ( n der M tte; angeg-ehene Bes iltat ngenau Überhaupt genügt 
es nicht, die Punktmult pl z tat e nea tleniPntea der ge^Pbenen Tu o zu kennen 
um seinen Einfluß aut dia &e chle ht (es Ortes est mmeii 
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Das Geschlecht st einer Kurve, deren Punkte P gegenseitig ein- 
deutig den Kurven (c) eines oo^-fachen Systems entsprechen, werden 
wir das Geschlecht des Systems nennen. Löst eich diese Kurve in 
mehrere auf, so wird sich das System entsprechend in mehrere auflösen. 

Wir werden nun die allgemeine Geschlechtsformel [65] (10) auf das 
Eütsprechen der Punkte P der Kurve Ä oiit den Punkten Pj , in denen die 
den Punkten P entsprechenden Kurven c eine andere Kurve c^ treffen, 
anwenden. Diese sei von der Ordnung «j , der Klasse «J, dem Geschlecht Pj ; 
wir legen ihr singulare Elemente mit den Multiplizitaten v^ und v[ bei. 
Die Kurven des Systems seien von der Ordnung n, der Klasse «'. Die 
Einhüllende der Kurven des Systems sei von der Ordnung r und der 
Klasse r'. Weiter bezeichnen wir, wie zn [17], mit ji und jt' die Cha- 
rakteristiken des Systems, d. h. die Anzahlen der diesem angehörenden 
Kurven, die beziehungsweise durch einen gegebenen Punkt gehen oder 
eine gegebene Gerade berühren, und mit q die Anzahl derjenigen, die 
die Kurve c, berühren. Wir nehmen an, daß c^ ganz unabhängig von 
dem System gewählt sei. Noch müssen wir beachten, daß das System 
stationäre und vielfache Kurven enthalten kann, d. h. solche Kurven, die 
beziehungsweise für mehrere der durch einen wiilkürhchen ihrer Punkte 
gehenden (t Kurven zu zählen sind oder jede Gerade in mehreren zu- 
sammenfallenden Punkten sehneiden. Da es oft nur ein Teil einer System- 
kurve ist, der diese Eigenschaften hat, nennen wir die Ordnung einer 
solchen Teilkurve t(^n), ihre Klasse t'(^n'), und nehmen an, daß ij 
der ft durch einen ihrer Punkte gehenden Systemkurven zusammenfallen, 
und daß sie jede Gerade (f-mal) in 9- zusammenfallenden Punkten schneidet. 
Für jede dieser Kurven haben i; und & auch die dualistisch entspre- 
chende Bedeutung. Doch ist zu beachten, daß, weil die Ordnung eines 
Punktes und die Klasse einer Geraden null ist, ein Punkt aliein als 
Tangentenort, eine Gerade allein als Punktort auftritt. 

In die Formel [65] (10) sind also die folgenden Werte einzusetzen; 

P^=3t, i>3=i>i, «l=ft, «^=«»1, 

und in den folgenden Fällen wird ß, — ß (das ß,^ — ß^ in [65] (10) er- 
setzt) von verschieden sein: 

1. Wenn P der Kurve c entspricht, die die Einhüllende in einem 
ihrer rn^ Schnittpunkte P^ mit Cj berührt, ist ß ^ 2, ß^^ 1. 

2. Wenn Peiner der p Kurven c entspricht, dieCj (in einem Punkt Pj) 
berührt, ist /S = 1, ß^ = 2. 

3. Dem Mittelpunkt P, eines singulären Elements von Cj entsprechen 
II Punkte P; für ein solches Paar P, P^ ist ß ^ 1, ßi = v^. 

4. Wenn P einer Kurve c entspricht, von welcher eine Teilkurve die 
Kurve Cj in n^t Punkten Pj schneidet, ist für ein solches Punktepaar 
P, P^,ß^ri, f5, = *. 

Dagegen üben etwaige mehrfache Punkte, die auf allen Kurven 
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des Systems vorkommen, keinen Einfluß aas. Ist nämlich P^ ein Schnitt- 
punkt des Ortes eines solchen 6-fachen Punktes mit c^, P der Punkt, der 
der Kurve c entspricht, die in P^ einen ff-fachen Punkt hat, so gehören 
zu dem Pnnktepaar P, P^ die Werte (5 = ^^ = e, also /Jj - ^ = 0. 
Durch Einsetzen der ermittelten Zahlen findet man: 

(1) -r«^-|-p-!-^^(i'j-l)-|-«:^^(S--^) = 2,i(p,^l)-2nM^(.T-l). 
Ist die Kurve e, eine Gerade, so wird «^ = 1, j)^ = 0, p ■= fi, ^(r, — 1) = 0. 
Man findet also 

(2) 2»(«-l)-r-^((»^, )-;.'- 2^, 
und sodann durch Einsetzen in (1) 

(3) e = n^yJ -\- iii^2{p^— 1) —^{v^— 1) + 2«i) = »i/+ »>, 

ein Resultat, das wir schon in [29] auf andere Weise gefunden haben. ^) 
Die Gleichung (2) gibt uns einen Ausdruck für das Geschlecht des 
Systems. Sind die Kurven des Systems Gerade, die Umhiillungskurve 
also ein gewöhnlicher Tangentenort, so muß man, um die einem solchen 
entsprechenden Bezeichnungen von [65] zu erhalten, in (2) w = 1, fi •= n, 
ji'=0, r = n, '=!, ^^1, t; = v', 3i=jp setzen und findet dann wieder 
für das Geschlecht des Tangentenortes den Ausdruck 

2(> - 1) = « +^(1-'- 1) - 2«'. 

Das dualistisch entsprechende Verfahren ergibt zur Bestimmung des 
Geschlechts eines Systems die Formel 

(4) 2« V - 1) = r'-^i'i^ - ^) - f - 2/. 

Wendet man dieses Verfahren auf ein System von Punkten ft = an, 
so gilt dieser Ausdruck auch für einen Punktort [65] (9), 

Durch Gleichsetzen der Äusdriicke (2) und (4) für das Geschlecht 
eines Systems findet mau 

(5) n\r -^t{& -n)- fi'~ 2fi) = K(r'-^:r(* - ij) - ^ -2ft') . 

[80] Auweuduugf auf das System von Ee^elscfauitten, die 
durch drei feste Pimkte gfeheu und eine Kurve berühreu. Da 

es beziehungsweise ein, zwei, vier Kegelschnitte gibt, die durch vier Punkte 
gehen, oder durch drei Punkte gehen und eine Gerade berühren, oder 
durch zwei Punkte gehen und zwei Gerade berühren, so hat [79] (3) 
das System von Kegelschnitten, die durch drei Punkte gehen und eine 
Kurve C„ berühren, die Charakteristiken ft -= w^ + 2n^, fi'= 2n[ + 4n;. 

1) Als Übungsbeiepiel empfiehlt es gjch, ohne das Geschlecht des Systems 
zu benutzen, den Ausdmck (3) durch Anwendung des allgemeinen Geschleclit- 
saties auf das Entsprechen zwischen den Schnittpunkten der Kurven des Systems 
mit der Kurve c^ und mit einer Geraden 



y Google 



132 III. Geschlechtsätze; a) Geschlecht einer Kurve 

Da die Kegelschnitte des Systems den Punkten der Kurve e„ (1, l)-deutig 
entsprechen, so ist das Geschlecht ;r des Systems dem Geschleciit p^ der 
Kurve gleich. Diese Kurve ist zusammen mit den drei festen Punkten 
Einhüllende der Kegelschnitte; also ist r ^ n^. Außerdem ist n — 2. 
Die stationären Kurven des Systems sind doppelter Art, nämlich 1. die 
Kegelschnitte, die mit c„ Berührung 2'" Ordnung haben, und 
deren Anzahl wir x nennen wollen, und 2. Teile gewisser, aus zwei Ge- 
raden bestehender Kegelschnitte. Sind nämlich A, B, C die drei gegebenen 
Punkte, so werden die durch einen Punkt P der Geraden AB gehenden 
Kegelschnitte des Systems aus dieser Geraden und einer durch C gehen- 
den geraden Linie bestehen, die entweder durch einen der % Schnitt- 
pankte der Geraden AB mit Cj gehen oder eine der n[ Tangenten von 
C aus an Cj sein muß. Da nun fi = 2«^ + «J ist, sind die n^ ersten dieser 
zusammengesetzten Kegelschnitte je doppelt zu zählen. AB ist also «j- 
mal als stationärer Zweig einer Kurve des Systems zu zählen, ebenso 
BC und CA. Für alle diese stationären Kurven oder Teilkurven hat 

man fl- = 1, j; == 2; also ^^(■& — tj) = —^(0 ^x — Sn^. Durch 

Einsetzen dieser Werte in [79] (2) findet mau 

x^2{p^^ Ij-f 2«i-i-2»;=3M;-{- ßi-Sw^-f <, 

wo gj und e[ die P/wc/.'erschen Zahlen ^(v, — 1) und ^(v,— 1) der 
Spitzen und Wendetangenten der Kurve c„ sind,^) 

[81] Auwendungf auf EurvenbÜBchel. Die Kurven c^ eines 
Buscheis n"" Ordnung entsprechen auf gegenseitig eindeutige Weise den 
Pimkten einer Geraden. Ihr System ist also vom Geschlecht x — 0. Es 
hat die Charakteristik ft >" 1. Die Einhüllende, die aus den m* festen 
Punkten des Büschels besteht, ist von der Ordnung r = und von der 
Klasse r'= n^. Der Büschel enthält, wenn man seine Kurven als Punkt- 
örter betrachtet, im allgemeinen keine Kurve mit mehrfachen und, da 
^ = 1 ist, auch keine mit stationären Teilkurven. Also ist ( = und 
^t(& - ij) = 0. Die Formel [79] (2) ergibt also /t'= 2(» — 1), Dieses 
Resultat haben wir zwar bereits auf andere Weise gefunden [34], und es 
wird sich auch als eine unmittelbare Folge des Korrespondenzprinzips 
ergeben. Aus der gegenwärtigen Beweisführung geht aber hervor, daß 
eine Kurve, die eine Gerade in y zusammenfallenden Punkten trifft, 
(j' — l)-mal unter die /i' diese Gerade berührenden Kurven des Büschels 
mitzuzählen ist; auf ähnliche Weise läßt sich der vorliegende Beweis des 
Ausdrucks [79] (3) für p benutzen (vgl. übrigens [15]). 



1) W»nn ea sith nur darum h^^delt die Anzifal x zu finden si kennte 
man sii^b damit bp^n ii,en ohne \om Gesfhleeht des Svstema iii sprechen den 
aljgememen Geschleehtoatz auf die Beruhruag-ap unkte der Kegelschnitte des 
Svitfms mit c, und ihre Schnittpunkte mit einer wiUl irlii-tien (xerid-n anau 
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In der Formel [79] (4) ist, wenn der Büschel allgemein ist, noch 
«'= « (w — 1} nnd r'= n* zu setzen. Man findet dann 

Diese Anzahl wird, wie wir auch früher [35] 1 bewiesen haben, im 
allgemeinen den Kurven mit einem Doppelpunkt entsprechen, denn im 
allgemeinen kommen nur solche vor und für diese ist §■ = 2, i; = 1. Die 
hier bewiesene Formel zeigt aber, daß eine etwa im Büschel vorkom- 
mende Kurve mit einem ö-faehen Punkt, der die Klasse um ö erniedrigt, 
(e — d + 1)-Mial mitzuzählen ist. Für einen solchen Punkt {t' = 1) ist 
nämlich & = fl, i) = iJ— 1; denn wir sahen eben, daß sie (d — l)-mal unter 
die (i Kurven, die eine willkürliche durch diesen Punkt gehende Gferade 
berühren, mitzuzählen ist. Püi- einen Doppelpunkt ist e = ij = 2, für 
eine Spitze fl = 3, 8^2, für einen gewöhnlichen dreifachen Punkt 
ff= 6, S = 3. 

Auf ähnliehe Weise kann man durch Benutzung der Formeln (2) 
und (4) auch andere Singularitäten des Büschels berücksichtigen. Ist 
dieser z. B. durch eine «-fache Gerade g und eine beliebige Kurve «'" 
Ordnung bestimmt, d. h., haben die Kurven des Büschels in n Punkten 
]3 einer Geraden Berührung (n — 1)'™ Ordnung miteinander, so hat man 
jt = 0, ^ = 1, r = 0, ^t{& — t;) = « — 1, und man findet sodann aus 
[79] (2)^'=« — 1. 

Die Teükurven, die zu beachten siud, wenn die Kurven des hier zu 
untersuchenden Büschels als Tangentenörter betrachtet werden, sind jetzt 
neben den a; Kurven mit Doppelpunkten, die immer je einmal in_^i!'(ö'—i;) 
mitzuzählen sind, die n festen Punkte J5 der Geraden g. Da die n(n — 1) 
Tangenten, die von einem willkürlichen Punkt G aus an die mit g zu- 
sammenfallende w-fache Kurve des Systems gehen, z je ) ^ 1 n t den 
« Geraden C3 zusammenfallen, hat jede dieser Teilku ^ en d e "M Itipli- 
zität ■& = w — 1. Die Anzahl i; mit der K-fachen Cer len z sammeu- 
fallender Kurven des Büschels, die eine willkürliche duich i gehende 
Gerade berühren, ist 1; denn durch eine einfache 'Anwendung des 
allgemeinen Geschlechtsatzes findet man, daß w — i, alho ^ — 1 
andere Kurven des Büschels dieselbe Gerade berühren. Also wird 
^t'(^~fj) = x-\-n(n — 2), Da es keine andere Einhüllende gibt, muß 
man femer r' = in die Formel [79] (4) einsetzen. Diese Formel gibt 
dann, da n' =n{n — 1) ist, a: = (« — 1)^, Dies ist also die Anzahl der 
eigentlichen Kurven mit Doppelpunkten in diesem speziellen System. 

Wenden wir dieses Resultat auf den Büschel der Kurven dritter 
Ordnung an, die drei auf einer Geraden g liegende Wendepunkte A, B, 
C und in diesen dieselben Wendetangenten a, h, c haben. Der Büschel 
muß vier Kurven mit Doppelpunkten enthalten. Von diesen fallen drei 
mit der aus den Geraden a, b, c gebildeten Kurve zusammen, da diese 
selbst drei Doppelpunkte hat. Es wird also noch eine Kurve übrig sein 
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mit den Wendetaagenten a, &, c und den Wendepunkten Ä, JB, C und 
mit einem Doppelpunkt. Diese eindeutige Bestimmung drückt aus, daß 
sieh dieser Doppelpunkt linear konstruieren läßt, wenn die Geraden a, 
b, c und g gegeben sind. Da die Konstruktion auch in Beziehung auf 
a, bj c symmetrisch sein muß, ist dies nur dann möglich, wenn der Doppel- 
punkt der Schnittpunkt der Polaren der Punkte A, B und C in Bezie- 
hung auf die Geradenpaare he, ca und ab ist. Daß diese Konstruktion 
richtig ist, folgt auch aus bekannten Eigenschaften der Kui-ven dritter 
Ordnung; wir sehen aber hier, daß die abzählenden Methoden genügen, 
um sie zu entdecken und beweisen. Gehen a, b imd c durch einen Punkt, 
so haben wir hier auch ein Beispiel für ein soeben bewiesenes Resultat, 
nämlich dafür, daß, wenn eine Kurve eines Büschels einen dreifachen 
Punkt hat, vier der 3 (« — 1)' Doppelpunkte der Kurven des Eüschels 
in diesem Punkt zusammenfallen. 

[82] Sytöm von Kurven mit der Charakteristik ft = 2. Auch 
die ebenen Kurvensysteme mit der Charakteristik ;i = 2, für welche wir 
schon in [24] die Ordnung r = 2n der Einhüllenden gefunden haben, 
sind vom Geschlecht a = 0. Halten wir nämlich eine Kurve c^ des Systems 
fest, so wird durch einen Punkt P dieser Kurve nur noch eine weitere 
Kurve des Systems gehen, die mit c„ eine Gruppe von n' Schnittpunkten 
(P inbegrifPen) bestimmt. Durch diese Gruppe und einen außer c„ liegenden, 
festen Punkt Ä ist eine neue Kurve »'""' Ordnung Ä„ bestimmt. Die 
Kurven }c^ bilden ein System mit der Charakteristik ;* = 1 ; denn durch 
einen Punkt der Kurve c„ geht nur eine solche Kurve. Ein solches 
System ist ein Büschel [37J. Die Kurven des gegebenen Systems ent- 
sprechen gegenseitig eindeutig den Schnitt punktgruppen auf c„, also 
den Kurven fc^ eines Büschels. 

Somit ist das Geschlecht :t — 0. Das System wird, wenn die Kurven 
als PunktÖrter betrachtet werden, im allgemeinen weder mehrfache noch 
stationäre Teilkurven enthalten. Wir können also voraussetzen, daß 
^t(& — »?) = ist. Setzt man die hier genannten Werte in die Formel 
[79] (2) ein, so findet man ji'=4(w— l). Dieses Resultat läßt sich auch 
leicht durch das Korrespondenzprinzip beweisen (Kap. IV). 

In einem System mit willkürlicher Charakteristik (i fallen im all- 
gemeinen zwei der (i durch einen beliebigen Punkt P der UmhüUungs- 
kurve gehenden Kurven zusammen. Ist P eine Spitze der Umhüllungs- 
kurve, so fallen im allgemeinen drei, und ist er ein Doppelpunkt, zwei- 
mal zwei zusammen [15], wenn nicht dieser Punkt entweder selbst ein 
fester Punkt der Kurven des Systems, also ein Teil der Einhüllenden, 
oder ein Doppelpunkt einer Systemkurve ist, die in dieser Weise als 
Berührungakurve beider Zweige der Einhüllenden betrachtet werden kann. 
Tritt keiner dieser Spezialfälle ein, so wird, weim fi = 2 ist, die Ein- 
hüllende keine Doppelpunkte haben, ebensowenig Spitzen oder andere 
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mehrfache Punkte, Im allgemeinen Hat man also [12] für ^ — 2 die Be- 
ziehung r'=r(r-l)^2«(2w-l). 

Setzt man die gefundenen Werte und «'= « (» — 1) in [79] (4) ein, 
so ündet man 

^t'(»-7i) = 6(n-iy, 

und diese Anzahl x wird, wie in [81], im allgemeinen den Kurven mit 
Doppelpunkten zugehören. Die Anzahl dieser Punkte, die in einen et- 
waigen komplizierteren singulären Punkt fallen mögen, wird nach der 
in [81] für einen Büschel gefundenen Regel bestimmt. 

Die aligemeine Geechlechtsformel kann auch benutzt werden, um 
die Anzahl 1/ der Kurven des Systems zu finden, die mit der EinhüUen- 
denzwei zusammenfallende Berührungspunkte, also Berührung dritter Ord- 
nung haben. Die Einhüllende ist [70] (3) vom Geschlecht (2« — 1) {« - 1). 
In die Formel [65] (11) sind also folgende Werte einzusetzen: 
Pi~ 0, j)a = (2« — 1)(« — 1), «i^ 1, a^ = n^, %^ 0, %^ y. 

Man findet dann 

y = 6m(« — 1). 

[83] System von Eegelschultten, die eine Kurve vierter 
Ordnnugf viermal berühren. Der in der Untersuchung von [82] in- 
begriffene Fall, in welchem w = ä und daher die Ordnung der Einhüllen- 
den vier ist, erhält dadurch besonderes Interesse, daß diese Einhüllende 
eine ganz beliebige Kurve vierter Ordnung k^ sein kann. Eine solche 
Kurve hat nämlich jedenfalls unendlich viele, viermal berührende Kegel- 
schnitte, da ein solcher nur vier Bedingungen unterworfen wird. Sei c^ 
einer dieser Kegelschnitte. Der durch seine vier Berührungspunkte gehen- 
de Büschel von Kegelschnitten wird dann auf \ Gruppen von vier 
Punkten ausschneiden, in welchen k^ von Kegelschnitten berührt wird 
(vgl. [37] und [48] 2). Diese Kegelschnitte bilden ein oc'-faches System 
mit der Charakteristik ^ = 2, denn durch jeden Punkt der Kurve k^ 
gehen zwei (zusammenfallende) Kegelschnitte des Systems und nur 
diese. Der Kegelschnitt Cj gehört diesem System an, und da Cj unter den 
viermal berührenden Kegelschnitten willkürlich gewählt war, verteilen 
sich alle viermal berührenden Kegelschnitte auf solche oo^-fache Systeme 
mit der Charakteristik (j. = 2, 

Für ein solches System werden die in [82] gefundenen Anzahlen 
iT = 6, y = 12. Die sechs Kegelschnitte mit Doppelpunkten müssen je 
aus zwei Doppeltangenten gebildet sein. Solche hat die Kurve 2S [70]. 
Sie bilden im ganzen | ■ 28 ■ 27 Kegelschnitte mit Doppelpunkten, und 
da sechs dieser Kegelschnitte jedem System angehören, gibt es 63 Systeme. 
Zusammengenommen bilden diese Systeme ein oo^-faches System mit 
den Charakteristiken (t — 126, ft'= 252. Wir werden später [173] sehen, 
wie man diese Zahlen finden kann, ohne dabei die Spaltung in 63 Systeme 
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zu beachten,^) Wären fi und ii' so bestimmt worden, BO könnte die 
Gescbleehtsformel [79] (2) eben auf die Zerlegung des Systems führen. 
Man müßte dann, neben den genannten Werten von /i und /t', r =4 ■ 63 = 252 
setzen, weil k^ in jedem Punkt YOn 63 yiermal berührenden Kegel- 
schnitten berührt wird; da es unter den viermal berührenden Kegel- 
schnitten weder stationäre oder mehrfache noch solche gibt, dio sta- 
tionäre oder mehrfache Teilkurven enthalten, ist ^t(&~Tj) = 0. Man 
findet dann n: — 1 = — 63; also ist nach Artikel [67], der auch auf das 
Geschlecht eines Systems anwendbar sein muß, das System zusammen- 
, und 

ji ~ 1 = n;, + sr^ -H ■ ■ %— ^ 6^', 

wo k die Anzahl, »j, jt^, . . % das Gesohlecht der einzelnen Systeme ist. 
Von diesen gibt es höchstens 63, weil wenigstens zwei zusammen- 
fallende Kegelschnitte jedes Systems durch einen Punkt der Kurve 
gehen und ji = 126 ist. Da weiter n^, x^, . - ■ % alle ^ sind, muß 
sieh b — QS und jCj = Jtj = ■ ■ jTj = ergeben. 

An diese allgemeine Behandlung der viermal berührenden Kegel- 
schnitte einer allgemeinen Kurve vierter Ordnung kann man durch Grenz- 
übergänge jene Fälle anschließen, in welchen die Kurve singulare Punkte 
hat oder gar aus Kurven niedrigerer Ordnung zusammengesetzt ist. In 
solchen Fällen werden mehrere der 63 Systeme unter sich zusammen- 
fallen. 

[84] Anwendung: ^^b G-eschlechtsatzes und der JPlücker- 
scheu rormeln auf Baumkurven. Die Geschlechtsätze lassen, sich 
natürlich auch auf räumliche Aufgaben anwenden. Dies brauchen wir 
jedoch nicht an vielen Beispielen zu erläutern; denn teils sind die An- 
wendungen dieser Art mit den bereits betrachteten planimetrischen An- 
wendungen nahe verwandt, teils sind ihre Resultate unmittelbare Folgen 
der bereits gefundenen planimetrischen Ergebnisse. 

So sind z.B. die Geschlechtsformeln, die Plückerschen E^ormeln 
und die Erweiterungen dieser Formeln, die man durch Berücksichtigung 
höherer Sigularitäten erhält ([69] — [71]), unmittelbar anwendbar erstens 
auf die Projektion einer Raumkurve auf eine Ebene, zweitens auf ebene 
Schnitte der von ihren Tangenten erzeugten abwickelbaren Fläche. Wir 
haben nämHch schon in [14] angegeben, welche Singularitäten dieser 
ebenen Kurven gegebenen Singuiaritären der Raumkurve entsprechen. 
Auch ist das Geschlecht der einen dieser Kurven wegen des gegenseitig 
eindeutigen Entsprechena dem der anderen gleich und kann das Ge- 
schlecht der Raumkurve genannt werden. Da wir uns öfters, wie schon 
früher [33], [64], mit Eaumkurven von der Ordnung n mit h scheinbaren 
Doppelpunkten beschäftigen werden, die (wenn auch verschiedenen 

1) Man kann die genannten Zahlen auch aus der Betrachtung dee Falles 
finden, in welchem die Kurve vierter Ordnung was vier Geraden besteht 1 26], 



y Google 



[84] Anwendung auf Raumkurven 137 

Gattungen angehörend) als punktgeometriach allgemein [7] auf- 
gefaßt werdea können, so wollen wir hier besonders für diese das Formel- 
system aufstellen, das man auf die genannte Weise erlangt. Wir nennen 
wie in [7] das Geschlecht p, den Hang «', die Klasse des abwickelbaren 
Orts der Tangenten )*", und bezeichnen weiter mit a; die Ordnung der 
Doppelkurve dieser abwickelbaren F^ehe, mit x" die Klasse der durch 
die Doppeltangentialebenen der Kurve erzeugten abwickelbaren Fläche, 
mit A" die Anzahl der Schnittlinien zweier Schmiegungsebenen, die in 
einer gegebenen Ebene liegen, und mit e" die Anzahl der „stationären'' 
Schmiegungsebenen der Kurve"^), d. h. die Anzahl der Ebenen, die die 
Kurve in vier konsekutiven Punkten schneiden. (Die Singularität der 
letzteren Ebenen wird in [14] durch die Zahlen v = \,v' ■='\., v" ^2 
charakterisiert.) Die Anwendung der P/wc/rer sehen Formeln auf eine 
Projektion liefert nun 

[ n{n- l) = «-!-2A, 
(1) w'f«'-l) = « + 2a:"-(-3M" 

1 «" = 3 («' — «) . 

Die Anwendung auf einen ebenen Schnitt der abwickelbaren Fläche ergibt:: 

In(n' — 1) — n" + 2ic + 3« 
«"{«" - 1) = «' + 2Ä" + 3e" 

Der Ausdruck für das Geschlecht liefert weiter: 

(3) 2(7) - 1) = «'- 2« =- M + «"- 2«'= n-\-e"~ 2n", 

(was jedoch keine neue Relation zwischen den übrigen Zahlen bedeutet). 
Unter den hieraus folgenden Gleichungen heben wir jedoch 

(4) c"= 2{n" ~ n) 

hervor. Wir sehen, daß die hier genannten Zahlen durch n und h voll- 
ständig bestimmt sind. So wird z, B. 

n'-= n^— n — 2h 
w"^3(«ä-2»-2A). 
Der allgemeine Geschlechtsatz [65] kann weiter benutzt werden, 
um andere zu der Kurve gehörige Zahlen zu bestimmen, z. ß. die An- 
zahl v" der Schmiegungsebenen, die die Kurve noch einmal berühren. 
Wir betrachten dann die Korrespondenz zwischen einem beliebigen Punkt 
Pj der Kurve und den w — 3 Punkten P^, in denen die Sebmiegungs- 
ebene in P^ die Kurve außerdem noch schneidet. Da durch den Punkt P^ 
außer der zu ihm selbst gehörigen Schmiegungsebene noch «" — 3 weitere 

venden, wird iu f86J 
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Schmiegunga ebenen gehen [14], und da Pj und Pj beide auf der gege- 
benen Kurve vom Geschlecht p liegen, hat man mit den Bezeichnungen 
Too [65] 

Pi = Pi''P, «1 - «"- 3. «3= « ~ 3. 
Zwei der w — 3 einem Punkt P^ entsprechenden Punkte I\ werden stets 
zusammenfallen, wenn die Schmiegungaebene in P^ eine der v" gesuchten 
Ebenen ist, und nur dann. Zwei der n" — 3 einem Punkt Pj entsprechen- 
den Punkte P^ fallen zusammen, wenn P^ entweder einer der e"(n~4) 
Schnittpunkte einer stationären Schmiegungsebene oder ein Punkt ist, 
in dem die Kurve von der Tangente in einem anderen Punkt P, getroffen 
wird. Nun haben wir früher (in [ö4]) gesehen, daßesi; = M(«' — 2) — 2w" 
(= n(7i — 2)(n — 5) ~ 2k{.n~G)) Tangenten gibt, die die Kurve noch 
«inmal schneiden. Also muß man in der Formel [65] {11} 

ij^= e"(n — 4) + n(n' — 2) — 2n", '^g— v" 

setzen. Dadurch findet man 

v"=2(p— \)(n"~nj + e'(n~4) + n(n'-2) — 2n" 

- 3[w(w= - 3n' - 8« + 22)- 2M2n^-5n - 10} + iÄ^]. 

[85] Die dnallstisoheti Formeln von Cayley. Eben die All- 
gemeinheit des Ausgangspunkts erlaubt es, durch geeignete Grenzüber- 
gänge die in [84j aufgestellten Formein auch auf solche Fälle anzu- 
wenden, in welchen man der durch n und h charakterisierten Kurve 
andere Singularitäten beilegt als solche, die, wie die e" stationären 
Ebenen, einer in der genannten Weise charakterisierten Kurve im all- 
gemeinen angehöreu. Fügen wir zu den letzteren die den e" stationären 
Ebenen dualistisch entsprecb enden singulären Gebilde, nämlich e sta- 
tionäre Punkte oder Spitzen hinzu, die durch die Zahlen v — 2, y =v" ^1 
charakterisiert werden [14], so bekommt man die zuerst Ton Cayley aufge- 
stellten Formeln, die, wie die PMcfterschen für die Ebene, ein in Be- 
ziehung auf die Dualität im Räume symmetrisches System bilden. Da 
liegt es aber auch nahe, die punktgeometrisch einfacheren wirkliehen 
Doppelpunkte, deren Anzahl wir d nennen wollen, sowie die dualistisch 
entsprechenden d" Ebenen, die zweimal Sehmiegungsebenen der Kurve 
sind, und dazu e Wendetangenten, die durch v—l,v' = 2, v" = 1 charak- 
terisiert werden, mit zu berücksichtigen. Kehmen wir nun besondere 
ROcksieht auf alle diese Singularitäten, so daß wir z. B. nicht jede 
Ebene durch einen eigentlichen Doppelpunkt oder eine eigentliche Spitze 
als zwei- oder dreimal zählende Tangentialebene, nicht jede Ebene durch 
eine Wendetangente als Schmiegungsebene betrachten — was der in 
den Formeln [84] eingenommene rein punktgeometrische Standpunkt 
erforderte — , so sind diese Formeln durch die folgenden zu ersetzen, 
die wir, um die Dualität hervortreten zu lassen, ein wenig umordnen: 
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f n{n - 1) = »' + 2A + 2rf + 3e 
(1') L'(w'- l) = «-f 23;" + 3«"-{-3e' 

l h" + e' ^ e = 3 (m' — m) 
(«"(«" - 1) -= «' + 2h" + St?" + 3e" 
(2") n'(«' - 1) - «" + 2a; + 3 » + 3e' 

l«4-e'-e"=3(w'-n"); 
der Ausdruck für das Geschlecht erhält die Form: 
(3') 2{p ~ 1) = »'+ e — 2k = M + w"4- e'~ 2»'= w'+ e" — 2m". 
Für (4) findet man sodaun 
{4') e"~e = 2(«"-M). 

Wir haben zwar schon in [84] unsere Benennungen dieser dua- 
listischen Betrachtung angepaßt; doch siad unsere ersten Formeln [84] 
(oder die ihnen dualistisch entsprechenden) dann vorzuziehen, wenn 
man einen bestimmten Ausgangspunkt dafür haben will, was als allgemein 
oder als speziell zu betrachten ist, und dies ist für Grenzübergänge 
notwendig. 

Die Dualität, die in den Cayleyschen Formeln hervortritt, kann aber 
zur Auffindung der unbestimmten Koeffizienten, über deren Verwendung 
wir in [62] gesprochen haben, benutzt werden, und dafür kann die An- 
passung der in [84] ausgeführten Bestimmung der Zahlen, die wir v and 
*" nannten, an einen solchen Fall, wo man der Eurve eine für punkt- 
geometriseh bestimmte Kurven außergewöhnliche Singularität beilegt, 
als Beispiel dienen. Ihrer Bedeutung nach entsprechen sich die Zahlen ii 
und v" dualistisch. Dieses Entsprechen kann jedoch in den gefundenen 
Ausdrücken nicht hervortreten, weil wir zwar die e" stationären Schmie- 
gungsebenen, aber, dem punktgeometrisehen Standpunkte gemäß, nicht 
etwa vorkommende stationäre Punkte oder Spitzen berücksichtigt haben. 
Jetzt werden wir der Fläche e Spitzen — TorUiuflg aber noch nicht die 
Singularitäten, deren Anzahl wir oben mit e, d und d" bezeichnet haben, 
beilegen. Um diese Spitzen zu berücksichtigen, muß man die Formeln 
(1')— (4') anwenden, aber darin e' = d — d" =0 setzen. 

Wenden wir nun zunächst den allgemeinen Geschlechtsatz auf die- 
selbe Weise, wie in [84], an, so wird hierbei die Einführung der den 
e" stationären Schmiegungsebenen dualistisch entsprechenden e Spitzen 
keine Schwierigkeit verursachen. Man findet 

(5) 2(j, - 1)(»" - ,.) _ ." + «(«" _ 4) -.-,"(« - 4) 

Die in [64] ausgeführte Bestimmung von v läßt aber, wenn man nicht 
auf schwierige infinitesimale Untersuchungen eingehen wiU, nur erkennen, 
daß die daselbst gefimdene Formel im hier betrachteten Fall durch 

(6) nn = 2h + 2m" + Be + v 
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1 ist, wo S ein noch unbekannter, ganzzabliger Koeffizient iat. 
Wesen des dualistischen Entsprechens von v und v" muß ebenso 



(7) »'■«' = 2«" + 2m + Be" + ;;" 

sein. Setzt man die aus (6) und (7) erhaltenen Ausdrücke für v und v" 

in (5) ein und wendet die Formel (4') an, so findet man 

in" - n){2{p - 1) - m'- 8 + 2£) + e"n - en" - 0. 
Aus den dritten Ausdrücken (1') und (2") folgi aber, daß 

e"n — en" = {n" — «)(—« — n" -\- 3w') 
iat. Setzt man diesen Wert für /'« — en" in die vorige Gleichung ein, 
so findet man mit Berücksichtigung des zweiten Ausdrucks (3') : 

(_8 + 2.B)(m"-h)=.0; 
da dies auch für n" ^ n gelten soll, muß 5 = 4 sein. 

Eine ähnliebe Bestimmung des Einfiusses von etwa vorkommenden 
e Wendetangenten ist deswegen unmöglich, weil diese Singularität sich 
selbst dualistisch entspricht. Betrachtet man aber bei der Bestimmung 
in [64] diesen Fall als einen Grenzfall, so wird man erkennen, daß in 
jeder Wendetangente zwei der v Tangenten, die die Kurve in einem 
weiteren Punkte schneiden, zusammenfallen^), und daß durch jede Wende- 
tangente eine der von einem Punkt B ausgehenden Schmiegungsebenen 
geht. Scheidet man also in (6) diese Anzahlen aus den Gliedern 2n" -^v 
aus, so muß man sie durch 4e' ersetzen, also dieses Glied den übrigen 
hinzufügen. Der Einfluß etwa vorkommender d Doppelpunkte und d' 
doppelter Schmiegungsebenen ist leicht zu erkennen. Durch Berück- 
sichtigung aller der hier eingeführten Singularitäten findet man sodann: 

i V -^ nn' — 2n — 2n" — 4e ~ 4e' — 4ä 
^^'^ !»"= nn" - 2n" - 2m - 4e" - 4e' - 4r. 

[86] DoppelkiiTTe einer abwickelbaren Fläche. Wir haben 
schon in [84] und [85] Mittel zur Bestimmung der Ordnung ,e der Doppel- 
kurve einer abwickelbaren Flache angegeben. Bei der weiteren Unter- 
suchung dieser Kurve wird es natürlich sein, dieselben Singularitäten, 
wie in [85], zu berücksichtigen. Ist nämlich die Hückkehrkurve der 
Fläche als Ort ihrer Punkte gegeben, so wird sie im allgemeinen e'' 
stationäre Sehmiegungselienen haben, und ist die Fläche als TJmhüllungB- 
flache von oo' Ebenen gegeben, so wird die ßückkehrkurve im all- 
gemeinen e Spitzen haben. Diese beiden Singularitäten verdienen also 
jedenfalls berm ksichtigt zu werden; dagegen setzen wir (^ = rf'-=0 

1\ Da der fteauchte Kofffiaicnt des Gliedes e', im Anschluß an eine andere 
Art der Bestimmung der Zahl v gefunden werden kann, wenn man auch den 
Korre'jpondenisatz kennt und benutaen kann, gehen wir auf diesen Greazübergang 
nicht nakec ein Er etklkit wenigstens die Entstehung des KoefSzienten 4. 
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voraus. Wir wenden aach dieselben Benennungen wie in [85] an und 
stützen uns auf die daselbst gefundenen Formeln. 

Bei der weiteren Untersuchung werden wir die in [14] be^ 
Eigenschaften eines Knrvenelements und besondere c' 
benutzen: Sind A, a und a der Mittelpunkt, die Mitteltangente und die 
Mittelschmiegungsebene eines Kurvenelements, so wird die Sebnittburve 
einer durch die Tangente a gehenden Ebene mit der abwickelbaren 
Tangentialfläche aus der v'-mal zu zählenden Geraden a und aus einer 
Kurve von der Ordnung n — v bestehen, die ein Element mit dem 
Mittelpunkt A und der Mitteitangente a mit der Punktmultiplizität v 
und der Tangentenmultiplizifcät v -\' v" besitzt. Die Anzahl ihrer zu- 
aammenfaUenden Schnittpunkte mit ff ist v + v' + v", sie wird also diese 
Gerade noch in «' — v — 2v' — v" weiteren Punkten sehneiden. 

Wir wollen den Geschlechts atz benutzen, um das Geschlecht % der 
Doppelkurve zu bestimmen. Wir betrachten das Entsprechen zwischen 
■einem beliebigen Punkt P^ der gegebenen Raumkurve (Küek kehrkurve der 
abwickelbaren Fläche) und den Schnittpunkten P^ der Tangente t,^ in P^ 
mit der gesuchten Doppelkurve. Da im allgemeinen v =^ v ^ v" = 1 ist, 
wird die Anzahl dieser Punkte »' — 4 sein. Umgekehrt ist jeder Punkt 
Pj der Doppelkurve Schnittpunkt zweier Tangenten ij. Ihm entsprechen 
also zwei Punkte P^ Mit den Bezeichnungen [65] ist also 

«1 = 2, c^=w'-4. 
Solleu zwei Punkte Pj konsekutive Punkte der Doppelkurve sein, so 
muß — indem wir vorläufig von einem Zusammenfallen absehen, das 
in den singulären Punkten der Raumkurve stattfinden mag — ■ die Tan- 
gente ([ entweder die abwickelbare F^che berühren, also in einer (von 
der zu Pj gehörigen verschiedenen) Schmiegungs ebene liegen, oder 
ihre Rückkehrkurve (d. h. die gegebene Raumkurve) schneiden. Die 
Anzahlen der diese Bedingungen erfüllenden Tangenten haben wir v" und 
genannt. Vorläufig haben wir also den Beitrag u + v" zur Anzahl Ji^. 

Sollen die zwei demselben Punkt Pg entsprechenden Punkte P^ kon- 
sekutiv sein, so müssen sieh die Tangenten in diesen konsekutiven Punk- 
ten schneiden, also in einer Ebene liegen, die die Eaumkurve in vier 
konsekutiven Punkten schneidet. Dies findet nur dann statt, wenn der 
Punkt Pj einer der Punkte ist, deren Anzahl wir mit e, e', e" bezeich- 
net haben. 

Für den punktallgemeinen Fall, in welchem a eine dere" stationären 
Tangentialebenen ist, haben wir j- = 1, i/' = 1, v" — 2. Also wird, wenn 
Pj in ihren Berührungspunkt A fällt, die Taugente a die Doppelkurve 
außer in A in «'— 5 anderen Punkten treffen; der {n — if)" fallt in 
den Punkt A, die ihm entsprechenden zwei Punkte Pj der Rückkehr- 
kurve ebenfalls. Da diese konsekutiv sind, bekommt man den Beitrag 
*" zur Anzahl ij,. 
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Ibe geschieht für die e Spitzen, für weiche v= 2, v'~l, v"— 1 ist. 

Sei uun a eiue der e' Wendetangenten ; für diese hat man v ^ 1, 
!>'= 2, v"= 1. a wird also die Doppelkurve außer in ji in n' — 6 
Punkten treffen. Fällt nun Pj nach A, so müssen zwei der entsprechen- 
den Punkte Pj nach A fallen. Hier muß man aber noch untersuchen, 
ob diese zwei Punkte auf der Doppelkurve konsekutiv sind, oder ob sie 
verschiedenen Elementen dieser Kurve angehören. Wir können dazu 
den Schnitt der abwickelbaren Fläche mit einer beliebigen, durch A 
gehenden Ebene betrachten. Das singulare Element dieses Schnittes hat 
die Punkt multiplizität 3 (nämlich [14] v -j- v) und die Tangenten- 
multiplizität 1 (nämlich v"). Diese Multiplizität entsteht [71] durch 
das Zusammenfallen zweier Spitzen mit einem Doppelpunkt. Die Spitzen 
sind die Schnittpunkte der Ebene mit der Rückkehrkurve und der Tan- 
gente a, die selbst Riickkehrecke ist; der Doppelpunkt ist der einzige 
nach A fallende Schnittpunkt mit der Doppelkurve, von welcher also nur 
ein Element mit der Punktmultiplizität 1 durch den Wendepunkt j1 geht. 

Dem nach A fallenden Punkt P^ entsprechen also zwei konsekutive, 
mit A zusammenfallende Punkte Pj, und ebenso umgekehrt. Die dieses 
Entsprechen charakterisierenden Zahlen sind daher ß^^ ß^~ 2, es ist 
also nach [65] (10) nicht mitzuzählen. 

Wir erhalten so ziir Bestimmung des gesuchten Geschlechtes it die 
folgende Gleichung 
(1) 4(=.-l)-2(«-4)ö.^l)_^ + ,"-.-e", 

woraus man mittels der Formeln in [85] einen Ausdruck in den die 
Raumkurve oder abwickelbare Flächebestimmenden Zahlen herleiten kann. 

Die dualistische Symmetrie der Formel (1) war vorauszusehen; denn 
der Doppelkurve, in deren Punkten sich zwei Tangenten der gegebenen 
Kurve schneiden, entspricht dualistisch die ümhüllungs fläche der doppel- 
ten Tangentialebenen, die zweiTangenten enthalten, und den Punkten jener 
Kurve entsprechen gegenseitig eindeutig die Tangentialebenen dieser 
abwickelbaren i'läche. Diese Gebilde sind also von demselben Geschlecht. 

Die Doppelkurve wird [84] als Punktgebilde durch ihre Ordnung 
X, ihr Geschlecht jt und die Anzahlen solcher Singularitäten charakteri- 
siert, die nicht aligemein einer als Punktgebilde bestimmten Kurve an- 
gehören. Von solchen treffen wir v Spitzen, nämUch die v Punkte, in 
denen die Rückkehrkurve von einer Tangente in einem anderen 
Punkte und also auch von einem anderen Mantel der abwickelbaren 
Fläche getroffen wird. 

Die Doppelkurve hat auch dreifache Punkte; solche sind die, von 
denen drei Tangenten der gegebenen Raumkurve ausgehen, in denen 
sich also drei Mäntel der abwickelbaren Fläche schneiden. In einem 
solchen Punkt fallen drei Doppelpunkte der Doppelkurve zusammen. 
Wir werden ihre Anzahl später in [110] bestimmen. 
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Wir können weiter beweisen, daß eine Wendetangeate a der Riick- 
kehrkurve auch Wendetangente der Doppelkurve ist. In diesem Fall 
wird nämlich eine durch a gehende Ebene die Fläche noch in einer 
Kurve von der Ordnung n' — 2 schneiden, die ein Element (Ä, a) mit 
der Punktmultiplizität 1 und der Tangentenmultiplizität 3 enthält, 
die also in Ä weder Doppelpunkte noch Spitzen hat. Diese Kui-ve muß 
wegen des eindeutigen Entsprechens von demselben Geschlecht p wie 
ein beliebiger ebener Schnitt der abwickelbaren Fläche sein, und p wird 
[851 durch 

p = \-{n'-l)(n'^2)-x-n-e' 

bestimmt. Unsere Kurve von der Ordnung m'— 2 hat, durch das Aus- 
seheiden der doppelt zu zählenden Geraden a, von den x Doppelpunkten 
2(m'— 6), die in die vorhin genannten n' — 6 außerhalb A liegenden 
Schnittpunkte mit der doppelt zu zählenden Geraden a fallen, und außer- 
dem die nach Ä fallenden Schnittpunkte der Ebene mit der Doppelkurve 
verloren. Nennen wir die gesuchte Anzahl dieser Punkte y, so hat sie 
also noch x — 2(m' — Q) — y Doppelpunkte. Von Spitzen hat sie die 
nach A fallenden drei Schnittpunkte mit der Rüekkehrkiirve und den 
Schnittpunkt mit der Wendetangente a verloren. Sie hat also n—3-i-e — l 
Spitzen. Somit ist 

p = i(M'_3)(w' — 4) — a: + 2(n'-6) + y — n — e + i. 

Setzt man die beiden Ausdrücke yon p einander gleich, so findet 
man y — B. 

Durch ähnliche Betrachtungen findet man, daß die Doppelkurve in 
den e" Berührungspunkten der stationären Schmiegungaehenen die Tan- 
gente nur schneidet, und in in den e Spitzen die Tangente einfach be- 
rührt; man kann daher in allen drei Fällen die Schnittpunkte mit der 
SehtSiegungs ebene abzählen. 

So findet man, daß man von (puuktgeo metrisch) außerordentlichen 
Singularitäten der Doppelkurve v Spitzen, e Wendetangenten und 
die obengenannten dreifachen Punkte beilegen muß. Nun kann man 
mittels der Formeln in [84] nicht nur ihren Rang und die Klasse der 
zu ihr gehörigen abwickelbaren Fläche, sondern auch z. B. die Anzahl 
ihrer stationären Seh miegungs ebenen bestimmen. Diese Anzahl enthält 
die v" 8 ehmiegungs ebenen der gegebenen Kurve m Punkten, deren 
Tangenten auch noch in anderen Schmiegungsebenen liegen. 

Dieselben Betrachtungen lassen sieh zwar auch bei der Unter- 
suchung des Einflusses eines Elementes der gegebenen Kurve mit den 
Multiplizitäten v, v, v" auf die Doppelkuiwe ihrer Tangenten fläche 
anwenden; sie reichen aber nicht allein aus, um diese aligemeine Unter- 
suchung durchzuführen. Denn einerseits werden nicht immer alle die 
V -\- 2v'-f v" — 4 Punkte P^i ^^ zusammenfallen, wenn P^ im Mittel- 
punkte eines solchen Elementes liegt^ demselben Elemente der Doppel- 



y Google 



144 III- GesoUecMsätze; a) GesoMecht einer Kurve 

kurve angehören, andererseits genügen höhere Werte der Zahlen v, v, v", 
ebensowenig wie v und v für ebene Kurven ([71] und [74]), um das 
Element in jeder Beziehung zu charakterisieren.^) 

[87] Wludsohiefe Begelflächen. Wir haben früher [8] bemerkt, 
tlaß die Ordnung m und die Klasse m" einer windschiefen Regelfläche 
«inander gleich sind; beide sind nämlich gleich der Anzahl der Erzeu- 
genden, die eine willkürliche Gerade schneiden. Weiter sind, wie für 
alle Flächen, die Klasse eines ebenen Schnittes und die Ordnung eines 
umbesehriebenen Kegels beide gleich dem Rang m der Flache. Endlich 
werden die Punkte des ebenen Schnittes den Erzeugenden und diese 
den Tangentialebenen eines umbesehriebenen Kegels gegenseitig ein- 
deutig entsprechen. Ein willkürlicher ebener Schnitt und ein willkür- 
licher umbeschriebener Kegel sind also von demselben Geschlecht p, das 
man das Gesohlecht der Regelfläche nennen kann. 

Da die Flückerseh^n Zahlen einer ebenen Kurve durch die Ordnung, 
die Klasse imd das Geschlecht voUkommeu bestimmt sind, wird ein 
ebener Schnitt und ein umbesehriebener Kegel dieselben 
PWcÄerschen Zahlen haben, wobei die Punkte mid Tangenten des 
Schnittes beziehungsweise den Tangentialebenen und Erzengenden des 
Kegels entsprechen. 

Wir schließen hier solche FäUe aus, in welchen die Fläche mehr- 
fach zahlende Erzeugende hat. Daß ein solcher Fall wirklich ein Spezial- 
fall ist, den man ausschließen kann, ersieht man z. B. daraus, daß man, 
wenn man eine Regelfläche durch Gerade erzeugt, welche entsprechende 
Punkte gegenseitig eindeutig aufeinander bezogener Kurven miteinander 
verbinden, es vermeiden kann, daß die gemeinsamen Bisekanten der 
Kurven entsprechende Punkte verbinden. Die gemachte Voraussetzung 
bringt es mit sich, daß alle Doppelpunkte eines ebenen Schnittes, dessen 
Ebene die Fläche nicht berührt, Schnittpunkte mit einer Doppelkurve 
sein werden, in deren Punkten zwei Erzengende sich schneiden, und daß 
alle Doppeltangentialebenen eines umbeschriebenen Kegels, dessen Scheitel 
nicht auf der Fläche liegt, je zwei Erzeugende der gegebeneu Fläche 
enthalten. Weiter wird ein ebener Schnitt im allgemeinen keine Spitze 
haben, ein umbesehriebener Kegel keine stationäre Tangentialebene. 

Durch die Ordnung (Klasse) m, und das Geschlecht p der Regel- 
fläche bestimmt man nun [70] folgendermaßen den Rang m' und die 
Ordnung der Doppelkurve (Klasse der Umhüllung.^ fläche der Doppel- 
tangentialebeuen) h: 

(1) ni = 2{p~l)^-2m, 

(2) ö = K^-l)(»»-2)-i>- 

1) Die in [14] genannten IfodeUe von Fräulein Lund veranschaulichen in 
den Fällen, wo keine der Zahlen v, v', v" den Wert zwei ühecsteigt, dii-n Verlauf 
der Doppelkurve. 
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Die Doppelkurve und die genannte Umhüllungefläche (oder ihre 
Eilckljöhrkurve) sind außerdem von demselben Geschlecht 3t] denn zwei 
sich schneidende Erzeugende der Regelfläehe bestimmen gleichzeitig 
einen Punkt der Doppelkurve und eine Tangentialebeno der Umhültuu^- 
fläehe. Daraus können wir nach [84] für diese zwei G-ehilde auf das- 
selbe dualistische Entsprechen der übrigen abzählenden Bestimmungen 
schließen, das wir schon für die Regelfläche selbst gefunden haben. Die 
Anzfililen der durch einen Punkt B gehenden Bisekanten der Doppel- 
knrve, sowie dei m einer Ebene ß liegenden Schnittlinien zweier Doppel- 
tangentialebenen werden z B beide gleich ^(6 — l)(i — 2) — jt sein. 
Dabei ist jedoch zu bemerken, daß diese Zahl auf der einen Seite außer 
den durch B gehenden und in veischiedenen Punkten schneidenden Bise- 
kanten dreimal die duich die dieifachen Punkte der Fläche gehenden 
Geraden, und auf der andeien Seite außer den in ß liegenden Schnitt- 
linien von Doppfltangentialebeneii dreimal die Spuren der dreifachen 
Tangentialebenen in der Ebene ß enthält. Die Anzahlen dieser drei- 
fachen Punkte und dreifachen Tangentialebenen werden wir erst später 
bestimmen [110]; wir werden dann finden, daß auch sie einander 
gleich sind. 

Sowohl die Wende tangenten eines ebenen Schnittes, als auch die 
Rückkehrkanten eines umbeschriebenen Kegels (die die Spitzen der ebenen 
Schnitte des Kegels enthalten) sind Haupttangentea der Fläche, die sie 
in drei konsekutiven Punkten treffen. Letzteres ergibt sich aus Sal/phms 
Satz [13] durch Betrachtung der Kurven, die man erhält, wenn man die 
Fläche durch Ebenen, die die Rückkehrkante enthalten, achneidet. Da- 
durch findet man, daß die Klasse und die Ordnung der durch die Haupt- 
tangenten der Regelfiäche gebildeten Kongruenz [8] je denselben Wert 
X = 3(m' - m) = 3(2p - 2 -t-m) haben. 

Ebenso findet man, daß die Klasse und die Ordnung der durch die 
Doppeltangenten gebildeten Kongruenz je denselben Wert 

ä _i(»~- !)(«,•- 2) -j,~« 
haben. 

Der allgemeine Geschlechts atz kann angewandt werden, um die 
Aiizahl der Erzeugenden zu finden, die eine auf der Fläche liegende, 
einfache Kurve c berühren. Von dieser Kurve muß man das Geschlecht y, 
und die Anzahl l ihrer Schnittpunkte mit einer beliebigen Erzeugenden 
kennen. Für die Korrespondenz des Schnittpunktes P einer Erzeugen- 
den mit einem ebenen Schnitt und der Schnittpunkte P^ mit der ge- 
nannten Kurve hat man [65] die Zahlen 

Pi—Pu Pi = P, <h=i> «2=^1, ^ia-O; 
für die gesuchte Anzahl ergibt sich also 
(1) ,,-2(p,~l)-2l(p-V,. 
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Diese Bestimmung genügt jedoch nicht, wenn die Kurve die Doppel- 
kurye der Fläche ist, weil dann jedem Punkt P, der Kurve zwei Punkte 
P eines ebenen Schnittes entsprechen. Die Doppelkurve schneidet jede 
Erzeugende j; in m — 2 Punkten P; denn eine Ebene durch g schneidet 
die Fläche in der Geraden ff und in einer Kurve von der Ordnung 
m— 1, die ^ im Beruh rnngsp unkt der Fläche und in m — 2 anderen 
Punkten schneidet. In diesem Fall haben wir also, da wir das Geschlecht 
der Doppelkurve jr genannt haben, 



(2) 7i,-n,-4(^-l)-2(m^2){p-l). 

iji ist die Anzahl der Erzeugenden, die die Doppelkurve, also einen an- 
deren Mantel der Fläche berühren, ijj ist die Anzahl der „Pinchpunkte" 
der Doppelkurve, in welchen sich die zwei Mantel, die sie bilden, so vor- 
einigen, daß auch jeder um beschriebene Kegel durch einen solcben Punkt 
geht [72], Da ein solcher Punkt Schnittpunkt zweier konsekutiver Er- 
zeugender ist, bilden diese Erzeugenden ein abwickelbares Element der 
Fläche, längs dessen sie von einer Ebene berührt wird. Wir werden 
später [125] i?2 bestimmen. Gleichung (2) kann sodann zur Bestimniang 
von ijj benutzt werden. 

Hier haben wir vorausgesetzt, daß die Fläche nur eine einzige 
Doppelkurve besitzt, d. h. eine Kurve, von deren Punkten je zwei Er- 
zeugende ausgehen. Die Doppelkurve kann aber auch aus mehreren 
mehrfachen Kurven bestehen; dies wird z. B. der Fall sein, wenn die 
Fläche durch Gerade gebildet wird, die gegebene Kurven schneiden 
sollen. Man kann aber in diesem Fall dieselbe Methode anwenden, wenn 
man auf jede dieser Teilkurven für sich Bezug nimmt. Wenn die Fläche 
eine 7f-facbe Kurve vom Geschlecht re enthält, die von jeder Erzeugende 
l-ma.\ geschnitten wird, so wird man statt (2) die Gleichung 

(2-) ,;-,;-2t(«~i)-2i(p-i) 

erhalten, wo jetzt i]j die Anzahl der Erzeugenden bezeichnet, die die 
k-iache Kurve berühren, ijj die Anzahl der auf dieser befindlichen 
Pinchpunkte. Ist Ä = 1, woraus i^g = folgt, so bekommt man die 
Formel (1); für Ä-2, ^ - wi — 2, die Formel (2). 

[88] Anwenduug der Flückerachea Formeln auf Flächen 
jjj^tur Ordnung^. Die Anwendung der PlücJcerschen Formeln auf ebene 
Schnitte einer Fläche ei-gibt sich von selbst. Die Formeln lassen sich aber ■ 
auch auf umbeschriebene Kegel anwenden. Die Ordnung eines solchen ist 
der Ritng der Fläche, seine Klasse ist die Klasse der Fläche [6]. Eine 
doppelte Tangentialebene des Kegels wird auch die Fläche zweimal be- 
rühren; ihr Schnitt hat also, außer den Schnittpunkten mit einer etwaigen 
Doppelkurve der Fläche, zwei neue Doppelpunkte bekommen. Die Anzahl 
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der doppelten Tangentialebenen eines willkürlichen, umbesehriebenen 
Kegela wird die Klasse der Umhüllungsfläclie der doppelten Tangential- 
ebenen der Fläche sein. Eine stationäre Tangentialebene des Kegels ent- 
hält drei zusammenfallende, durch den Scheitel gehende Tangenten an 
die Fläche. Für einen beliebigen, in der Ebene liegenden Scheitel wird 
dies nur dann eintreffen, wenn der Schnitt mit der Ebene eine Spitze 
hat. Die Ebene wird dann eine stationäre Tangentialebene der Fläche 
genannt, und die Anzahl der stationären Tangentialebenen eines nmbe- 
schriebeuen Kegels wird die Klasse der TJmhiillungsfläche der stationären 
Tangentialebenen der Fläche sein. Daß die Doppelkanten und Rückkehr- 
kanten des Kegels die durch seinen Scheitel gehenden Doppeltangenten 
und Haupttangen ten der Fläche sind, haben wir schon bei den Regel- 
flachen bemerkt [87]. 

Da die entsprechenden Zablen die FlMckersch.ea Formeln befriedigen 
müssen, so braucht man nur drei von ihnen direkt zu bestimmen. Wir 
werden uns in dieser Beziehung auf den Fall einer allgemeinen Fläche 
»»**' Ordnung beschränken. Wir haben früher mehrere der genannten 
Zahlen bei unseren Beispielen durch Anwendung verschiedener Methoden 
gefunden [27]. Äußer dem Rang m{m— 1), der auch gleich der Klasse 
eines ebenen Schnittes ist, findet man am leichtesten die Anzahl 
m(m — l')(m ~ 2) der durch einen Punkt P gehenden Haupttangenten 
durch die Bemerkung, daß die Berührungspunkte dieser Tangenten die 
Schnittpunkte der Fläche mit den zwei ersten Polaren des Punkts P 
in Beziehung auf die Fläche sein müssen [19]. 

Weiter läßt sich die Klasse m"=m(m — ly oder die Anzahl der durch 
eine Gerade^ gehenden Tangentialebenen bestimmen, da die Berührungs- 
punkte die Schnittpunkte der Fläche mit den ersten Polaren zweier Punkte 
der Geraden g sein müssen. 

Nun findet man mittels der Plückerscheu Formeln die Anzahl der 
durch einen Punkt gehenden Doppeltangenten: 

jm(m — l)(m — 2)(m — 3); 
weiter die Klasse der Einhüllenden der stationären Tangentialebenen: 

4jM{»i — l){m — 2), 
und die Klasse der Einhüllenden der Doppeltangentialebenen: 
|3«(m — l)(m — 2)(m'-»j^+ w- 12). 

Wenn der Scheitel ein Punkt A der Fläche ist, so wird der um- 
beschriebene Kegel aus der zweimal zu zählenden Tangentialebene und 
einem Reetkegel bestehen, dessen Ordnung um zwei erniedrigt ist, wahrend 
die Klasse unverändert bleibt. Durch Anwendung des £a?pÄm3chen 
Satzes [13] zur Abzahlung der Tangenten, die in verschiedenen ebenen 
Schnitten von A ausgehen, findet man, daß die Tangentialebene den 
Restkegel längs der beiden, durch A gehenden Kaupttangenten berührt, 

10» 
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148 III. Geschlechtsätae ; b.) Geschlecht einer Kurve 

also doppelte Tangentiale heue dieses Kegels ist. Dieser Grenzfall ent- 
spricht übrigens dualistisch jenem, der für einen ebenen Schnitt einer 
Fläche eintritt, wenn die Ebene die Fläche berührt (Tgl. [72] 1). 

Die für eine allgemeine Fläche »i'" Ordnung gefundenen Ergebnisse 
umfassen auch jene, die sich auf eine Fläche mit puniitgeometrisch 
bestimmten Singularitäten beziehen. Hat z.B. eine Fläche »»""Ord- 
nung einen konischen Doppelpunkt Ä, so wird dadurch der umbe- 
schriebene Kegel eine Doppelkante bekommen. Zwei der durch eine be- 
liebige Gerade gehenden Tangentialebenen fallen mit der durch A gehen- 
den Ebene zusammen, und jede Ebene, die den Tangentenkegel in Ä 
berührt, wird dreimal unter die durch einen beliebigen Punkt dieser 
Ebene gehenden stationären Tangentialebenen zu zählen sein [72] (1). 
Sieht man von den auf diese Weise entstehenden, eigentlichen Tan- 
gentialebenen ab, so wird durch den konischen Doppelpunkt die Klasse 
der Fläche um zwei, die Klasse der UmhüUungsfläehe der stationären 
Tangentialebenen um sechs vermindert. 

Betrachtet man eine Fläche m'*' Ordnung mit einer Doppelkurve 
von der Ordnung h und einer Rückkehrkurve von der Ordnung e als Grenz- 
fall einer allgemeinen Fläche m"' Ordnung, so muß mau die Kegel, die 
diese Kurven von einem gegebenem Scheitel B aus projizieren, beziehungs- 
weise als doppelten oder dreifachen Teil des umbeschriebenen Kegels 
mit demselben Seheitel betrachten; sieht man von diesen Teilen ab, so 
wird der Rang der Fläche m(m—l) um 26 -f 3c vermindert. Bei 
der Bestimmung der Klasse und der Anzahl der durch £ gehenden singu- 
lären Taugenten und Tangentialebenen muß man im letzteren FaU auch 
den Einfluß der zu jeder der genannten Kurven gehörigen Singularitäten, 
ihrer wirklichen und scheinbaren gegenseitigen Schnittpunkte und ihrer 
Schnittpunkte mit dem um beschriebenen Kegel beachten. Die dazu er- 
forderliche Abzahlung der zusammenfallenden Singularitäten der um- 
beschriebenen Kegel (oder ihrer ebenen Schnitte) geschieht mittels der 
in [72] — [75] angegebenen Methoden. Ein darauf gegründetes System 
von allgemeinen FormeLu wäre jedoch zu weitläufig, als daß wir hier 
weiter darauf eingehen konnten.^) 

Die genannten Methoden sind übrigens auch anwendbar auf die 
nähere Untersuchung der Singularitäten, die schon eine allgemeine Flache 
darbietet: man betrachtet die Entartungen, die mit dem umbeschriebenen 
Kegel eintreten, wenn der Scheitel spezieile Lagen einnimmt. Wir werden 
hier einige ganz einfache Beispiele angeben, deren Ergebnisse uns später 
nützlich sein werden. 

1) Eine solche allgemeine Theorie habe ich in einer Ähhandlimg; RöviBion 
et estension des formules numßriquea de la Theorie des aurfaces röciproques 
(Mathematische Annalen X, 1876) gegeben, wobei mir jedoch damals die hier in 
[74] — [75] aufgestellten Formeln noch nicht zu Gebote standen. 
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1. Wir Laben gesehen, daß eine Ebene a, deren Schnitt in einem 
einfachen Punkt Ä der gegebenen Flache (p eine Spitze hat, eine statio- 
näre Tangentialebene ist. Wir fragen nun, wievielmal diese unter die 
stationären Tangentialebenen, die durch einen Punkt £ der Tangente a 
iu der Spitze geben, mitzuzählen ist. Legen wir ¥on S aus Taugenten 
an die Schnitte der verschiedenen, durch a gehenden Ebenen, so fallen 
im aligenieinea zwei mit a zusammen, vier aber, wenn die Ebene die 
Tangentialebene « ist. Mit den in [75] benutzten Bezeichnungen hat 
also der umbeschriebene Kegel mit dem Scheitel B oder seine Spur in 
einer Ebene (die Kontur der Fläche) eine Singularität mit den Multi- 
plizitäten jt = /i'— 2. iV^und JV' sind offenbar null. Also wird [75] (4) 
E'^E. E' ist die gesuchte Anzahl der zusammenfallenden stationären 
Ebenen. E ist die Anzahl der durch S gehenden Haupttangenten, die 
mit a zusammenfallen. 

Um E' zu finden, genügt es zu bemerken, daß a überhaupt nur dann 
für mehr als eine durch B gehende stationäre Tangentialebene zu zählen 
ist, wenn B auf a liegt, a ist also Erzeugende der Einhüllenden der 
genannten Ebenen, und wenn B nicht auf der Rückkehrkurve dieser Er- 
zeugenden liegt, wird im allgemeinen E' — 2, also auch E = 2 sein. Da 
weder a Doppeltangente noch a doppelte Tangentialebene ist, wird 
J) = D'= sein. Wie in [72] (4) hat ein Schnitt des Kegels zwei Kurven- 
züge, die miteinander Berührung zweiter Ordnung haben. 

Wir wollen E aber auch direkt im Anschluß an die punktgeometrische 
Darstellung der i'lache bestimmen, um damit den Weg anzugeben, den 
man bei schwierigeren Untersuchungen ähnhcher Art, so auch in dem 
folgenden Beispiel, einschlagen muß, um E und B und erst dadurch E' 
und D' zu finden Dabei benutzen wir den Umstand, daß die gesuchten 
Haupttangenten den Punkt B mit den Schnittpunkten der Fläche <p und 
der Pisten und zweiten Polare des Punktes B in Beziehung auf <p ver- 
binden 

Wenn A Ursprung eines Koordinatensystems (x ^ )/ = s = 0), a 
die a;-Achse (y — 0, ^ = 0) und cc die xy-Ebene {p — 0) ist, so kann man 
in der nächsten Umgebung von A die Fläche tp durch die folgende 
Gleichung dar stellen: 

e^f+hx'^-i- Ix^y -|- mxy^ + nf ^ ; 

die weiteren Glieder sind von höherem Grad in x und y. Der Punkt 
B kann durch 3; = oo,i/ = 0, ^ = bestimmt werden (was man durch 
Verwendung von projektiven Koordinaten erreichen kann, ohne den 
Punkt B ins Unendliche zu verlegen). Die Polaren werden dann durch 
Differentiation in Beziehung auf x bestimmt. Sie sind: 

^ ^hx^ + 2lxy -\- my^ -\ 

0- Glcx -i!-2ly -\ 
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Zwei Schnittpunkte dieser drei Flächen fallen in A zusammen. 
Daher ist E-= 2, also auch E'= 2, Dies zeigt, daß in diesem Fall a 
Erzeugende der Umhöllungs fläche der stationären Tangentialebenen sein 
wird. Natürlich wird .E/==3 und damit E'=3, wenn Qkx-\-2ly Faktor 
von 3ia;*-}- ^Ixy -\- my^ ist. Dann wird JS auf der Rückkehrkurve der 
genannten Umbüllnngsfläche liegen. 

2. Betrachten wir weiter den Fall, in dem eine Ebene a die Fläche 
ip in einer Kurve schneidet, die in einem einfachen Punkt A der Fläche 
einen Selbstberührungspunkt hat. Liegt dann der Scheitel Ji eines nm- 
beechriebenen Kegels in einem beliebigen Punkt von «, so werden vier 
Erzeugende, die einem einfachen Mantel dieses Kegels angehören, mit 
SA zusammenfallen; also fallen zwei der von B avisgehenden statio- 
nären Tangentialebenen zusammen, d. h. a ist eine stationäre Tangen- 
tialebene der UmhüUungsfläehe der stationären Tangentialebenen der 
Fläche 9>. 

Liegt B auf der Tangente a im Selbstberühruagspunkt A, so wird 
eine beliebige Ebene durch a den umbeachriebenen Kegel in drei, die 
Ebene a in sechs mit a zusammenfallenden Erzeugenden schneiden. Mit 
den Bezeichnungen in [75] hat der Kegel also eine Singularität mit den 
Multiplizitäten jt = ;i' = 3. Außerdem ist N = N' = 0, daher nach den 
Gleichungen [75] (4) und (6), E'^E, D'^-D. Die Bestimmung von £ 
geschieht wie im vorhergehenden Fall. Durch dieselbe Wahl des Koordi- 
natensystems bekommt man für die Fläche und die zwei ersten Polaren 
des Punktes B die Gleichungen: 

e = iy^ + j^y + hxy^ + ly^ + mu^ -J- nx^y -\- ox^y^ + pxy^ +qy^-i 

<}^2jxy + ky'^ + imx'^+Snx'y + 2oxf + py^'\ 

0=2jy + 12mx^+ Qnxy + 2oy^-\ 

Die drei Fliehen haben also im allgemeinen drei mit A zusammen- 
fallende Schnittpunkte gemein. Also wird E und damit auch E' = 3. 
Die Gerade a ist also auch jetzt Erzeugende der UmhüUungsfläehe der 
stationären Tangentialebenen der Flache ip; sie gehört aber hier der sta- 
tionären Tangentialebene tt dieser UmhüUungsfläehe an. 

Die Berührungskurve des umbeschriebenen Kegels ist die Schnitt- 
kurve der Fläche und der ersten Polare. Sie wird zwei durch A gehende 
Elemente haben, .die sich durch die Reihen 

darstellen lassen, welche nur Potenzen mit ganzen Exponenten beziehungs- 
weise von y und y^ enthalten. Die Reihen für s werden eben die ge- 
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suchte Kontur (Spur des umbescliriebeneu Kegels auf der Ebene x = 0) 
darstellen. Durch Ä gehen also zwei Elemente dieser Kontur; das eine 
ist einfach, das andere bildet eiue Knotenspitze; sie haben je einfache 
Berührung unter sich und mit der Ebene a. Zusammen bilden sie eineSpitze 
und fttnfDoppelpuntte. Daraus schließt man,daß2ö + 3S=2-5+3-l=-13, 
ist, and da E=ä ist, wie wir schon gefnndeu haben, wird D und damit auch 
-D'= 2, — ganz wie wenn die Ebene k die Fläche in zwei verschiedenen 
Punkten berührte und B auf der Verbiudungsliuie a der Berührungs- 
punkte läge. Den vorliegenden Fall hätte mau auch, durch Änderung 
der Fläche ip, als Grenzfall dieses letztgenannten Falles betrachten 
können. Bei diesem Grenzübergang wird aämlich keine neue, durch B 
gehende Doppeltangente mit a, und keine neue durch B gehende dop- 
pelte Tangentialebene mit a zusammenfallen. 

Mit den Bezeichnungen von [75] ist im hier betrachteten Fall weiter 
6 = 2, also P = 1 [75] (3). 

[89] Flächen dritter Ordnung. Aus einem in [88] gefundenen 
Resultat folgt, daß ein einer Fläche dritter Ordnung tp^ um beschriebener 
Kegel, dessen Scheitel in einem Punkt J.der Fläche liegt, abgesehen von 
der zweimal zu zählenden Tangentialebene in A, von der vierten Ord- 
nung ist; er kann weder Doppelkanten noch Rückkehrkanten haben, 
weil eine solche die Fläche, außer in A, noch in vier oder drei Punkten 
sehneiden würde. Er ist von der Klasse 12; man kann daher auf ihn — 
oder auf einen ebenen Schnitt von ihm — die in [83] gefundenen 
Eigenschaften einer Kurve vierter Ordnung c^ anwenden. 

Die durch A gehende Tangentialebene von <p^ wird eine der 28 
Doppeltangentialebenen des Kegels sein. Jede der 27 anderen wird eine 
Doppeltangentialebene der Fläche ip^ sein und sie also in einer Kurve 
dritter Ordnung mit zwei Doppelpunkten schneiden, d.h. in einer aus 
einer Geraden g und einem Kegelschnitt zusammengesetzten Kurve. Auf 
diese Weise findet man ST auf der Fläche <p^ liegende Gerade ^j, g^--- g^f 

Die durch eiue dieser Geraden g gelegten Ebenen werden <pg noch 
in Kegelschnitten schneiden. Projiziert man diese vom obengenannten 
Punkte Ä der Fläche tp^ aus auf eine Ebene b, so erhält man ein System 
von Kegelschnitten, dessen Charakteristik (i = 2 sein muß, weil jeder 
Punkt der Ebene £ die Projektion zweier Punkte der Fläche ist. Diese 
Kegelschnitte berühren aUe die Spur c^ des um beschriebenen Kegels 
vierter Ordnung in vier Punkten. Von den in einem solchen System 
«nthaltenen sechs Kegelschnitten mit Doppelpunkten [83] ist der eine 
aus der Projektion der Geraden g und der Spur der durch A gebenden 
Tangentialebene von cp^ zusammengesetzt; der so zik ammengesetzte 
Kegelschnitt wird sich nämlich als Projektion des Schnitts der Ebene 
{ß, A) ergeben. Die fünf anderen bestehen aus den Projektionen von 
fünf auf der Fläche liegenden Geradenpaaren, in denen weitere fünf durch 
(?i gehende Ebenen die Fläche schneiden. Diese Ebenen werden drei- 
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fache Tangentialebenen der Fläebe sein. Solcher gibt es also im ganzen 
1. . 5 - 27 = 45, da man bei der Verwendung aller 27 Geraden als Achsen 
von Büscheln jede dreifache Tangentialebene dreimal bekommt. 

Änßer den hier betrachteten 27 Systemen hat c^ 36 andere Systeme 
von vierfach berührenden Kegelschnitten [83]. Die in einem solchen 
enthaltenen sechs Paare von Doppeltangenten werden Projektionen der 
ein sogenanntes Doppelsechs bildenden Geraden der Fläche sein, die 
man für die Benennungen der 27 Geraden der Fläche zugrunde gelegt 
hat. Die hier benutzten Abzahlungen geben also einen Ausgangspunkt 
für die Theorie dieser Geraden und damit für die ganze Theorie der 
Flächen dritter Ordnung. 

[90] Flächen vierter Ordnung mit einem Doppelkegel- 
sclinitt. Wenn man einer Fläche vierter Ordnung ^^, die zweimal durch 
einen Kegelschnitt k^ geht, einen Kegel mit dem Seheitel A auf k^ um- 
besebreibt, wird dieser, abgesehen von den beiden Tangentialebenen 
in A, ebenfalls ein Kegel vierter Ordnung sein, der weder Doppel- noch 
Rückkehrkanten haben kann, da solche die Fläche in mehr als vier 
Punkten schneiden würden. Die Spur dieses Kegele auf einer beliebigen 
Ebene s ist eine Kurve vierter Ordnung c^ ohne Doppelpunkte oder 
Spitzen, sie wird die Spuren t^ und t^ der durch A gehenden Tan- 
gentialebenen von ip^ je zweimal berühren. Diese Kurve hat noch 26 
andere Doppeltangenten. Jede von diesen ist die Spur einer von A 
ausgehenden doppelten Tangentialebene. Eine solche muß die Fläche 
■$^ in einer Kurve vierter Ordnung mit vier Doppelpunkten schneiden, 
letztere sind nämlich die zwei Berührungspunkte und die Schnitt- 
punkte mit Ji^. Der Schnitt muß dann entweder aus einer Geraden und 
einer Kurve dritter Ordnung mit einem Doppelpunkt bestehen oder aus 
zwei Kegelschnitten. Schließen wir den Grenzfall aus, in welchem die 
F^che eine Regelfläche ist und es also unendlich viele, durch A ge- 
hende Schnitte der erstgenannten Art gibt, so können wir annehmen, 
daß A auf keine der Geraden der Fläche liegt. Der Punkt A muß dann 
im ersten der genannten Fälle der Doppelpunkt der Kurve dritter Ord- 
nung sein, im letzteren einer der vier Schnittpunkte der Kegelschnitte. 

Um nun zu prüfen, wie viele der gefundenen 26 doppelten Tangential- 
ebenen der einen, und wie viele der anderen Art angehören, bemerken 
wir zunächst, daß es jedenfalls solche gibt, die ij-^ in zwei Kegel- 
schnitten schneiden. Gäbe es näralich keine solche Ebene, so würden 
auf der Fläche 2t; Gerade liegen. Wenn zwei davon sich schneiden, so 
enthält bereits ihre Ebene den von ihnen gebildeten Kegelschnitt, und 
diese muß also ip^ noch in einem weiteren Kegelschnitt schneiden. 
Wenn nicht, so müßte doch die durch zwei Gerade und durch Ä:^ gehende 
Fläche zweiter Ordnung tp^ die Fläche ip^ noch in einer Kurve zweiter 
Ordnung sehneiden, die entweder ein Kegelschnitt ist oder aus zwei Ge- 
raden besteht; und wenn in letzterem Falle die vier auf ^^ liegenden 
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Erzeugenden von (p^ nicht alie derselben Schar angehören, bilden sie 
auf ^^ liegende Kegelschnitte. Wenn sie immer derselben Schar ange- 
hören, 80 würde man durch eine der 26 Geraden der Fläche ^^ völlig be- 
stimmte Flächen zweiter Ordnung legen können, auf welche sich die 
übrigen 25 zu je drei verteilten, was numerisch unmöglich ist. 

Legen wir nun durch einen auf der Fläche liegenden Kegelschnitt 
/g und durch Jt^ einen Biiaehel von Flächen zweiter Ordnung, so werden 
auch diese auf der Fläche ein System von Kegelschnitten ausschneiden, 
von denen durch jeden Punkt der Fläche je einer geht. Projiziert man 
sie nun vom Punkte A aus auf die Ebene a, so bilden die Projektionen 
ein System mit der Charakteristik ft = 2 und berühren viermal die 
Kurve c^. Von den diesem System angehörenden sechs Geradenpaaren 
bestehen zwei aus der Geraden ^ oder t^ und je der Spur einer Ebene, 
die Tj/^ in einem Kegelschnitt schneidet. Die Kegelschnitte, die aus diesen 
beiden Paaren von Doppeltangenten von c^ zusammen gesetzt sind, ent- 
sprechen nämlich den Flächen des Büschels, die in ^leinenMantelder Fläche 
i/fj berühren. Die übrigen vier zusammengesetzten Kegelschnitte werden 
die Projektionen von vier Paaren einander schneidender, auf ;ti^ liegen- 
der Geraden sein. Weil sie auf Flächen des Büschels liegen, müssen 
sie auch % schneiden, und zwar sind sie die einzigen % schneidenden 
und auf der Fläche liegenden Geraden; denn dm-ch eine solche geht 
immer eine Fläche des hier benutzten Büschels. Da die i^ enthaltende 
Ebene i{!^ noch in einem anderen Kegelschnitt j^ schneidet und dieser 
8 andere auf der Fläche liegende Geraden schneidet, sieht man, daß 
die Fläche im ganzen 16 Gerade enthalt. Außer den 16 diese 
Gerade projizierenden Ebenen gehen durch A noch 10 weitere Doppel- 
tangentialebenen; diese müssen die Fläche je in zwei Kegelschnitten 
schneiden. Die Umhüllungsfläche solcher Doppeltangenfcialebenen ist 
also von der Klasse 10. 

Projizieren wir nun die Schnittkurve einer beliebigen der letzt- 
genannten Doppeltangentialebenen von Ä aus auf s, so wird die Pro- 
jektion ans zwei Kegelschnitten besteben, die c^ je viermal berühren. 
Das Zerfallen des Systems solcher Kegelschnitte [83] wird bevrirken, 
daß auch die genannte UmhüUungsiläclie 10'" Klasse in mehrere 
Teile zerfällt. Es seien Cg und c'^ die Projektionen zweier Kegelschnitte, 
in denen ein und dieselbe Ebene die Fläche ip^ schneidet; sie werden dann 
je einem durch sie vöHig bestimmten System von viermal berührenden 
Kegelschnitten angehören. Diese Systeme müssen unter sich verschieden 
sein; denn sonst würden (da jeder Punkt der Ebene s die Projektion 
zweier Punkte der Fläche ist, und also nur einer der projizierten Kegel- 
schnitte des Systems durch einen Punkt F der Fläche geht) die Ebenen 
dieser Kegelschnitte einen Büschel bilden, und dann würden auch die 
Projektionen durch feste Punkte gehen, welche Doppelpunkte der Kurve 
Cj sein müßten. Solche hat sie aber nicht. Sind die Systeme aber ver- 
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schieden, so werden je zwei solche Kegelschnitte der Fläche, deren Pro- 
jektion je einem der zwei Systeme angehören, durch P gehen. Die Ein- 
hüllende der Ehenen dieser Kegelschnitte ist also von der Klasse zwei. 
Sie muß daher ein Kegel zweiter Ordnung und Klasse sein. Die gesuchte 
Einhüllende zehnter Klasse zerfällt somit in fünf KegeP) 
zweiter Ordnung und Klasse. (Die Kumme>-sehen Kegel.) 

Übrigens können die verschiedenen Systeme viermal berührender 
Kegelschnitte benutzt werden, um die gegenseitigen Beziehungen der 
sechzehn Geraden und der Kiimmerschen Kegel zu untersuchen. 

[91] T7uihäUungsfiäche eines Systems von Flächen zweiter 
Ordunug mit der Charakteristik ft = 2; Kumineraclie Fläche- 
Ich werde hier die früher [31] angekündigte nähere Bestimmung der 
Brennfläche der Linieokongruenzen zweiter Ordnung und Klasse ein- 
schieben. Dabei fange ich damit an, die ümhüllungsfläche eines Systems 
von oo^ Flächen zweiter Ordnung ^^J mit der Charakteristik /t = 2 zu be- 
trachten. Diese Fläche (p^ ist (vgl. [24]) von der Ordnung 4, weil die 
Flächen des Systems sie längs ihreT Schnittkurven mit konsekutiven 
Flächen (Charakteristiklinien) berühren und sont nicht schneiden können. 
■Sie hat weiter konische Doppelpunkte in den 8 Schnittpunkten dreier 
Flächen des Systems, die nicht demselben Büschel angehören. Durch 
sie gehen nämlich alle Flächen des Systems [39]; eine durch einen 
solchen Punkt A gehende Ebene wird die Flächen in einem System von 
Kegelschnitten mit der Charakteristik ji — 2 schneiden; der Punkt A, 
durch den diese alle gehen, wird Doppelpunkt ihrer Einhüllenden sein [24], 

Die geraden Erzeugenden der Flächen il>^ werden Doppeltangenten 
der Ümhüllungsfläche ip^ sein. Diese Doppeltangenten bilden eine Kon- 
gruenz, deren Ordnung 4 ist; denn durch einen Punkt des Raumes 
sehen zwei Flächen ^^ und zwei Erzeugende jeder dieser Flächen. Ihre 
Klasse ist 12, denn das System der Schnittkurven der Flächen rj)^ mit 
einer Ebene enthält sechs Geradenpaare [83J. Diese Kongruenz wird aber 
wesentlich reduziert in dem jetzt zu betrachtenden Fall, wo das System 
vier Ehenenpaare enthält. 

Um ein solches System zu erhalten, haben wir zunächst 8 Punkte 
im Kaume so zu bestimmen, daß durch sie ein Bündel von Flächen 
zweiter Ordnung geht, das vier Ebenenpaare enthält. Es seien a und a' 
die Ebenen eines dieser Paare, und B, G, D, JE vier Punkte der Ebene a, 
B', C, 7)',E' vier Punkte der Ebene «'. Sollen die 8 Punkte noch 
auf drei anderen Ebenenpaaren liegen, so müssen die Paare von Gegen- 
seiten der ausB,(7,Z),£ und B', (7',D',£'gebildeten vollständigen Vierecke 
sieh auf der Schnittlinie der Ebenen« und «'schneiden. Dies könnte erreicht 

1) Daß die Einhüllende aus Kegeln bcBtcht, hätte man auch durch die Be- 
merkung finden können, daß kein Punkt der Flache ihrer RückkehrkurTe an- 
gehören kann; dieae Rückkehrkurve ist aUo von der Ordnung [4B]. 
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werden, wenn niaa die Vierecke in perspektivischer Lage annähme. 
Dann würden aber die drei Ebenenpaare einem Biiscliel Ton Flächen tp^ 
angehören, und könnten also nicht Elemente eines irreduziblen Systems 
mit der Charakteristik p = 2 sein. Es gibt aber noch eine andere mög- 
liche Anordnung, nämlich jene, bei der drei Seiten des einen Vierecks, 
■die durch einen Seheitel (E) gehen, die Seiten eines Dreiecks {B'C'TJ') 
des anderen Vierecks achneiden (Pig, 7). Eine solche Eestirainung der 
Punkte B', C, D', E' ist möglich, wenn B, C, D, E gegeben sind; denn 
wegen der Involution der 
Schnittpunkte der Gera- 
den Kß' mit den Gegen- 
seiten der zwei Vierecke, 
braucht man nur dafür 
zu sorgen, daß im gan- 
zen fünf Seiten des Vier- 
ecks B', C, D', E' die, 
entsprechenden Seiten 
des Vierecks B, C, D, E 
schneiden. Dann wird 
das durch die 8 Punk- 
te gehende Bündel von 
Flächen zweiter Ordnung die folgenden vier Ebenenpaare enthalten: 




EBC'D' und E'B'CD 
ECD'B' und E'C'BB 
EDB'C und E'B'BO 

Den Flächen des Bündels, die eine Ebene in einem linearen Netze von 
Kegelschnitten schneiden, kann man die Geraden einer Ebene gegenseitg 
eindeutig entsprechen lassen (vgl. [79])- Dann werden den Flächen eines 
Systems mit der Charakteristik ^ = 2 die Tangenten eines Kegelschnitts 
entsprechen. Man kann also ein solches System dadurch bestimmen, 
daß man fünf ihrer Flächen willkürlich im Bündel wählt; darnnter kann 
man die vier genannten Ebenenpaare nehmen. In diesem Falle wird die 
UmhüUnngsfiäche q)^ alle diese 8 Ebenen je längs eines Kegelschnittes 
berühren, z. B. die Ebenen a und u in Kegelschnitten, die beziehungs- 
weise durch B, C, D, E und B', C, B', E' gehen. Diese Kegelschnitte 
müssen die Schnittlinie ««' in denselben zwei Punkten A^ und Ä^ 
tretfen, da diese Linie dort (p^ berührt; auch diese Punkte müssen wegen 
der zwei Tangentialebenen Doppelpunkte sein. Ebenso enthalten die 
Schnittlinien der drei anderen Ebenenpaare je zwei Doppelpunkte, was 
mit den festen Punkten des Bündels 16 Doppelpunkte ergibt, die im aU- 
gemeinen konische Doppelpunkte sein müssen, da schon solche die Klasse 



y Google 



156 ni, GeechleotfsätKe; a) Geschlecht einer Kurve 

auf 4 reduzieren werden (vgl, [31]), und die Fläche, wie wir jetzt- 
sehen werden, eben diese Klasse hat. 

Im betrachteten System von Flächen i/ij mit der Charakteristik u = 2 
gibt es nämlich zwei Flächen, die eine willkttrliclie Ebene berühren, d. h. 
die Charakteristik fi" des Systems ist ebenfalls zwei [17]. Die Spuren der 
Flächen ij>^ auf einer Ebene bilden nämhch ein System von Kegel- 
schnitten, die die Spur der Fläche y^ vierfach berühren, und vier der 
Paare von Doppeltangenten, die diesem System angehören, sind Spuren 
der vier Ebenenpaare des Systems. Übrig bleiben also zwei Paare, die 
von den beiden Erzeugenden zweier berührender Flächen gebildet werden 
müssen. Das System enthält auch vier Flächen, die, als Einhüllende 
ihrer Tangentialebenen betrachtet, aus zwei Punkten zusammengesetzt 
sind, nämlich dieselben, die als Punktörter betrachtet aus zwei Ebenen 
bestehen (vgl. [27J). Diese zwei Punkte sind für das Ebenenpaar a, u' 
die zwei auf der Geraden ««' liegenden Doppelpunkte A^^ und A^ der 
Fläche. Das System hat also zu sich selbst dualistische Eigenschaften, 
und seine Flächen werden auch 8 feste Ebenen berühren, die eben- 
falls die Fläche <p^ längs Kegelschnitten berühren. Die Fläche qs^ hat. 
somit im ganzen 16 Ebenen, die sie längs Kegelschnitten berühren. Sie 
ist daher vierter Ordnung undvierfcerKlasseundhat 16 konische 
Doppelpunkte und 16 Ebenen, die sie längs Kegelschnitten 
berühren. 

Diese Eigenschaften haben wir in [31] der Z'Mmj»e»-schen Fläche 
zugeschrieben und wir haben gesehen, daß die Brennfläche einer Kon- 
gruenz zweiter Ordnung und Klasse diese Eigenschaften haben muß. 
Nun wollen wir beweisen, daß eine ZwOTMersche Fläche, deren Existenz 
jetzt bewiesen ist, umgekehrt Brennfläche solcher Kongruenzen ist, die 
also ebenfalls existieren. Unmittelbar werden zwar, wenn man die 
Fläche wie hier herstellt, die Erzeugenden der Flächen ^^ ^^^ Systems 
eine Kongruenz von der vierten Ordnung und Klasse bilden. Jede 
Fläche hat aber zwei Scharen von Erzeugenden und es ist zu erwiiten 
daß diese getrennt bleiben. Sonst müßte das System namlich Kegel 
flächen enthalten, für welche die zwei Scharen von Erzeugen len zu 
sammenfallen, was bei einer Fläche, die aus zwei Ebenen mit zwei 
Scheiteln auf der Schnittlinie besteht, nicht der Fall ist [27] Eine Kegel 
fläche kann das System aber nicht enthalten; denn ihre Tangentialebenen 
würden Doppeltangentialebenen der Fläche ^^ sein und solcher kaan 
die Fläche ebensowenig eine kontinuierliche Folge haben als le eine 
Doppeikurve haben kann, da dadurch die Ordnung beziehmigawe e die 
Klasse zu weit herabgedrückt würde. Die Teibmg dei ans len Erzen 
genden der Flächen '^^ gebildeten Kongruenz in zwei Kongruenzen von 
der zweiten Ordnung und zweiten Klasse werden wir denn auih direkt 
nachweisen durch die folgendeBetrachtung der veischiedenenErzeugungs 
arten einer vorgelegten Kummersck^n Fläche, 
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Soll eine Mäche vierter Ordauiig g?^ eine Ebeae a längs eines Kegel- 
schnittes berühren, so wird eiue durch diesen gehende Fläche zweiter 
Ordnung Xs die Fläche (p^ noch in einer Kurve sechster Ordnung schnei 
den, deren sechs Schnittpunkte Ay, Ä^, B, C, D, E mit der Ebenp « 
konische Doppelpunkte der Fläche sein werden. Soll die Flache noch 
15 weitere in Kegelschnitten berührende Ebenen haben, so müssen 
diese die Ebene a in den 15 Geraden sehneiden, die die genannten 
€ Doppelpunkte verbinden. Es sei «'die Ebene, die durch i^ 4, geht und 
B', 0', D', E' seien die in ihr liegenden Doppelpunkte iie di sie luch 
zu je zwei auf den singulären Ebenen der Flache (p^ liegen s ^eordnet 
■werden können, wie wir bereits vorausgesetzt haben ("di eine j erspek 
tivische Lage der Vierecke nicht auf eine Fläche m t len gegebenen 
Eigenschaften führt). Legen wir eine Fläche zweiter Ordnung n^ durch 
die Berühr ungskegelschnitte der Ebenen a und «', so wird diese zwei 
mal genommen (i»|), zusammen mit der Fläche ip^ einen Bu'^i.hpl bestimmen, 
in welchem die durch einen Punkt der Ebene a gehende Fläche aus c, 
«' und einer Fläche il>^ zusammengesetzt ist, die (p^ längs einei durch 
B, C, D, E, S', C, D ', E' gehenden Raumkurve vierter Ordnung berührt 
Die Flächen ^a,die den verschiedenen Flächen Wg entsprechen, bilden 
ein System mit der Charakteristik ft = 2, da durch jeden Punkt von lp^ 
zwei zusammenfallende Flächen gehen, und diesem System gehören auch 
4 durch die 8 Punkte gehende Ebenenpaare an. tp^ wird also eben 
auf die vorausgesetzte Weise erzeugt, und da die Ebenen a und a' zwei 
willkürliche der 16 singuUiren Ebenen waren und jedes System 4 solche 
Paare enthält, so läßt sich eine gegebene Kummersi:\iQ Fläche auf 
= 30 solche Arten erzeugen. 

Betrachten wir nun einen ebenen Schnitt der Kv,mmer&e)a&i Fläche, 
«o gibt es unter den 63 Systemen seiner vierfach berührenden Kegel- 
schnitte 30, in welchen vier der Paare von Doppeltangenten Spuren 
singulärer Tangentialebenen der Flache (p^ sind, während die zwei 
übrigen je von den Erzeugenden zweier demselben System angehörigen 
Flächen lit^ gebildet werden. Es seien z. B. die Geraden a und h, c und 
d in einem solchen System gepaart. Da jedes der 30 Systeme 4 
solche Gerade enthält, so muß jede der 12 nicht zu den Spuren 
der singulären Ebenen gehörigen Doppeltangenten des Schnittes in 
— — - ^ 10 solchen Systemen vorkommen, also verbunden mit 10 der 
11 Übrigen je in einem Systeme auftreten. Es gibt somit außer dem 
System mit den Paaren ab und cd, ein anderes unter den 30, wo a ent- 
weder mit C oder mit d gepaart ist, sagen wir mit d. Dieses System ent- 
hält also die Paare ad und bc und die Spuren der 8 singulären Ebenen, 
die nicht dem ersten System angehören [83]. Dagegen wird das durch die 
Paare ac und bd von Doppeltangenten bestimmte System von vierfach be- 
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rührenden Kegel sclinitteii Paare enthalten, die von den übrigen Doppel- 
tangenten, die nicht Spuren der singulären Ebenen sind, gebildet werden- 
Es sei e feines dieser Paare. Danu werden ue und c/Paare von Erzeugenden 
eines neuen Systems von Flächen Xs sein, die ip^ längs Kurven vierter 
Ordnung berühren. Als Erzeugende dieser Flächen trennen sich a und c 
von b und il, da nicht mehr 6 und d, sondern e und /' bei der Erzeugung 
auftreten, und bilden mit den übrigen gemeinschaftlichen Erzeugenden 
der Flächensjsteme ^g und x^ eine Kongruenz, deren Ordnung und Klasae 
2 sein muß. Einer anderen solchen Kongruenz gehören die Geraden & 
und d, einer dritten die Geraden e und f an; die Doppeltangenten der 
Fläche y^ verteilen sieh überhaupt auf 6 derartige Kongruenzen, da 
die 12 Doppeltangenten in einer Ebene je zwei Kongruenzen ange- 
hören. Die Strahlen einer Kongruenz werden Erzeugende in 10 der 
30 Systeme von Flächen zweiter Ordnung, die <p^ län^ Kurven vierter 
Ordnung berühren. 

Ein weiteres Beispiel dafür, daß gewöhnliche geometrische Eigen- 
schaften hei Abzahlungen hervortreten, können wir an die Betrachtung 
des Bündels knüpfen, das hier den Ausgangspunkt für unsere Unter- 
suchung über Kummersche Flächen bildete. In [35] 6 haben wir ge- 
sehen (was wir übrigens auch in [148] anders beweisen werden), daß 
der Ort der Scheitel der in einem Bündel von Flächen zweiter Ordnung 
enthaltenen Kegel von der 6'^" Ordnung ist. Das hier vorliegende 
Bündel enthält aber 4 Ebenenpaare, und alle Punkte der Schnittlinien 
dieser Paare haben die Eigenschaften, die (punktgeometrisch) die Scheitel 
der Kegel charakterisieren. Die vier Schnittlinien sind also Teile des 
eben bestimmten Ortes. Übrig bleibt eine Kurve zweiter Ordnung, die 
die Scheitel der eigentlichen Kegel des Büschels enthalten muß. Um diese 
Kurve näher zu untersuchen und zu entscheiden, oh sie etwa ein Kegel- 
schnitt ist oder aus zwei sieh nicht schneidenden Geraden besteht, suchen 
wir ihre Schnittpunkte S und S' mit der Ebene, die wir in Fig, 7 a ge- 
nannt haben und die die Flächen des Bündels in Kegelschnitten sehneidet, 
die durch die Punkte If, C, D, E gehen, also einen Büschel bilden. Diese 
Schnittpunkte müssen auf der Schnittlinie von a mit der mit ihr ge- 
paarten Ebene a liegen. Denn sonst würde der Büschel, außer den 
Schnittlinien mit den drei anderen Ebenenpaaren, noch zwei Geraden- 
paare enthalten, nämlich die Schnittlinien mit den Kegeln, die ihre Scheitel 
inS und S'haben, was unmöglich ist. Dies wird nur dadurch vermieden, daß 
die zwei Kegel selbst mit dem Ebenenpaar kk' zusammenfallen; dieses 
muß eine Grenzform sein, der sieh die zwei Kegel nähern. Da die dem 
Eheiienpaar benachbarten Flächen des Bündels a in Kurven des eben 
genannten Büschels schneiden, so werden die oo^ Grenzlagen der Scheitel- 
paare der benachbarten Flächen Punktepaare der durch den Büschel 
bestimmten Involution sein, und die Grenzlagen der Scheitel benachbarter 
Kegei müssen die Doppelpunkte dieser Involution sein. Mit diesen fallen 
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also S und jS" zuaamnieD, Dieselbe Bestimmung läßt eich auf die Schnitt- 
punkte des Ortes mit den Schnittlinien der drei anderen Ebenenpaare 



Da die vier Schnittlinien nicht in derselben Ebene liegen, kann der 
gesuchte Ort der Scheitel der im Büschel enthaltenen, eigent- 
lichen Kegel nicht ein Kegelschnitt sein, sondern er muß aus den zwei 
Geraden bestehen, die diese vier Schnittlinien schneiden. 

[92] trbnngeu und Aufgraben. 1. Eine Fläche von der Ordnung 
n, mit einer Doppelkurve von der Ordnung d und einer Rückkehrkurve 
von der Ordnung e sei gegeben: die Schnitte zu untersuchen, deren Ebenen 
die Fläche in einem Punkt der Doppelkurve oder in einem Punkt der 
Kückkehrkurve berühren, oder die Doppelkurve in einem Doppelpunkt der 
DoppeikurvG oder in einem Schnittpunkt mit der Rückkehrkurve oder 
in einem Pinehpunkt berühren, oder die Rückkehrkurve in einem Schnitt- 
punkt mit der Doppelkurve oder in einem Closepunkt berühren, oder 
die Fläche selbst in einem dieser Punkte berühren. Es wird vorausge- 
setzt, daß die genannten Punkte von möghchst einfacher Natur, also' 
alle nur Doppelpunkte der Fläche sind. (Siehe [72J und [75]}. 

2. Allgemeine Untersuchung der Evolute einer Kurve, die in den 
zwei unendlich fernen Kreispmikten singulare Elemente mit den Multi- 
plizitäten v und v' hat; zu berücksichtigen ist sowohl der Fall, in 
welchem die unendlich ferne Gerade diese Elemente schneidet, als auch 
der, in welchem sie dieselben berührt. (Siehe [77]), 

3. Die Aufgabe [78] in dem Fall zu behandeln, in welchem der 
feste Punkt A in einer Knotenspitze der gegebenen Kurve liegt, und 
diese im Übrigen keine mehrfachen Punkte hat, 

4. Zu bestimmen, wie viele Kegelschnitte, die durch zwei gegebene 
Punkte gehen, eine Gerade berühren und Berührung zweiter Ordnung 
mit einer gegebenen Kurve (vgl. [80]) haben, 

5. Das Geschlecht des ebenen Systems von Kegelschnitten, die durch 
zwei Punkte gehen und zwei Gerade berühren, zu finden und zu er- 
klären. 

6. Die Systeme von Kegelschnitten zu untersuchen, die zwei ge- 
gebene Kegelschnitte je in zwei Punkten berühren (vgl. [SS])- 

7. Die Anzahl der zusammenfallenden Punkte zu finden, in denen 
sich die Schmiegungsebene in einer Spitze oder einem Wendepunkt 
einer Raumkurre und die Doppelkurve der Tangentenfläche dieser Kurve 
schneiden. (Siehe [86],) 

8,* Die Singularitäten der Doppelkurve einer abwickelbaren Fläche 
in Beziehung auf ein Element der Rückkehrkurve zu untersuchen^ 
das die Multiplizitäten 1, 2, 2; 2, 1, 2; 2, 2, 1 oder 2, 2, 2 hat. (VgL 
Schlußbemerkungen von [86].) 

9. Die Umhüllungsfläche der Normalebenen einer Raurakurve von 
der Ordnung n mit h scheinbaren Doppelpunkten zu untersuchen; wie- 
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viele Kugelflächen aehneiden die Kurve in fünf zESammeii fallenden 
Punkten? 

10, Das Zerfallen der Umhiillungs flache der Ebenen, die eine Pläche 
Tieiier Ordnung mit einem Doppelkegelsehnitt in zwei Kegelschnitten 
schneiden [90], durch die Bestimmung ihres Geschlechts zu beweisen. 

11. Wie viele Pinchpunkte [72] gibt es auf einer Fläche vierter 
Ordnung mit Doppelkegelschnitt [90]? 

b) Geschleclitsätze von PlÜclien. 

[931 Numeriache Invarianten der Flächen. Auch für Flächen 
gibt es Zahlen, die für zwei einander eindeutig entsprechende Flächen 
denselben Wert haben — ebenso wie das Geschlecht für einander ein- 
deutig entsprechende Kurven. Wir werden hier zeigen, wie sich einige 
dieser Zahlen durch abzählende Methoden finden lassen. Wir beschdlnken 
uns dabei vorläufig auf den Fall, in dem die beiden entsprechenden Flächen 
nur eiae Doppelkurve, aber weder eine ßückbehrkurve noch isolierte 
singulare Punkte beaitzen. 

Wir nennen die Flächen ^j und (p^ und nehmen an, daß ihre Punkte 
Pj und Pj einander gegenseitig eindeutig entsprechen. Wir unter- 
scheiden die diesen und den einzuführenden Hilfsfläehen zugehörigen 
Zahlen m usw. durch die den Flächen entsprechenden Indices und 
schreiben also m^, m^ usw.; die Ordnung nennen wir m, den Rang m', 
die Klasse m", die Anzahl der durch einen beliebigen Punkt gehenden 
stationären Tangentialebenen m"'- 

Im allgemeinen wird für einzelne Punkte, Fundamentalpunkte 
(F) der einen oder anderen Fläche der Fall eintreten, daß der entsprechende 
Punkt ein unbestimmter Punkt einer ganzen Kurve, Fundamental- 
turve, wird. Auch in dieser Beziehung halten wirunsanden aUgemeinen 
Fall, wo die Fundamentalpuntte, deren Anzahlen wir durch f^ und f^ 
liezeichnen werden, einfach sind. Dann entsprechen die verschiedenen 
Punkte der Fundamental kurve den Punkten, die auf den Kurven eines 
durch F gelegten Büschels dem Punkte F unendhch nahe Hegen. Da- 
durch werden die Tangenten in einem Fundamentalpunkt an eine Kurve, 
deren entsprechende Kurve die entsprechende Fundamentalkurve in ge- 
wissen Punkten schneidet, bestimmt. Die einem einfachen Fundamental- 
punkt entsprechende Fundamentalkurve muß vom Geschlecht sein, 
weil ihre Punkte den Strahlen eines Büschels entsprechen. 

Einem ebenen Schnitt der FHiche tp^ wird auf ip^ eine Kurve ent- 
ßprechen, deren Ordnung s der Ordnung der Kurve gleich sein wird, die 
auf (p^ einem ebenen Schnitt von q)^ entspricht. Die Schnittpunkte des 
«inen ebenen Schnitts mit der dem anderen Schnitt entsprechenden 
Kurve entsprechen nämlich den Schnittpunkten des anderen ebenen 
Schnitts mit den- dem erstgenannten Schnitt entsprechenden Kurve. Den 
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Rang Sj der anf qoj liegenden Kurve, die einem ebenen Schnitt von ip^ 

entspricht, findet man durch die Bemerkuag, daß diese beiden Kurven 

von demselben Geschlecht sein müssen. Da im allgemeinen keine der 

Kurven Spitzen hat, ist also nach [65] 

(1) s'^ — 2s^m\ — 2m^. 

Hat s', die entsprechende Bedeutung, so ist 

(l*) s'j — 2s = mj — 2m^. 

Die Anzahlen s^' und Sg der durch einen festen Punkt gehenden 
Schmiegungs eben eil derselben Kurve werden dann nach [84] durch die 
fönenden Formeln bestimmt: 
(2j s;' - B{s + m; - 2»»s) 

{2') s; = 3(,s+;«;-2>»i). 

Bei der weiteren Untersuchung benutzen wir zwei Hilfsflächen qi^ 
und q)^. Wir wählen einen festen Punkt des Raumes A und eine feste 
Gerade a; man bestimmt dann einen Punkt Pg der Fläche ip^ als Schnitt- 
punkt der Geraden AP^ und der Ebene aP^. Eine beliebige Gerade 
durch A enthält m, Punkte Pj, alw auch, außer A,m^ Punkte Pj. Ein 
solcher Punkt fäUt mit A zusammen, wenn P^ auf der Sehnittkurve 
der Ebene Aa mit qSj liegt. Die entsprechende Grenzlage der Geraden 
AF^ projiziert einen Punkt P^ der dem Schnitt entsprechenden Kurve 
von der Ordnung s. A ist also auf (p^ ein singuiärer Punkt, in welchem 
die Tangenten einen Kegel von der Ordnung s und der Klasse sj mit s'^ 
stationären Tangentialebenen erzeugen. Durch Abzahlung aller Schnitt- 
punkte einer Geraden durch A findet man, daß 



ist. Eine Ebene durch a schneidet ip^ in einer Kurve von der Ordnung 
s; übrigens ist a eine jWj -fache Gerade. Die Tangentialebenen in einem 
ihrer Punkte M sind jene Ebenen, die a mit den Punkten P^ verbinden, 
die den Schnittpunkten der Fläche <p, mit j1 JW entsprechen. 

Vertauscht man bei diesen die Fläche qsjbetrefienden Bestimmungen 
die Flächen tp^ und (p^, so wird man die die Fläche qj^ betreffenden 
erhalten. Eine besondere Beziehung zwischen den Flächen (p^ und (p^ 
wird man aber durch eine geeignete Wahl der bei der Konstruktion 
benutzten festen Punkte und Geraden erreichen können. Es seien in Fig. 8 
A und a jene Elemente, die der Fläche <p^ entsprechen. Dann benutzen 
wir zur Konstruktion von tp^ einen festen Punkt B von a und eine feste 
Gerade ö, die durch A geht und a in einem Punkt C schneidet. Nun 
folgt aus der Konstruktion, daß die Gerade P3P4, die die den Punkten 
Pj und Pg entsprechenden Punkte P3 und P^ verbindet, durch C geht. 
Da weiter, wegen der algebraischen Natur der Korrespondenz, konseku- 
ti^ren Punkten stets konsekutive Punkte entsprechen (vgl. [65]), wird 
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derselbe Kegel mit dem Scheitel ö den beiden Flächen ^^ und q;^ um- 
bescbrieben sein. Dieser Kegel ist jedocb für beide Flächen nur ein 
Restkegel, den man erhält, wenn man die Teile der yollsiändigen um- 
besehriebenen Kegel ausscbeidet, deren Berührung nur im Tielfachen 
Punkt C oder in den vielfachen Geraden a oder h stattfindet. 

Da C auf einer m^ -fachen Geraden a der F^che ip^ liegt, werden 
von den durch C gehenden Tangenten an einen ebenen, durch C gelegten 
Schnitt 2m^ auf den Tangentialebenen in G liegen. Die Ordnung des 
den Flächen 953 und ^p^ gemeinsamen Restkegels ist also nur m'^ — 2«!^. 
Ebenso findet man, daß sie gleich m\ — 2m^ ist. Also ist 
(3) m'g — 2«!^ ^ m'^ — 2m^. 

Eine beliebige, durch a gehende Ebene £ schneidet, wie wir gesehen 
haben, qog Wj-mal in a und noch in einer Kurve ft, 
von der Ordnung s. Da sich diese Kurve ändert und 
ihre Schnittpunkte mit a sich bewegen, wenn e sich 
um a dreht, berührt diese Ebene y^ in diesen s Punk- 
ten. Die Ebene ist also s-mal mitzuzählen unter die 
Tangentialebenen, die durch eine in ihr liegende Ge- 
rade gehen. Die Klasse des gemeinsamen Restkegels 
ist daher m'^ — s. Ebenso findet man, daß sie gleich 
ml — s ist. Also wird 
^e- 8. (4) m'^ = m^. 

Stationär wird eine solche durch a gehende Tangentialebene e von 
<Pg, wenn die Kurve h, die Gerade a berührt, und zwar wird sie stationäre 
Tangentialebene der ümhüUungskurve der stationären Tangentialebenen 
der Fläche 913 sein, weil ihre Sehnittkurve einen Selbstberührungspunkt 
hat; a wird die entsprechende Erzeugende dieser abwickelbaren Fläche 
sein [88] 2. Daß b auch in diesem GrenzfaUe im allgemeinen nur für 
drei durch einen Punkt C der Geraden a gehenden stationären Tangential- 
ebenen zu zählen ist, geht jedoch aus der Beweisführung in [88] 2 
nicht unmittelbar hervor. Das eine der hier gefundenen Elemente 
der Kontur der von C aus projizierten Fläche wird sich auf einen Punkt 
reduzieren, so daß alle durch diesen gehenden Geraden als Tangenten 
der Kontur zu betrachten sind. Wenn man diese als Enveloppe ihrer 
Tangenten betrachtet, ist diese Erscheinung aber nur als ein einfacher 
Spezialfall anzusehen, in dem die Anzahlen, die Tangenten der Kontur 
oder Tangentialebenen von C aus an die Fläche betreffen, unverändert 
bleiben. Mit den Bezeichnungen in [88] und [Tfi] ist also auch hier 
JE' =3. 

i, ist die Kurve, die man erhält, wenn man von A aus auf die 
Ebene e jene auf <p^ liegende Kurve projiziert, die dem Schnitt der Fläche 
9)3 mit e entspricht. Da nun sie, und also auch die Kurve auf ip^, deren 
Projektion sie ist, die Ebene Aa und somit auch den Schnitt der Fläche 
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^p, mit Aa berühren, so müssen auch die entsprechenden Kurven auf (f^ 
sich berühren; somit berührt die Ebene b die Kurve auf <p^, die dem 
Schnitt der B'lache ^p^ mit der Ebene Aa entspricht. Da letztere Kurve 
vom Rang s'^ ist, ist sj die Anzahl der eben beschriebenen, dreifachen 
stationären Tangentialebenen, die man von C aus an rp^ legen kann. 
Diese gehören nicht dem den Flächen <p^ und q)^ gemeinsamen Rest- 
kegel an. Die Anzahl der stationären Tangentialebenen des Restkegels 
wird also nur wij"— 3sg sein. Ganz ebenso findet man, daß dieselbe 
Anzahl gleich m^'— 3s^ ist. Also ist 

»ij — 3Sj = m,"— 3sj 
oder wegen der Formeln (1) und (1') 
(5) ?Wj' — 3»!j -f 6jMj — ml — '6m^ + 6»»,. 

Um die Formeln (3), (4) und (5) zu verwerten, muß man die Zahlen 
»»g, mj' und «ig' und die entsprechenden für ip^ noch durch eine andere 
Abzahlung bestimmen. Dazu kann man den der Fläche ip^ umbeschrie- 
benen Kegei mit dem Scheitel A benutzen. Auch aus diesem lassen 
sich Teile absondern, deren Berührung nur in A oder auf den durch 
A gehenden und auf der t^che tp^ liegenden Geraden stattfinden. Übrig 
bleibt dann ein Restkegel, der zugleich der y^ umbe sehrieb ene Kegel 
ist, für den die genannten Zahlen also m\, m'j, mj™ sind. 

Um auch über die abgesonderten Teile des der Fläche ip^ umbe- 
schriebeaen Kegels Rechenschaft abzulegen, ziehen wir zuerst durch 
einen unendlich nahe bei A liegenden Punkt die Tangenten an einen 
Schnitt der Flache q>^, dessen Ebene durch geht. Von solchen Tan- 
genten finden wir — außer denen, deren Grenzlagen auch quj berühren — 
erstens 2s, deren Grenzlagen zu je zwei zusammenfallen mit den Er- 
zeugenden des Taugentenbegels der Fläche rp^ in A, und zweitens s'^, 
die den genannten Kegel berühren. Von Tangentialebenen, die durch 
eine willkürliche, durch gehende Gerade l gehen, fallen in der Grenz- 
lage 2s[ zu je zwei zusammen mit Tangentialebenen des genannten 
Kegels. Liegt die Grenzlage der Geraden l in einer der s^' stationären 
Tangentialebenen des Kegels, so fallen zwei der Tangentialebenen des 
Kegels, also vier konsekutive Tangentialebenen der Fläche <pg oder 
des vollständigen, dieser Fläche umbeachriebenen Kegeis zusammen. 
Überträgt man das, was in [71] über die Abzahlung der Wendetangen- 
ten einer ebenen Kurve gesagt wurde, auf den Kegel, so findet man, 
daß eine solche Ebene för drei von A ausgehende stationäre Ebenen zu 
zählen ist Die hier genannten, abgesonderten Teile des vollständigen 
umbeschriebeni'n Kegels liefern also zu den Zahlen ni^, m'g und m'^' 
beziehungsweise die Beitr.ige 2s -\- s[, 2s[ und Ss'^. 

Die hier genannten abgesonderten Teile sind jene, deren Ordnung 
von verschieden i'^t Um aber alle Beiträge zu m'^ und m'^ zu erhal- 
ten, muß man auch die durch A gehenden Geraden der Fläche y^ be- 
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achten. Dies sind jene, die A mit einem den folgenden Gattungen an- 
gehörigen Punkt der Flache (p^ verbinden: 

1. den f, Fundamentalpuiikten F^; 

2. den m^ Punkten P^, die den Schnittpunkten der Fläche tp^ mit 
der Geraden a entsprechen; 

3. den s Punkten P^, die zusammen mit ihren entsprechenden 
Punkten P^ in der Ebene Aa liegen. 

In allen drei Fallen ersieht man mittels einer unendlich kleinen 
Verschiebung des betreffenden Punkts Pj auf qsj aus der Eindeutigkeit 
der Konstruktion der entsprechenden Ebene «P^, daß eine willkürliche, 
durch eine der genannten Geraden gehende Ebene die Fläche 9)3 nur in 
einem Punkt berührt. Wegen dieser Eindeutigkeit ist die Berührung 
niemals stationär. Die genannten f^-\- m^-\- s Geraden liefern also je 
den Beitrag 1 an m'j, aber keinen Beitrag zu m™. 

Aus diesen Abzahlungen findet man mit Benutzung der Ausdrücke 
(l'J und (2')für s[ und s'; 

j ms= m\ + 2s + s; = m; -+ 4s + mi - 2^^, 

(6) »1';= ml+2s\+fi + m^ + s = m';-i-ds + 2m,~5m,+ f„ 

für m'^, m'^, ml wird man die entsprechenden Ausdrücke finden. 

Die Einführung der Ausdrücke für »i^ und m\ in (3) wird nur eine 
Identität ergeben; bei der Bildung der Ausdrücke haben wir aber bereits 
die Gleichheit des Geschlechts entsprechender Kurven auf den ein- 
deutig einander entsprechenden Flächen benutzt; diese kann als die erste 
Bedingung für die Eindeutigkeit des Entsprechens betrachtet werden. 

Durch das in (4) geforderte Gleichsetzen der Ausdrücke für »»3 
und m'^ findet man 

(7) m[- 2m[+ 3w, + /; =- m;— 2m;+ SjWg-i- /g, 
und durch Einführung der Ausdrücke für ml' und m'^ in (5) 

(8) m;"- 12w;+ 24wi-w;'- 12m;+ 24)^3. 

Die Gleichungen (7) und (8) sind also notwendige Bedingungen 
für das gegenseitig eindeutige Entsprechen der Punkte der beiden Flächen. 
Man hat die durch den Ausdruck 

(9) P = U^'"- 12m'+ 24m -^ 24) 

bestimmte Zahl P das numerische Geschlecht der Fläche genannt. 
Die Formel (8) drückt aus, daß diese Zahl für zwei sich eindeutig ent 
sprechende Flächen denselben Wert hat, oder daß sie bei jeder bira- 
tionalen Transformation invariant bleibt. 
Die durch den Ausdruck 

(10) I ^ m" - 2m' -^ dm - i 
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bestimmte Zahl /wird dazu dienen könnezi, die Differenz der Anzahlen 
der zum eindeutigen Entsprechen zweier Flächen nötigen Fundamental- 
puntte zu bestimmen. Die Gleichung (7) gibt nämlich 

(11) f.-f,-A-/,. 

Man sagt auch, die Zahl / + / bleibe bei einer birationalen Transfor- 
mation inTariant; sie ist aber nur eine relative Invariante, weil sie nicht 
allein von der Fläche abhängt, sondern auch von der Natur der Trans- 
formation. 

Beispiel: Für eine Ebene (m = 1, m' = m" = m'" — 0) findet man 
P = 0, I = — 1; für eine allgemeine F^che dritter Ordnung (m = 3, 
m' = 6, m" =. 12, m'" = 24) findet man P — 0, / = ö. Da die Bedin- 
gung Pj= Pj nur eine notwendige ist, darf man zwar aus der Gleich- 
heit des Geschlechts nicht sogleich auf eindeutiges Entsprechen schließen. 
Ein solches läßt sieh aber auf verschiedene Weise bewerkstelligen. Die 
Formel (11) gibt dann an, daß die Differenz /j— ^ der Anzahlen der 
in der Ebene und auf der Fläche dritter Ordnimg liegenden Funda- 
mentalpunkfce sechs sein muß. 

Das eindeutige Entsprechen kann z. B. durch solche Gerade l be- 
werkstelligt werden, die zwei sich nicht schneidende Gerade der Fläche 
a und b treffen. P^ ist dann der Schnittpunkt der Geraden l mit der 
Ebene, P^ ihr dritter Schnittpunkt mit der Fläche. Die auf der Ebene 
liegenden Fundamentalpunkte sind dann 1. die Spuren der Geraden a 
und ö und 2. die Spuren der Geraden auf der Fläche, die sowohl 
a als auch b treffen. Nennt man die Anzahl der letzteren Geraden 
X, so wird fj^2 + x sein. Die Fläche enthält einen Fundamentalpunkt, 
nämlich den dritten Punkt, in welchem die Gerade, die die Spuren der 
Geraden a und b auf der Ebene verbindet, die Fläche trifft. Also ist 
^=l, /l ~^=l -1-^ = 6,3: = 5. Diese Anzahl läßt sich übrigens 
auch im Anschluß an die durch [89J eingeleiteten Untersuchungen finden. 
[94] Fortsetzung; G-reazßUle. Wir haben hier den einander 
entsprechenden Flächen nur Doppelkurven beigelegt. Auf diese, sowie 
auf etwaige mehrfache Schnittkurven verschiedener Mäntel mußte übrigens 
bei der vorhegenden Bestimmung gar nicht direkt Bezug genommen 
werden. Nur solche singulare Kurven und Punkte, in denen die Fläche 
jede Schnittlinie in konsekutiven Punkten schneidet, sind besonders 
zu beachten. Solche FäUe können aber als Grenzfälle aufgefaßt werden 
(vgl. [88]), so daß man entweder unmittelbar die ihnen entsprechenden 
Formeln aus den allgemeinen herleiten, oder aber, wenn der Grenz- 
übergang schwierig oder zweifelhaft wird, sie direkt nach der vorhin 
angewandten Methode behandeln kann, wobei dann auch auf die neuen 
Singularitäten Bezug genommen werden muß. Durch Betrachtung einiger 
der einfachsten dieser GrenzfäUe werden wir Anweisung dazu geben, 
wie man auch andere behandeln kann. 
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Legen wir fürs erste der Fläclie ^j einen konischen Doppelpunkt 
Äj bei, der gelbst ein Fundamentalpunkt ist. Den Punkten, die auf 
den Erzeugenden des Tangentenkegels mit K^ zusammenfallen, werden 
dann die Funkte einer Kurve entsprechen. Die Ebenen durch ÄK^ werden 
die Hilfsfläche g?^ so in zwei sai ÄK^ liegenden Punkten schneiden, daß 



diese sich bewegen, wenn die Ebene 
fallen, wenn die Ebene eine der zwei 
kegeis ist. Dieselbe Betrachtung, di 



!ch um AK^ dreht, und zusammen- 
Tangentialebenen des Tangenten- 
wir bei der Herleitnng \ 



(4) und (ö) benutzt haben, zeigt dann, daß die Ebenen durch ÄK^ zwei- 
mal unter die Tangentialebenen von <pg, und die zwei Tangentialebenen 
des Tangentenkegels je dreimal unter die durch A gehenden stationären 
Tangentialebenen von (p^ zu zählen sind. Gibt es also auf <p^ Jc^ und 
auf q)^ }c^ solche konische Fundamentalponkte, so muß man in (11) f^ 
und/j mit/; + 2^^ und/'g^ 2^^, oder aber in (10) m" mit m"+ 2 fe ver- 
tauschen, ohne diese Pundamentalpunkte unter /", und /j mitzuzählen. 
Im Ausdruck (9) für P ist m'" durch m'" + 6ft zu ersetzen. 

Dasselbe Ergebnis würde man erhalten, wenn man den Fall als Grenz- 
fall betrachtete, in welchem die Fläche q>, einen neuen konischen Doppel- 
punkt bekommen hat. Denn ein solcher ersetzt eben zwei der m^' Tan- 
gentialebenen, die durch eine beliebige Gerade gehen, und sechs der ml' 
stationären Tangentialebenen, die durch einen beliebigen Punkt gehen; 
dei- neue Doppelpunkt, der zwei Punkte der ursprünglichen Fläche ver- 
tritt, muß, wenn diese Punkte nicht eben auf einer Fundamentalkurve 
liegen, zwei Punkten von (p^ entsprechen, also selbst ein neuer Fundamen- 
talpunkt werden, was wir hier vorausgesetzt haben. 

Wir werden weiter den Fall untersuchen, in welchem die Fläche 
91, eine Rückkehrkurve von der Ordnung K, und dem Bang n[ hat, an 
die man durch einen Punkt n'j Schmiegung seh enen legen kann ; wir be- 
nennen mit l die Anzahl der durch einen beliebigen Punkt gehenden 
Geraden, die die Fläche in Punkten der Rückkehrkurve berühren. 
Außerdem legen wir der Fläche noch q sogenannte Closepunkte [72] 
bei, von denen wir annehmen, dafi sie Fundamentalpunkte seien, "übrigens 
setzen wir [9] den aUgemeinen lall voraus, in dem der ßückkehrkurve 
von q>^ nur eine einfache Kurve der Fläche ip^ entspricht und die Bück- 
kehrkurve möglichst einfach ist. Sie kann dann aufgefaßt werden, als 
sei sie durch das Zusammenfallen einer Doppelkurve mit einer gemein- 
schaftlichen Berührm^skurve aller umbeschriebenen Kegel gebildet 
worden (vgl, [72] (2)). In den Formeln in [93] werden daher m[ und ml 
durch m[ + Wj und m'l -f- «^ zu ersetzen sein, und unter die von einem 
Punkt A ausgehenden stationären Tangentialebenen sind sowohl die n[ 
Schmiegnngsebenen an die Bückkehrkurve als auch die l Ebenen, die 
die Fläche in Punkten E der Ruckkehrkurve berühren, mitzuzählen, 
und zwar letztere zweimal. In einer solchen Ebene werden nämlich zwei 
von A ausgehende Gerade zusammenfallen, die (p^ und also auch y^ je 



y Google 



[95] Mehrdeutiges Entspreclien zweier Flächen ]67 

in drei konsekntiven Punkten schneiden, daher zwei Haupttangenten an 
die Fläche <p^ sind. Der ebene Schnitt dieser Fläche hat dann eine Spitze, 
deren Tangente durch Ä geht; in [88] 1 haben wir gesehen, daß dann 
die Ebene zweimal unter die von Ä ausgehenden stationären Tangential- 
ebenen von q)j zu zählen ist. m'^ ist also durch m'^ + »^ -(- 2 Z^ zu ersetzen. 

Was nun einen Closepunkt betri£ft, in welchem die Rückkehrkurve 
die Berührungskurve jedes umbesehriehenen Kegels trifft, so hat er 
nicht nur das Aussehen eines flachgedrückten konischen Doppelpunkts, 
sondern wird durch einen solchen ersetzt werden, wenn man die ßück- 
kehrknrve mit einer Doppelkurve und einer Berühningskurve vertauscht. 
Die den konischen Doppelpunkt betreffenden Zahlen lassen sich dann 
auf diesen übertragen. 

Legt man nun einer Fläche die hier genannten Singularitäten bei, 
so muß man die Formeln (9) und (10) in [93] durch die folgenden er- 
setzen, wobei wir Jedoch yorauasetzen, daß die konischen Doppelpunkte 
und die Closepankte solche Fundamentalpunkte sind, deren verschie- 
denen Tangenten die verschiederieu Punkte einer Kurve entsprechen:^) 
(9') P^l-^{m"~l2m'+2im + n"-~12n + 2l + 6q + 6h-2i), 
(10') I = m" - 2m' + dm + n — 2n + 2q + 2k - i. 

Die Einführung der Rüekkehrkurve, die der Umhüllungsfläche der 
stationären Tangentialebenen entspricht, wird es erlauben, die Formeln 
auf das dualistische Entsprechen zweier Flächen, das ja eben eindeutig ist, 
anzuwenden, und dadurch Formeln, die die dualistisch entsprechenden 
Singularitäten derselben Flache betreffen, herzuleiten. Dabei ist jedoch 
noch zu beachten, daß die (bei der Bestimmung der Flächen als Orter) 
auf Doppelkurven und Kückkehrkurven allgemein vorkommenden Pinch- 
punkte und Closepunkte dualitisch entsprechender Flächen als Funda- 
mentalpunkte auftreten werden, und zwar als solche, die wir bisher nicht 
beachtet haben. In diesen wird nämlich jedem Punkt M^ der ent- 
sprechenden Fundamentallinie eine ganz bestimmte Tangente im Pinch- 
punkt oder Closepunkt entsprechen, und den durch M^ gehenden Kurven 
auf tp2 entsprechen auf <p^ Kurven, die im Pinch- oder Closepunkt diese 
Tangente berühren. Der Einfluß solcher Fundamentalpunkte läßt sich 
aber ebenfalls durch die hier angewandte Methode finden. Hier würde je- 
doch dieses nähere Eingehen auf die Theorie der Flachen zu weitläufig 
werden.^) 

[95] Mehrdeutiges Entsprechen zweier Flächen.^) Auch 
den Fall, wenn zwei Flächen sich mehrdeutig entsprechen, kann man 

1) In dieaeii Formeln darf man n" dutcli 3(m'^ n) -\- e ersetzen [85j ; wenn 
e'^Oist. muß man e' in n" einbeziehen. 

2) Siehe die S, 148, Fußnote zitierte Abhandlung. 

3) Die hier entwickelten Resultate sind von Herrn F. SeveH in einer Ab- 
handlung in den Rendiconti del U, Ist Lomb. Serie II, Vol. XXX¥I (1903) 
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ftls einen GreiizfaU liehandeln. Setzen wir nämlicli voraus, daß jedem 
Punkt P, der Fläche y^ a^ Punkte Pg der Fläche <p^ und jedem Punkt P^ 
der Fläche tp^ a^ Punkte P^ der F^che y, entsprechen, so wird man ein 
gegenseitig eindeutiges Entsprechen zwischen einer mit (p^ zusamnien- 
faUenden «j-blättrigen Fläche und einer mit qtj zusammenfallenden a^- 
blättrigen Fläche erhalten. Der Zusammenhang der Blätter findet gewöhn- 
lich längs "Übergangskuryen statt, d. h. Örtern der Punkte P, der 
Fläche <p^, von deren entsprechenden Punkten auf y^ zwei zusammen- 
fallen, und der Punkte P^ der Fläche g>j, von deren entsprechenden Punk- 
ten auf (p^ zwei zusammenfallen. Wir werden die Ordnung einer Über- 
gangakurve v, ihre Klasse v' und die Anzahl ihrer durch einen Punkt 
gehenden Schmiegungsebenen v" nennen, und bezeichnen durch den 
Indes 1 oder 2 ihre Zugehörigkeit zur Fläche <p^ oder (p^. Die Anzahlen 
Aj und Aj der Schnittpunkte einer Übei^angskurve mit der Beruhrungs- 
kurve eines der Fläche q)( oder ip^ um beschriebenen Kegels werden 
ebenfalls benutzt werden. 

Da die Flächen jetzt mehrfach sind, werden zunächst überall in den 
gefundenen Formeln die der Fläche (pj entsprechenden Zahlen mit a^, 
die der Fläche ip^ entsprechenden mit a^ zu multiplizieren sein. Dies 
tritt in der Beweisführung dadurch hervor, daß der ip^ umbesehriebene 
Kegel mit dem Scheitel A wirklieh «^-facher um beschrieben er Kegel der 
Hilfsfläche (p^ wird. 

Weiter ist der Kegel, der eine Übergangskurve projiziert, als Teil 
des umbeschriebenen Kegels der mehrfachen Fläche zu betrachten. Der 
Kegel, derdieübergangskurve der Fläche gij vom Punkt J. aus projiziert,, 
berührt nämlich wirklich die Hilfsfläehe qPj. Die Zahlen v, v', v" sind 
als Teile der Zahlen m', m", m'" mitzuzählen. 

Endlich ist in m"' die Zahl 3A mitzuzählen. Daß der Koeffizient 
drei wird, beruht darauf, daß eine durch A gehende Ebene, die ip^ in 
einem Punkt der Übergangskurve berührt, dreimal unter die von A aus- 
gehenden stationären Tangentialebenen an qig mitzuzählen ist. Diese 
Ebene muß nämlich zwei durch A gehende, konsekutive Gerade enthalten^ 
die je qsg in vier konsekutiven Punkten treffen. Ihre Schnittkurve mit 
91 j hat also einen Selbstberührungspunkt, dessen Tangente durci A geht. 
Der Fall ist also der, für welchen wir in [89] 2. P^' = 3 fanden. 

Noch sind die Fundamentalpunkte zu beachten. Von diesen werden 
wir hier unseren Flächen solche von der folgenden Beschaffenheit bei- 
legen. Ein Fundamentalpunkt P, der Fläche ip^ kann ß^ der diese über- 
deckenden «g Blätter angehören. Dem Punkt Pj entsprechen dann 
^i~ ßi bestimmte Punkte der Fläche ip^ und dazu noch alle Punkte einer 

zuerst dargelegt worden. Seine Beweisführung ist jedoch von der, die hier voriiegt 
and die sich an meine sohon in Math. Ann. IV (1871) und hier in [97] wieder- 
holte anachlieSt, ganz verscbiedeu. 
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Eurve. Dabei wollen wir voraussetzen, daß jeder Tangente an ip^ in F^ 
ß^ Punkte der genannten Kurve entsprechen, die nur dann zusammen- 
fallen, wenn die Tangente einen durch F^ gehenden Zweig der Über- 
gangskurve berührt, und daß es ß'^ solche unter sich verschiedene, ein- 
fache Zweige gibt. Für einen nicht auf der Übergangs kurve liegenden 
Fundameutalpunkt ist ß^ = 1, /5j = 0. 

Betrachten wir jetzt die Beschaffenheit der mehrfachen Geraden ÄFj 
der Hilfsfläche ipg (siehe [93J). Jede Ebene durch AF^ schneidet »pj, 
außer in ÄF^ selbst, noch in einer Restkurve, weiche AF^ in ß^ Punkten 
schneidet, die sich bewegen, wenn die Ebene sich um AF^ dreht; wenn 
die Ebene eine der Ebenen /S^ ist, die die Übergangs kurve ini^j beröbren, 
so fallen zwei dieser Schnittpunkte zusammen. Durch dieselben Betrach- 
tungen, die wir in [93] bei der Herleitnng der Formeln (4) und (5) be- 
nutzt haben, finden wir also, daß eine beliebige Ebene durch AF^ ß^- 
facbe Tangentialebene an gtj ist, und daß die besonders hervorgehobenen 
ß'^ Ebenen je für drei durch A gehende stationäre Tangentialebenen zu 
zählen sind. Bei der Anwendung der Formeln [93] (7) und (8) auf die 
vielfachen Flächen muß man also für f^ die Über aUe Fundamentalpunkte 
ausgedehnte Summe ^^. setzen und in m'" den Wert 3 ^ß'^ mitrechnen ; 
mit Vertauschung der Indices ist dasselbe für die Fläche <p^ vorzu- 
nehmen. 

Durch Einsetzen der erweiterten Ausdrücke in [93] (8) und (7) 
und durch Benutzung der Ausdrücke [93] (9) und (10) der den einfachen 
Flächen zugehörigen Invarianten findet man nun: 

(1) 24«,(P,+ 1)-24<(P,+ 1) 

- «- 12«, + 3 J,) - «- 12«, + 3i,) + i2(f;) - i2K) 
und 

(2) «,(i, + 4)-..(i, + 4)_(«;-2«,)-«-2»,)+^(ft)-^(ft). 
In diesen Ausdrücken ist es jedoch wünschenswert, die Zahlen durch 

solche zu ersetzen, die unverändert bleiben, wenn man eine der Flächen 
einer eindeutigen Transformation unterwirft, deren Fundamentalpunkte 
wir aber als verschieden von jenen voraussetzen werden, die dem betrachte- 
ten mehrdeutigen Entsprechen angehören. Bei einer solchen Transfor- 
mation bleibt das Geschlecht n; und die Anzahl der Spitzen tj der Übergangs- 
kurve unverändert. Die Spitzen der Übergangskurve, z, B, der auf der 
Fläche (pi hegenden, sind nämlich die Punkte P^, von deren entsprechen- 
den Kg Punkten drei konsekutiv sind. Verbindet man nämlich einen solchen 
Punkt mit dem in der Beweisführung benutzten Punkt A, so wird APj 
eine Haupttangente der Hilfsfläche (p^ sein, also Rüekkehrkante ihres 
um beschriebenen Kegels mit dem Scheitel A, und dieser Kegel projiziert 
die Übergangskurve, die somit eine Spitze in Pj besitzt. Anders gebil- 
dete Spitzen dieser Kurve würden höhere Singularitäten sein, die wir 
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aus dieser allgemeinen Untersuchung ausschließen können. Für 
Übergangskurve hat man also 

2 (« - 1) _ r- + , - 2 , - » + i--- 2-'. 
Benutzt man diese Gleichungen, um v' und t 



(V) 24 «,(P, + 1) - 24«, (P, -t- 1) _ 6 («, - »,) - 2 (,, - ,,) 

+ 3 (J, - 3r,) - 3 (i, - 3,,) + S2m - S^(ß;) 

(2-) »,(/,+ 4) ~ ».(i,+ 4) _2(,,- .,) - (,,-,,) + J'(/i.) -J(ß,). 

In der ersten Gleichung bleiben w^, Kj, P^, Pj, OTj, jIj, i^^, t?^, ^(5^, ^ß^ 
unverändert, wenn wir die eine Fläche einer gegenseitig eindeutigen 
Transformation unterwerfen. Wenn diese die Fläche (p^ betrifft, kann 
sie keinen Einfluß auf A^— dv^ haben. Sie muß also auch i.j^— fiv^ in- 
variant lassen. (Siehe übrigens im folgenden [96].) 

In der anderen Gleichung ist I nur eine relative Invariante; es 
folgt aber aus (2'), daß a^J^ -j-^iß^) anverändert bleibt, wenn man die 
Fläche gjj durch eine andere ersetzt, die ihr auf gegenseitig eindeutige 
Weise entspricht; denn die übrigen in diese Formel eingehenden Zahlen 
bleiben dann unverändert. 

[96] Entsprechende Kurven auf Flächen, die eich eindeu- 
tig entsprechen. Wir kehren jetzt zu dem gegenseitig eindeutigen 
Entsprechen zweier Flächen g>j und ip^ zurück (siehe [93], dessen Be- 
zeichnungen wir weiterhin .benutzen) und wollen zeigen, daß bei 
einem solchen die Zahl, deren Invarianz wir eben für eine Kurve, die 
als Übergangskurve dienen kann, bemerkt haben, auch für irgendwelche 
entsprechende Kurven der eindeutig entsprechenden Flächen invariant 
bleibt. 

Cj und Cj seien zwei einander entsprechende Kurven der Flächen ip^ 
und g)^, v^ und v^ ihre Ordnungen und X^ und X^ die Anzahlen ihrer 
Schnittpunkte mit der Berührungskurve eines willkürlichen, der Fläche 
fpj beziehungsweise (p.^ umbesehriebenen Kegels. Der Einfachheit halber 
setzen wir voraus, daß weder c, noch c^ durch Fundamentalpunkte geht, 
daß diese Kurven also auch die den Fundamentalpunkten entsprechenden 
Kurven nicht schneiden. Vorläufig legen wir auch den Flächen keine 
Bückkehiku ven bti 

Wii werden die-^elben Hilfsflächen tp^ und tp^ wie in [93] benutzen 
und nennen die lut ihnen liegenden, den Kurven Cj und Cg entsprechen- 
den Kurven c^ und c^ Es folgt aus der Konstruktion, daß Cj (bzw. c^) 
rg-mal (v^ mal) duich den Punkt Ä (E) geht und Vj-mal (vg-mal) die 
Gerade a (6) schneidet Wir bezeichnen mit l^ (bzw. A^) die Anzahl der 
mit dem bcheitel des Kegels beweglichen Schnittpunkte der Kurve c._, 
(c^) mit der Rej uhrun iskurve eines der Fläche ^3 (ip^ umbesehriebenen 
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Kegels. In diesen Zahlen sind also die Schnittpunkte, die immer in die 
Punkte A oder B fallen, nickt inbegrififen. 

Die Kursen c^ und c^ liegen [93] auf demselben Kegel mit dem 
Scheitel C ([93], Fig. 8). Ihre Schnittpunkte mit den Berlihrungsknrven 
des den Flächen (p^ nnd ip^ gemeinschaftlichen um beschriebenen Kegels 
mit dem Scheitel ü entsprechen sich also eindeutig. Außerdem sind in 
X^ noch die v^ Schnittpunkte der Kurve c^ mit a mitzuzählen, weil die 
Gerade a ein Teil der Berührungskurve des vollständigen, der Flache <p 
nm beschriebenen Kegels ist'), und ebenso in X^ noch v^ Punkte. Also 
■wird 

Um einen Ausdruck für die Anzahl A3 an finden, zählen wir die 
Schnittpunkte der Kurve Cj mit der Berühr ungskurve des der P'^che tp^ 
umbesehriebeuen Kegels mit dem Scheitel j1 ab. Ein Teil dieses Kegels ist 
nach [93] auch der Fläche q>^ umbeschrieben und liefert unmittelbar den 
Beitrag ij zu Aj. Außerdem haben wir noch die Vennehrung der mit 
A zusammenfaUendeu Schnittpunkte zu beachten, die man für diese 
Grenzlage des Scheitels erhält. Diese Vermehrung rührt nicht von den 
in [93] besprochenen sj Tangentialebenen an den Tangen tenkegel der 
Fläche (pj her, sondern ausschließlich von dem doppelt zählenden Tan- 
gentenkegel selbst. Wenn sich der Scheitel dem Punkt A nähert, 
sieht man, daß zwei Schnittpunkte der Berührungskurve des umbe- 
schriebenen Kegels mit einer auf der Fläche liegenden und durch A 
gehenden Kurve mit A zusammenfallen, also 2v^ Schnittpunkte mit der 
Kurve Cj. Da die Kurve c^ durch keinen der Punkte der Fläche ^j geht, 
deren Verbindungslinien mit A auf der Fläche gi^ liegen, so schneidet c^ 
keine von diesen Geraden. 

Also ist 

ebenso findet man 

Setzt man diese Ausdrücke oben ein, so ergibt sich: 

was vrir [95] für die zu Übergangskurven geeigneten Kurven gefunden 
haben. 

Um die hier gefundene Formel auch auf solche Fälle anzuwenden, 
in welchen die Flächen Rückkehrkurven haben, denen einfache Kurven 
entsprechen, brauchen wir nur [94] unter X^ und X^ solche Punkte mit- 
zuzählen, in welchen Cj und Cg diese Küekk ehr kurven treffen und ent- 
weder diese berühren oder in denselben Punkten Rückkehrpunkte haben. 

1) Weil wir den Fall als Grenzfall behandeln, kommen natürlich nur solche 
Schnittpnnkte in Betracht, in denen sich Kurven, die demselben Mantel der 
Fläche angehören, achneiden. 
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Die Abbildungen dieser Punkte auf ipg und tp^ werden nämlich auch 
Scbnittpunkte mit BeriihrungBkurTen umbaschriebener Kegel werden. 
[97] "Übungeu. 1. Suche die Zuhlen P und J [113], die einer Fläche 
vierter Ordnung mit Dop^ielkegelsehnitt angehören. Welches sind die 
Fundamentalpunkte, wenn die Punkte Pg der Fläche den Punkten einer 
Ebene so entsprechen, daß Pip2 ^^^ Doppelkegelschnitt und eine auf 
der Fläche liegende Gerade in verschiedenen Punkten sehneidet? 

2. Die Formeln in [95] sind auf das Entsprechen einer allgemeinen 
Fläche m*^' Ordnui^ und ihrer Projektion auf eine durch das Projektions- 
zentrum gehende Fläche zweiter Ordnung anzuwenden. 

3. Die in [96] gefundene Formel ist auf einen ebenen Schnitt einer 
Fläche y, mit Doppelkurve und Rückkehrkurve und auf die entspre- 
chende Kurve einer Fläche (p^, die 95^ dualistisch entspricht, anzuwen- 
den. Die Fläche lp^ besitze aber sonst keine anderen Singularitäten als 
jene, die sich, wenn wir diese Fläche ais Ort ihrer Punkte auffassen, im 
allgemeinen an die Einführung dieser Kurven knüpfen^). Dadurch wird 
man finden, daß die Ordnung der parabolischen Kurve der Fläche cp^ 
4(m^ — wij)-|-«i ist, wenn die Ordnung dieser Fläche )»j, ihr Rang »»^ und 
die Ordnung ihrer Rückkehrkurve n^ ist (wie in [94]). 



Viertes Kapitel. 

Das Korrespondenzprinzip. 

a) Korrespondenzen einstnflger Oehilde vom Gesclileelite 0. 

[88] Alg^ebraischer Ansgfangspunkt des Korrespondenz- 
prluzlps; geometrische Bedeutung der einfachsten Korrespon- 
deuzen. Daß eine algebraisch ausdrückbare Bestimmung eines Punktes 
P einer Geraden auf a Punkte P führt, ist damit identisch, daß die Be- 
stimmung der auf der Geraden gerechneten Abszisse AP des Punktes P 
vom Grade cc ist. Eine algebraisch ausdrückbare Abhängigkeit zwischen 
zwei Punkten Pj und Pg derselben oder zweier Geraden, die jedem Punkt P^ 
«j Punkte P^ und jedem Punkt Pj a^ Punkte Pj zuordnet, muß also 
durch eine Gleichung ausgedrückt werden, die in Beziehung auf die 
Abszisse des Punktes Pj vom Grade a^ und in Beziehung auf die Abszisse 
des Punktes Pj vom Grade. a^ ist. 

An Stelle der Reibe von Punkten einer Geraden kann man hier auch 
irgendwelche Reihe von Gebilden vom Geschlechte (Büschel von Geraden 

1) Durch diese P^iiischränkucig Echließen wir Pinchpunlite and Closepunkte 
der Fläche tp, ans, welche auf der entap rechenden Kurve des betrachteten Schnittes 
der Fläche q>i liegende Fun damentaip unkte sein würden. Dagegen werden Pinch- 
punkte und Closepankte der Fläche <p^ nicht ausgeschlossen. 
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oder Kurven, andere oo "-fache Systeme von Punkten, Geraden oder Kurven 
vom Gesehlechte [79] usw.) setzen; denn diese lassen sieb eindeutig 
durch die Abszissen einer entsprechenden geradlinigen Punktreihe be- 
stimmen. Die Übertragung auf die anderen Reihen ist so einfach, daß 
wir in den ausdrücklich aufzustellenden Sätzen uns darauf beschränken 
können, von Punkten gerader Linien zn sprechen. 

Betrachten wir erstens den Fall a^^a^ ~ 1, in welchem die Punkt- 
reihen einander gegenseitig eindeutig entsprechen. Die Gleichung, die 
dann vom ersten Grade in Beziehung auf jede der beiden Abszissen ist, 
drückt ans, daß die Punktreihen (Pj) und (P^) zueinander projektiv sind, 
oder daß die Doppel Verhältnisse entsprechender Punkte Pj , Q^,R^, S^ und 
Pj, Q^, Pj, Sj einander gleich sind. Dies kann man bekanntlich durch alge- 
braische Umformung der Gleichung ersehen; es geht aber auch aus der 
in [Öl] gemachten Anwendung der Methode der Erhaltung der Anzahl 
hervor; denn das Verhältnis 

kann, wenu z. B. Pj, ^j, Pj und mit ihnen Pj, ^j,Pg fest bleiben, während 
S-i und 82 sieb bewegen, nicht null werden, ist also konstant Es ist 
1, weil es diesen Wert annimmt, wenn S^ mit P^, S^ mit Pg zu- 
sammenfällt. 

Hat man dagegen a^— 1, «3= 2, so bekommt man eine Gleichung 
«rsten Grades in der Abszisse x^ von I\ und zweiten Grades in der Ab- 
szisse iTg von Pg. Eine solche drückt bekanntlich aus, daß die Punkte- 
paare PaPj? die den Punkten P^ entsprechen, in Involution sind. Dies 
folgt nun auch daraus, daß jedem Punkt Pg ein Punkt P^ entspricht 
und umgekehrt, daß also die Punktreihen P^ und P^ projektiv sind, 
und daß weiter die Punkte P^ und Pg sich vertauschen lassen. — Die 
Reihe der Punkte Pj, die mit einem Punkte A der Geraden g^, die die 
Punkte Pj enthält, in Beziehung auf P^ und Pj harmonisch verbunden 
sind, z. B. die der Mittelpunkte von P^Pi, wird auf die Reihe P, pro- 
jektiv bezogen sein. 

Diese Abhängigkeit von Abzäbltingen kann zur schneUeu Entdeckung 
von Projektiv itäten und Involutionen führen und dadurch oft Mittel an 
die Hand geben, durch die eine vorgelegte Aufgabe sieh lösen liißt. Der 
hier erhaltene Projektivitätsatz umfaßt z. B. die Sätze von der Projekti- 
vität der Büschel der Geraden, die von zwei festen Punkten eines Kegel- 
schnittes aus einen bewegbchen Punkt desselben projizieren; eines Bolchen 
Büschels und der Reihe der Schnittpunkte der Tangenten im beweglichen 
Punkte mit einer festen Tangente; der Büschel von Ebenen, die zwei 
Sekanten einer Raumkurve dritter Ordnung mit einem beweglichen 
Punkte der Kurve verbinden; der Büschel der Ebenen, die zwei feste 
Erzeugende derselben Schar einer Fläche zweiter Ordnung mit einer 
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beweglichen Erzeugenden der anderen Schar verbinden; der ReÜben 
der bewegliehen Schnittpunkte der Kegelschnitte eines Büschels mit 
zwei durch Basispunkte des Bösohels gehenden Geraden, oder einer 
solchen Reihe und des Büschels der TangenisB an die Kegelschnitte in 
einem Basispunkte, sowie viele andere Projektivitäten, darunter auch 
jene, die den genannten dualistisch entsprechen. 

Ebenso umfaßt der gefundene Involutionssatz jene Sätze, die aus- 
sagen, daß die folgenden Reihen und Büschel in Involution sind: die 
Keihe von Schnittpunktepaaren einer Geraden mit einem Kegelschnitt- 
büschel; die Keihe von Paaren von Schnittpunkten eines Kegelschnittes 
mit den Strahlen eines Büschels (oder der Strahlenpaare, die solche 
Schnittpunkte mit einem festen Punkte des Kegelachnittes verbinden) j 
ebenso die Reihe von Punktepaaren, die auf einem Kegelschnitte c^ 
durch die Kegelschnitte eines Büschels mit zwei Basispunkten auf Cj aus- 
geschnitten werden (woraus hervorgehen wird, daß dieselben Punktepaare 
auch durch einen Büschel von Strahlen ausgeschnitten werden, was 
weiter auf den PascalscheTi Kegels ehnittsatz führt); die Reihe von 
Paaren von Schnittpunkten einer auf einer kuhischen Fläche liegenden 
Geraden g mit den Kegelschnitten, in welchen die durch g gehenden 
Ebenen dieselbe P'läche noch schneiden usw. 

An die hier angeführte Bestimmung der einfachen Involution oder 
der Involution zweiter Ordnung knüpft sieh eine ähnliche Bestimmung 
der Involutionen höherer («"') Ordnung an. Eine solche wird von den 
Punktgrappen P^ einer Geraden g gebildet, die den Punkten P^ einer 
Geraden entsprechen, die mit den Punkten Pg in der durch «^ = 1, k^ = w 
ausgedrückten Beziehung stehen. Folgende Eigenschaften einer solchen 
Involution gehen aus dieser Bestimmung unmittelbar hervor: Wenn 
zwei Gruppen der Involution einen gemeinsamen Punkt haben, wird 
dieser allen Gruppen der Involution angehören, und die anderen Punkte 
der Gruppen bilden Gruppen einer neuen Involution von der Ordnung 
n — 1. Die r*^" Polaren eines festen Punktes der Geraden in Beziehung 
auf die Punktgmppen einer auf derselben Geraden liegenden Involution 
)*'™ Grades [19] bilden selbst eine Involution (« — r)**" Ordnung, deren 
Gruppen denselben Punkten P^ wie die Gruppen der gegebenen Invo- 
lution eindeutig entsprechen. Daher werden die (n — 1)'™ Polaren oder 
die Polaren punkte verschiedener fester Punkte in Beziehung auf die 
Gruppen unter sich und auf die die Involution bestimmenden Punkte 
Pj projektiv bezogen sein. Sie können auch selbst als bestimmende 
Punkte P^ benutzt werden. Die Gruppen der Punktpaare, die Polaren 
(m — 2y^' Ordnung eines Punktes bilden, sind in einfacher Involution. 

Die Reihe von Punktgruppen, in welchen die Kurven eines Büschels 
j^ter Ordnung eine Gerade schneiden, bilden eine Involution «'"Ordnung. 
Daraus ersieht man auch, daß die Polarkurven eines festen Punktes in 
Beziehung auf die Kurven eines Büschels selbst einen Büschel bilden. 
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Dieselben Bemerkungen liissen sich aucli auf MächenbUscliel anwenden. 
Ebenso darf man sagen, daß die Punktgruppen, die dureb die Kurven 
eines Büschels auf einer Kurve vom (Jeschlecbte ausgeschnitten werden, 
in Involution sind, wenn mau nur die Bestimmung der Punkte der Kurve 
auf die Bestimmung der ihnen gegenseitig eindeutig entsprechenden 
Punkte einer Geraden zurückführt. 

[99] Au&teUuug des elufacheu KorreBpontleuzsatzes. 
Kehren wir nun zum allgemeinen, durch die Zahlen a^, a^ charakteri- 
sierten Entspreeheu der Punkte Pj und Pg zurück; dabei wollen wir 
aber voraussetzen, daß diese auf derselben Geraden g liegen, und daß 
wir die Abszissen x^ und x^ von demselben festen Punkt aus rechnen. 
Die Punkte der Geraden, in welchen ein Punkt Pj mit einem entsprechen- 
den Punkt Pj zusammenfallen, werden dann dadurch bestimmt, daß 
man in der Pj und }\ verbindenden Gleichung x^ = x^ setzt. Diese 
wird dann, weil sie vom Grade ßj in X^ und vom Grade a^ in x^ ist, 
im allgemeinen vom Grade a^-\- k^ sein, und unserem projektiven Stand- 
punkt gemäß können wir sagen, daß sie immer «j + «^ Wurzeln hat, 
wenn wir ihr nur so viele unendliche Wurzeln beilegen, als ihr an dieser 
Zahl fehlen. Die Zahl K■^ + a^ wird man unmittelbar erhalten, wenn x^ 
und x^ die Verhältnisse der Abstände der einander entsprechenden 
Punkte P; und P^ von zwei solchen festen Punkten sind, in welchen 
ein Punkt P^ nicht mit einem entsprechenden Punkte Pg zusammenfällt. 

Wenn zwei bewegliehe Punkte P, und P^, einer Geraden 
algebraisch so aufeinander bezogen sind, daß jedem Punkte 
P^ CjPunktePjUndjedem Punkte Pj a^ Punkte P, entsprechen, 
80 gibt es auf der Geraden «^ + a^ Punkte K, in welchen ein 
Punkt P, mit dem eutspreehenden Punkte Pg zusammen- 
fällt. Eine solche Korrespondenz nennen wir eine («j, «j)- Korrespon- 
denz. Die Punkte der Geraden lassen sich auch hier durch andere, einer 
Reihe vom Geschlecht angehörige geometrische Gebilde ersetzen. 

Der hier genannte allgemeine Satz drückt das sogenannte Korre- 
apondenzprinzip aus. Wir werden ihn den einfachen Korres 

ä nennen, um ihn von jenem zu unterscheiden, der auch Korre- 
ndenzen auf Kurven, die nicht vom Gesehlechte sind [116], betrifft. 

[100] Algebraische und konstruktive Anwendung. Die Aa- 
fen des Korre spondenzsatzes zeichnen sich vor den meisten 
deren abzählenden Methoden dadurch aus, daß er eine unmittelbare An- 
weisung zur Bildung der algebraischen Gleichung gibt, durch welche 
die Aufgabe, deren Lösungen man abzählt, auch algebraisch zu lösen 
ist. Die Bildung der Gleichung vom Grad ß, , durch die man den 
Punkt Pj bestimmt, der einem Punkt Pj entspricht (oder umge- 
kehrt), wird nämlich, algebraisch gesprochen, als eine einfachere Auf- 
gabe als diejenige zu betrachten sein, die durch die Koinzidenz der 
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Punkte Pj und Pj gelöst wird, und um letztere algebraisch auszu- 
drücken, hat man dann nur die Abszissen Xj^ und x^ gleichzusetzen. 

Auch eine rein geometriache Losung derselben Aufgabe läßt sich 
an die Anwendung des Korrespondenzprinzips anknüpfen, wenn man 
bemerkt, daß sie identisch mit der Losung einer anderen Aufgabe wird, . 
die ebenfalls auf der Koinzidenz derselben korrespondierenden Punkte 
beruht. Verbindet man z. B. die beweglichen Punkte P^ und P^ der Ge- 
raden mit zwei festen Punkten A und B, so wird der Ort der Schnittpunkte 
der Geraden AF^ und BP^ eine Kurve von der Ordnung a^-\- a^ sein, 
die in A einen a, -fachen, in B einen a^ -fachen Punkt hat. Dies haben 
wir in [18] andere bewiesen; es folgt aber auch unmittelbar aus dem 
Korrespondenzäatz, daß diese Kurve eine willkürliche Gerade inKj-l- «g 
Punkten schneidet (vgl. im folgenden L^'-'^])' ^'^ gefundene Kurve 
wird eben die Gerade g in den gesuchten Koinzidenzp unkten schneiden. 
Hat man fiir eine Korrespondenz gefunden, daß ci^=^ a^= 1, die Korre- 
spondenz also eine Projektivität ist [98], so wird die genannte Kurve 
ein Kegelschnitt sein, der durch A und B geht, und von welchem man 
noch drei Punkte bestimmen kann, wenn man drei entsprechende Punkte- 
paare der Projektivität kennt. Dann wird es übrigens auch nicht 
schwierig sein, nach einer willkürlichen Wahl des Punktes A den Punkt 
B so zu wählen, daß der Kegelschnitt ein Kreis wird, so daß die ganze 
Konstraktion durch Zirkel und Lineal ausgeführt werden kann. 

Einfacher wird die Konstruktion, wenn die entsprechenden Punkt- 
j-eihen schon auf einem festen Kegelschnitt \ (z. B. Kreis) liegen, was 
man immer durch geeignete Projektion erreichen kann. Wählen wir 
in diesem Fall die festen Punkte A und B so auf demselben Kegel- 
schnitt \, daß der Punkt A als Punkt P^ dem Punkt B als Punkt Pj 
betrachtet entspricht, so wird aus dem Ort der Schnittpunkte der Ge- 
raden jiPj und BPj die Gerade AB ausgeschieden, so daß nur eine 
Kurve von der Ordnung «j -|- (% — 1, mit einem (a^ — l)-fachen Punkt 
in A und einem («^ — l)-fachen Punkt in B übrig bleibt. Diese Kurve 
wird ^3 noch in den gesuchten Koinzidenz punkten schneiden. 

Im Falle der Projektivität (cj = 1, Hj = 1) wird die so konstruierte 
Kurve eine Gerade sein, von welcher man, wenn außer B und A noch 
zwei Paare entsprechender Punkte gegeben sind, unmittelbar zwei Punkte 
finden kann. Man erhält dadurch eine bekannte Konstruktion der ent- 
sprechend gemeinsamen Punkte zweier projektiven Punktreihen auf dem- 
selben Träger. Ganz unmittelbar ergibt sich dadurch Poncelet^ Lösung 
einer von ihm verallgemeinerten altberühmten Aufgabe. In der ver- 
allgemeinerten Gestalt verlangt sie die Konstruktion eines einem Kegel- 
schnitt einbeschriebenen J^-Ecks, dessen Seiten durch n gegebene Punkte 
gehen. Versucht man nämlich, die Konstruktion mit einem Punkt Pj 
des Kegelschnitts anzufangen und legt durch ihn die erste Seite des 
«-Ecks, so wird die letzte Seite den Kegelschnitt in einem Punkt P^ 
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treffen, der mit P^ zusammenfallen soll, um eine Lösung der Aufgabe 
zu geben. Zwischen Pj und P, findet eine (1, ll-Korrespondenz statt; naeli 
drei Versuchen, die zuerst die Punkte B und A und sodann noch zwei 
Paare eatsprechender Punkte ergehen, läßt sich die eben angeführte 
Bestimmung der entsprechend gemeinsamen Punkte anwenden. Sie wird 
durch ausschließlichen Gebrauch des Lineals und des bereits gezeich- 
neten Kegelschnitts durchgeführt. 

Hier liegen die entsprechenden Punkte schon auf dem zu benutzen- 
den Kegelschnitt. In anderen Fällen müssen sie auf ihn Obertragen 
werden. Auf diese Weise erhält mau die konstruktive Lösung einer 
beliebigen Gleichung zweiten Grades 

denn diese bestimmt die Koinzidenzen verschiedener Projektivitäten von 
Punkten einer Geraden, z. B. der durch 

bestimmten. 

Ist a-i = 2, ßj = 1, so wird im genannten Fall der zur Konstruktion 
benutzte Ort ein durch A gehender, neuer Kegelschnitt, von welchem 
man noch vier Punkte kennt, wenn z. B. die zwei anderen Punkten P^ 
entsprechenden vier Punkte P^ bekannt sind. Seine drei anderen Schnitt- 
punkte mit k^ werden die gesuchten Koinzidenzpunkte sein. Da eine 
beliebige Gleichung dritten Grades 

af,x^-i- ßix'-f a^x -f- Uj = 
die Koinzidenzen einer (2, l)-Korrespondenz, z. B. der durch die Gleichung 

afjx\x^ + a^a^ + a^x^ -f- Oj =- 
ausgedrückten, bestimmt, erhält man somit eine konstruktive Lösung 
der genannten Gleichung durch zwei Kegelschnitte, von welchen der 
eine willkürlich gewählt ist. 

In einem besonderen Fall können die Koinzidenzen einer (2, 2)- 
Korrespoudenz auf ähnliche Weise konstruiert werden, wenn nämlich 
die zwei dem Punkt B^ (als Punkt Pj betrachtet) entsprechenden Punkte 
Pj in A zusammenfallen und gleichzeitig die zwei dem Punkt A^ (als 
PunktPj betrachtet) entspreehendenPunkteP^ in -BzusammenfaUen. Dann 
wird sich nämlich die Gerade AS zweimal aus dem Orte der Schnitt- 
punkte der Geraden AP^ und SPg ausscheiden, der Restort also nur 
von der zweiten Ordnung sein. Auf diesen Fall ^8t sich die Lösung 
einer allgemeinen Gleichung vierten Grads 

leicht zurückfuhren. Diese Gleichung wird nämlich die Koinzidenzen der 
durch die Gleichung 
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bestimmten (2, 2)-KorreBpondeDz ergeben, und in dieser werden die durch 
a;, = 0, «1 =■ oo bestimmten Punkte sich eben auf die genannte Weise 



[101] Sätze über (2, 2)-Korrespondenzen. An eine (2,2)-Korre- 
spondenz zwischen den Funktreihen (P^) und (P^) knüpfen sich zwei 
andere Korrespondenzen an, die beziehungsweise von den Punkten P^ 
uud P^, die demselben Punkt F^ entsprechen, und von den Punkten P^ 
und Pj, die demselben Punkt P^ entsprechen, gebildet werden; einem 
Punkt Pj entsprechen nämlich zwei Punkte Pj, die je einen von Pj ver- 
schiedenen Punkt Pj ergeben. Auch von diesen Korrespondenzen hat 
jede vier Koinzidenzen. 

Verlegen wir die Reihen (PJ und (P^) auf zwei verschiedene Ge- 
raden g^ und ^a derselben Ebene und sind A und B feste Punkte auf 
einer Geraden, die zwei entsprechende Punkte Pj und P^ verbindet, so 
wird der Ort der Schnittpunkte der Geraden jIPj und £Pj, abgesehen 
von der Geraden AB selbst, eine durch A und B gehende Kurve dritter 
Ordnung sein. 

Nun haben wir in [51] bewiesen, daß, wenn wir von zwei Punkten 
A und B einer Kurve dritter Ordnung aus die vier Tangenten an die 
Kurve ziehen, die sie nicht in A und B berühren, diese zwei Gruppen 
von vier Geraden dieselben Doppel verhältcisse haben werden. Da diese 
(/j in den vier Punkten G^, Z*j, £';, P,, deren entsprechende Punkte 
Cj, Dg, Eg, Pj zusammenfallen, und g^ in den vier Punkten G^, -Hg, 
I^, K^, deren entsprechende Punkte G,, JI^, 7j, Ki zusammenfallen, 
schneiden, so sieht man, daß, für eine passende Anordnung der Punkte 
der hier genannten Gruppen, die folgenden Doppelverhältnisse ein- 
ander gleich sind:^) 

Wir werden am Schlüsse dieses Artikels sehen, daß für die ent- 
sprechende Anordnung auch (vgl. [54], 3) 
(2) (GiS.iiZi) = {C^B^E,F^) 

ist. 

Fallen zwei Funkte der durch die Gleichung (1) verbundenen Gruppen 
zusammen, z. B. C, und D^, so muß unsere Hilfskurve einen Doppel- 
punkt haben im Schnittpunkt der Geraden AC^ und BC^- Dann fallen 
auch G^j und H^ mit C^ und D^, G^ und H^ mit Ci und D^ zusammen. 
Fallen auch E^ imd F^ zusammen, woraus folgt, daß I^ und K^ mit 
diesen und E^i ^2 '^^^ ^21 ^3 unter sich zusammenfallen, so muß die Hilfs- 
kurve dritter Ordnung zwei Doppelpunkte haben, also aus einer Ge- 
raden und einem durch A und B gehenden Kegelschnitt zusammen- 

1) Dieser Satz ist mit dem algebraischen Transformationsaatz, auf welehem 
Eulera Addition elliptiachei Integrale beruht, identisch. 
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gesetzt sein. Die (2, 2) -Korrespondenz zwischen P^ und Pj löst sich 
also in (1, 1)- Korrespondenzen auf, so daß die Punktreihe (Pj) mit den 
zwei ßeilien entsprecliender Punkte P^ und B[, letztere also auch unter 
sichj und ebenso die Eleihen (P^) und die beiden ihr entsprechenden 
Punktreihen (Pg) und (P^') projektiv werden. 

Eine (2, 2)- Korrespondenz findet z. E. zwischen den Punkten P, 
eines Kegelschnittes \ und den Schnittpunkten Pg der Tangenten von 
Äj in Pj mit einem anderen Kegelschnitt h^ statt. In diesem Fall sind, 
wenn wir die Benennungen, die wir eben für .geradlinige Träger g^ und 
g^ anwandten, auf die neuen Träger \ und \ übertragen die Punkte 
C, D, E, F, die Berührungspunkte der Kegelschnitte \ und \ mit 
ihren gemeinschaftlichen Tangenten, und diejenigen, die wir G, H, I, K 
genannt haben, die Schnittpunkte der Kegelschnitte, alle mit dem Indes 
des Kegelschnitts, dem sie angehören. Die Gleichung (1) wird nun aus- 
drucken, daß das Doppelverhältnis der vier Schnittpunkte zweier Kegel- 
schnitte, auf einem dieser gerechnet, dem Doppelverhältnis der Punkte, 
in denen die vier gemeinschaftlichen Tangenten den anderen berühren, 
gleich ist. 

.Vertauscht man in der Anwendung dieses Satzes die zwei Kegel- 
schnitte, so findet man, daß wenigstens in diesem Fall auch die Glei- 
chung (2) richtig ist. Um ihre allgemeine Gültigkeit zu beweisen, ist 
es aber noch nötig zu zeigen, daß zwei willkürliehe (2, 2)-Korre8pon- 
denzen mit Hilfe von (1, l)-Korrespondenzen mit solchen vertauscht 
werden können, die geometrisch auf die hier betrachtete Weise ver- 
bun<3en sind. Wir können zunächst der Keihe P^ einen Kegelschnitt 
/q als Träger geben, während der Träger der Reihe Pj noch willkürlich 
ist und z. B. eine Gerade g^ sein kann. Jedem Punkt P, entsprechen 
dann zwei Punkte Pg und P^, und jedem Punkt Pj zwei Punkte P^ und 
P,', und der Ort des Schnittpunktes Pg der Tangenten pj und j>^ von k^ 
iu Pj und P^' wird ein Kegelschnitt sein. Er schneidet nämlich die 
Tangente p^ nur im Schnittpunkte mit p\ und in dem Schnittpunkt mit 
der Tangente von k^ in dem Punkt, der außer Pj dem Punkt P^ ent- 
spricht Die so gefundenen Punkte des Kegelschnittes k^ entsprechen 
gegenseitig eindeutig den Punkten der Reihe P^ und können sie also 
ersetzen. Sie stehen aber eben mit den Punkten P, in der oben voraus- 
gesetzten Verbindung. 

Wenn zwei Kegelschnitte k^ und k^ sich in zwei Punkten berühren, 
tritt der schon genannte Fall ein, in welchem die (2, 2)-Korrespondenz 
zwischen den Punkten Pj von i\ und den Punkten Pj, in denen die 
Tangenten in P^ den Kegelschnitt ij schneiden, sich in (1, l)-Korre- 
spondenzen auflöst, die Punkte Pj und Pj also unter sich projektive 
Punktreihen bilden. 

Als weiteres Beispiel von (2, 2)-Korre8pondenzen, aufweiche man 
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die bewiesenen Sätze anweniJen darf, aenneii wir die Korrespondenz 
der sich sclineidenden Erzeugenden zweier Flächen zweiter Ordnung. 
[102] Ort der Solmittpitnkte entsprechender Kurven. Die 

namentlich in [62] hervorgehobenen Vorteile lassen es oft nützlich er- 
Bcbeinen, eine Aufgabe, für die man bereits auf andere Weise abzäh- 
lende Ergebnisse gewonnen hat, auch durch das Korrespondenzprinzip 
zu lösen. Diese neue Lösungsweise kann oft zu Erweiterungen führen.^) 
Daher wird man auch hier unter den Anwendungen des Korrespondenz- 
prinzips solche Aufgaben finden, die wir schon anders gelöst haben. 

Um die Ordnung des Ortes der Schnittpunkte entsprechender 
Kurven zweier in derselben Ebene liegenden, eindeutig aufeinander be- 
zogenen Büschel zu finden [23] , kann man die Anzahl seiner Schnitt- 
punkte mit einer willkürlichen Geraden g suchen. Nehmen wir an, daß 
die Kurven der zwei Büschel beziehungsweise von den Ordnungen «^ 
und «^ sind, und bezeichnen wir mit P, und P^ zwei Schnittpunkte 
zweier entsprechender Kurven mit g. Dann stehen Pj und Pg mitein- 
ander in einer («j, Wj)- Korrespondenz und es wird n^-\- n^ Punkte 
geben, in welchen ein Punkt Pj mit einem entsprechenden Punkte P^ 
zusammenfällt. Diese Punkte sind eben die gesuchten Schnittpunkte 
mit 3; die gesachte Ordnung ist also n^-\- n^. 

Nehmen wir nun allgemein au, daß die Kurven Cj von der Ord- 
nung Mj einem System angehören, von welchem ^j Kurven durch einen 
willkürlichen Punkt der Ebene gehen, die Kurven r^ von der Ordnung 
«2 einem anderen System, von welchem fi^ Kurven durch einen will- 
kürlichen Punkt der Ebene gehen; weiter, daß jeder Kurve Cj r^ Kurven 
Cj und jeder Kurve Cg r^ Kurven Cj entsprechen. Dann wird die Korre- 
spondenz zwischen den Schnittpunkten P^ und P^ einer Geraden g mit 
zwei einander entsprechenden Kurven durch die folgenden Zahlen 
charakterisiert: 

Der Ort der Schnittpunkte zweier entsprechender Kurven wird also von 
der Ordnung Jia»'i%+ (*i^a«a sein. 

Wenden wir dieses Resultat besonders auf den Ort der Schnitt- 
punkte solcher Tangenten zweier Kurven c^ nnd Cj von den Klassen n\ 

1) Dagegen -würde es ein Mi 8 Verständnis sein, zu glauben, daB das sLcli 
enger an die algebraische Auflösung anschließende Konespandenzprinzip damit 
eine größere Sicherheit gewähre als eine auf wirklichen Grenzübergängen beruhende 
Anwendung des Prinzips der Erhaltung der Anzahl. Daß eine algebraische 
Kuive von der Ordnung n ist wirj a. B. dadurch ganz sicher gestellt, daß sie 
eine einzige Gerade in m und nur m Punkten schneidet, nnd es ist dann gar 
nicht nötig, nachher durch das Korrespondenzprinzip zu beweisen, daß sie auch 
eine willkörliche liei ide in n Punkten schneidet. Letztere Bestimmung kann 
aber nützlich sein, z B um iuch die Verteilung der Schnittpunkte dar Kurve 
mit anderen Geraden zu nnter« iiheu 
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und KJ an, die miteinander einen gegebenen Winkel bilden. Diesen 
Winkel denken wir uns in einer bestimmten Umlanfsrichtmig von der 
Tangente von Cj aus bia zur Tangente von (^ gerecbnet. In diesem Falle 
nehmen die eben benutzten Zahlen die folgenden Werte an: 

Die Ordnung wird also 2n[n^ sein. 

Dieses Resultat läßt sich zwar sehr wohl auch dann anwenden, wenn 
die Kurven c, und Cg in eine einzige Kurve von der Klasse n' zusammen- 
fallen, gibt aber dann nicht unmittelbar den Ort der Schnittpunkte 
zweier Tangenten, die miteinander den gegebenen Winkel bilden; dieser 
umfaßt nämlich dann auch die Tangenten, die mit sich selbst den ge- 
gebenen Winkel bilden; denn jeder Punkt einer aolchen kann als ihr 
Schnittpunkt mit sich selbst betrachtet werden. Wir haben früher [55] 
bemerkt, daß es wirklich solche Tangenten gibt, nämlich die 2«', die 
durch die zwei unendlich fernen Kreispimkte gehen. Der Ort der Schnitt- 
punkte zweier Tangenten einer Kurve von der Klasae n, die mitein- 
ander einen gegebenen Winkel bilden, iat also nur 2-n^—2n = 2n(n'— 1). 
Dieses Reaultat geht übrigens aus der Beatimmuug mittels des Korre- 
apondenzsatzes unmittelbar hervor, wenn man gleich von Anfang an 
daran festhält, daß der gegebene Wiakel von verschiedenen Tangenten 
derselben Kurve gebildet werden soll. Dann hat man nämlich 
«1 — «2= n'(n' -- 1). 

Ist der Winkel ein rechter, so wird die Unterscheidung zwischen 
den Umlaufs richtungen hinfällig. Wie wir in [56] im Fall eines Kegel- 
schnitte sahen, wird der Ort sich dann auf eine zweimal zu zählende 
Kurve von der Ordnung «'(«'— 1) reduzieren. 

[103] Unterscheidnng: verechiedenartigfer Eoiuzideuzen. 
Was für die eben behandelte Aufgabe über Tangenten zweier Kurven, 
bei Anwendung des allgemeiuen Resultats auf die Tangenten einer 
einzigen Kurve eintrat, das stellt sich auch sonst oft ein: die durch den 
Korrespondenzsatz gefundenen Koinzidenzen werden verschiedenartig 
sein und den Lösungen ganz verschiedener Aufgaben entsprechen. Bei 
den Anwendungen des genannten Satzes muß man daher 1. alle mög- 
lichen Arten von Koinzidenzen beachten und nicht nur diejenigen, durch 
welche die im vorliegenden Falle gestellte Aufgabe gelöst wird, 2. jede 
Art von Koinzidenzen sovielmal mitzählen, als die solche Koinzidenzen 
bestimmenden Abszissen Wurzeln der algebraischen (rleichung sind, die 
durch Gleichsetzen von x^ und x^ in der die Korrespondenz ausdrückenden 
Gleichung entsteht. 

Die Erfüllung letzterer Voraussetzung kann man durch eine Regel 
sichern, die wir sogleich in [105] aufstellen werden. Für die Spaltung 
in verschiedenartige Koinzidenzen werden wir aber schon im voraus 
einige Beispiele liefern. 
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Ein solches bietet die Bestimmung der Ordnung eines Ortes dar, 
deren Resultat wir in [78] vorweggenommen haben. Der Ort war der der 
Schaittpnakte P zweier Tangenten einer ebenen Kurve c von der Ord- 
nung n und der Klasse n', deren Berührungspunkte M^ nnd M^ auf 
Strahlen eines Büschels mit dem Scheitel A liegen. Die entsprechen- 
den Punkte P^ und Pj seien in Fig. 9 die Punkte, in welchen zwei solcbe 
Tangenten eine feste Gferade 6 schneiden. Für die Korrespondenz zwischen 
diesen Punkten findet man 

Von den Koinzidenzen dieser Korrespondenz fallen zwei in jeden 
Schnittpunkt des gesuchten Ortes mit h, weil es willkürlich ist, welche 
von den sich in einem solchen Punkt 
schneidenden Tangenten PM^ und PM^ 
man als PM^ betrachten will (vgl. im 
folgenden [105]), und außerdem je eine 
— i in jeden der n' Schnittpunkte der durch 
A gehenden Tangenten mit i. Nennen 
wir die gesuchte Ordnung x, so finden 
wir also 

2«'{m — 1) = 23; + n, 
wobei wir jedoch, wie in [78], voraus- 
setzen, daß die Kurve keine anderen 
ainguUrenPunktehatalsrfDoppel- 
punkte. Somit wird 
PiB. 9- 3T = |n'(2«-3). 

Ebenso kann man den Korrespondenzsatz benutzen, um die An- 
zahl ( der in [78] genannten dreifachen Punkte desselben Ortes zu 
finden. Durch einen solchen Punkt gehen drei Tangenten an c, deren Be- 
rührungspunkte auf einer durch A gehenden Geraden liegen. Ist nun 
(Fig. 9) AM^M^ ein willkürlicher durch A gehender Strahl, J/j und M^ 
zwei seiner Schnittpunkte mit c, P der Schnittpunkt der Tangenten in 
M^ und M^, und M^ der Berührungspunkt einer dritten durch P gehen- 
den Tangente PM^ an c, so werden dem Strahl AM^M^ ^n(n— 1) 
Punkte P, jn(n — 1)(«' - 2) Punkte 31^, also auch 

a^ = ^^n(n~ l)(n - 2) 
Strahlen AM^ entsprechen. Ein Sti-ahl desselben Büschels wird, als 
Strahl A 31^ betrachtet, « Punkte M^ enthalten. Die Tangente in einem 
solchen Punkt .Sfj schneidet den Ort der Punkte Pin -^-w' (2 w— 3) Punkten. 
Von diesen sind jedoch m — 1 nur die Schnittpunkte mit Taugenten 
an c in ihren übrigen Schnittpunkten mit A3f^. Die übrigbleibenden 
Punkte P geben je einen dem Strahle AM^ entsprechenden Strahl 
A3d^M^. In dieser Korrespondenz ist also 
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- 3) - (« - D). 
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«.-«(i«'(2 
An Koinzidenzen erhält man 

1. 3f, die davon herrühren, daß M^ ein dritter Scknittpuntt des 
Strahls AMiM^ ist; daß dieser dreimal zu zählen ist, heruht darauf, 
daß hier jeder der drei Punkte als Punkt M^ betrachtet werden kajin. 

Sonst können Koinzidenzen nur dann eintreten, wenn M^ z. B. mit 
Mj zusammenfällt. FäUt dann nicht auch P mit denselben Punkten zu- 
sammen, so muß PJJ/j eine der e' Wendetan- p 
genten der Kurve c und M^ einer der M — 1 
Schnittpunkte der Geraden ÄM^ sein. Auf 
diese Weise erhält man: 

2. e'{n — 1) Koinzidenzen. Es gibt zwei 
Fälle, in denen sowohl M^, als auch P mit 
Jfj zusammenfällt, nämlich: 

3. wenn M^ und M^ in einen der d Doppel- 
punkte der Kurve c fallen, was 2d Koinzidenzen 
ergibt, da M^ dann entweder demselben Zweig 
wie M^ oder demselben Zweig wie M^ ange- 
hören kann, oder 

4. wenn der Punkt M^ in den Berührungs- 
punkt L (Fig. 10} einer der n durch Ä gehen- 
den Tangenten au c, sowie der Punkt Mi und 
mit ihm P und M^ in einen Punkt N der » — 2 
Schnittpunkte dieserTangentefällt,waH«'('*~2) 
Koinzidenzen ergeben wird. Zwar werden in 
diesem Fall, weil zwei Schnittpunkte in den ^*«- ^'' 
Berührungspunkt fallen, 2(n — 2) der dem 

Strahl AL (betrachtet als ein Strahl AM^Mf^) entsprechenden Strahlen 
AMj^ mit ihr zusammenfallen. Aus der Regel, die wir in [105] auf- 
stellen werden, und deren Unentbehrlichkeit aus dem hier vorliegenden 
Beispiel hervorgeht, ersieht man aber, daß die so entstehenden w — 2 
Koinzidenzen je nur einmal zu zählen sind. Übrigens wird, wenn man 
den Punkt i\^ als einen Punkt M^ betrachtet, nur eine der entsprechen- 
den Geraden AM, 31^ mit AM^ zusammenfallen; denn, wie wir schon 
vorläufig iu [78] bemerkt haben (ein exakter Beweis wird sogleich 
folgen), ist die Tangente in .^ an c Wendetangente des Ortes der Punkte 
P und hat in N drei zusammenfallende Schnittpunkte mit diesem Ort. 
Zwei davon sind ihre Schnittpunkte mit den Tangenten an c in ihren 
zwei in iV" Zusammenfalleaden Schnittpunkten mit dieser Kurve, Der 
dritte wird eben ein Punkt P sein, mittels dessen dem Strahl AL, als 
Strahl AM^ betrachtet, derselbe Strahl, als Strahl AM,M^ betrachtet, 
einmal zugeordnet wird. 

Der Korrespondenzsatz ergibt uns also die folgende Gleichung: 
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n{\n'{2n - 3) — (w — 1)) +^»(m - l)(w'- 2) = 3( + e'(« - 1) 
+ 2d + m'(" - 2). 

Da wir e = vorausgesetzt haben, folgt auH den Flüclcer sehen 
Formeln [70], daß e' = 3(m'— «), 2d ^ n{n — 1) — n ist, wodurch man 
findet: 

t = {«■(« - 2)'- 

Die eben angeführten Bemerkungen über den Fall, in welchem M^ 
in den Berührungspunkt L einer durch Ä gehenden Tangente, sowie Mj, 
P und J/g in einen Schnittpunkt N derselben Tangente fallen, beruhen 
auf einer infinitesimalen Untersuchung einer benachbarten Lage dieser 
Punkte. Nehmen wir (Fig. 10) an, daß LM^ unendlich klein erster Ord- 
nung ist, so ist, da das in den Punkt L fallende Element der Kurve c 
einfach ist, der Winkel LAM^ und also auch der Abstand N3I^ unend- 
lich klein zweiter Ordnung [10], der Winkel PLN, also auch PN, 
PJij, M^N, der Winkel M^AN und der Winkel II^AMi erster Ord- 
nung (was bei der Anwendung der Regel in [105] benutzt werden wird). 
Weiter bilden die Tangenten in N und M^ einen unendlich kleinen 
Winkel zweiter Ordnung und müssen auf der Geraden .^P ein unendlich 
kleines Stück dritter Ordnung abschneiden. Daraus folgt jlO], daß der 
Ort der Punkte P die Tangente an c in N in drei zuaammenfiülenden 
Punkten schneidet, oder daß diese eine Wendetangente des Ortes ist, wie 
wir eben bemerkten. 

[104] Bestlmiuung der Breunfläche einer Liulenkoug^ueuz. 
Als eine Anwendung des Korrespondenzsatzea werden wir hier die früher 
[31] versprochene Bestimmung der Ordnung m und der Klasse m" der 
Brennfläche einer Kongruenz geben. Dazu genügt es nicht, die Ord- 
nung M und die Klasse n' der Kongruenz zu kennen. Man braucht auch 
den Bangr (s. [8] und [43]), der für höhere Werte von n und n nicht 
schon durch diese Zahlen bestimmt ist. Er ist die Anzahl der Strahlen- 
paare der Kongruenz, die einem eine beliebige, gegebene Gerade a ent- 
haltenden Büschel angehören. 

Es sei Pi ein Punkt der Geraden a. Durch ihn gehen b Strahlen der 
Kongruenz, die je in Verbindung mit a eine Ebene bestimmen, und 
jede solche Ebene enthält noch «'—1 Strahlen der Kongruenz, deren 
Schnittpunkte wir Pj nennen. Da P, auf dieselbe Weise durch P^ be- 
stimmt wird, so findet zwischen Pj und P^ eine Korrespondenz mit den 
Zahlen «^ = «^ = )j(ji'— 1) statt. Koinzidenzen entstehen 1. in den 
)■ Scheiteln der Büschel, die a und zwei Strahlen der Kongruenz ent- 
halten, und 2. in den m" Schnittpunkten mit den Strahlen, deren eine 
Fokalebene die Gerade a enthält, und zwar, wie die Regel jl05] zeigen 
wird, zwei in jedem der ersteren Punkte und eine in jedem der letzteren. 
Also findet man ') 



1) Sielie Sturm Liniengeoraetrie II S. 8. 
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(1) m"=2w(«'-l)-2r. 
Die dualistisch entspreehende Bestimmung ergibt 

(2) m = 2«'(n - 1) - 2r. 

Es ist jedocli hier vorausgesetzt, daß die Kongruenz nicht eine zu- 
sammenhängende Schar von Doppelstrahlen hat. Wenn sie einen isolier- 
ten eigentlichen Doppelstrahl i hat [43] und a diesen schneidet, so 
müssen zwei Koinzidenzen der zu (1) führenden Korrespondenz im 
Punkte (ab) und zwei Koinzidenzen der zu (2) führenden Korrespon- 
denz in der Ebene (ah) stattfinden. Entweder muß also der Doppel- 
strahl Doppelgerade der Brennfläche sein, und zwar sowohl wenn man 
diese als Punktort, als auch wenn man sie als Ebenenort betrachtet, oder 
er ersetzt für eine Gerade a, die ihn trifft, einen der r die Gerade a 
enthaltenden Büschel. Daraus entsteht die in [43] aufgestellte Unter- 
scheidung zwischen eigentlichen Doppelstrahlen zweiter Art und eigent- 
lichen Doppelstrahlen erster Art. Dagegen wird [43] ein punktdoppel- 
ter Strahl c, der a schneidet, zu keiner Koinzidenz der ersten Korre- 
spondenz, ein ebenendoppelter Strahl d aber, der a schneidet, zu einer 
Koinzidenz führen; das Umgekehrte gilt für die andere Korrespondenz. 
Daraus ersieht man, daß die Brennfläche, als Ehenenort betrachtet, die 
ebenendoppelten Strahlen und, als Punktort betrachtet, die punktdoppel- 
ten Strahlen enthält. 

Beachten wir nun die Benutzung von r in der Bestimmung die wir in der 
Anmerkung zu [43] von den Flächen (B) und (C) gaben "o spheu w r daß lieee 
die eigentliehen Doppelstrahlen erster Art enthalten aber weder die e gentlichen 
Doppelatrahleu zweiter Art, noch die punktdoppelteu odei d e ebeneudoppelten 
Strahlen. Die dort gefundenen -^(m' — 2) {«,' — H) Dopj el trahlen dpr Kougmenzen 
zweiter Ordnung sind also eigentliche Doppelstrahicn erster Att 

Wenn die Ordnung der Kongruenz n — 2 ist haben wir in [tIJ 
gesehen, daß m ~ i wird. Aus (2) findet man dann, daß ) ~ i — 2^ 
und sodann aus (1), daß m"-^ 2m' ist. Diesen Wert von r haben wir 
auch in der genannten Anmerkung benutzt. 

Ist n — n=2, so findet man r — 0. Gibt es also überhaupt 
Büschel, die gleichzeitig a und zwei Strahlen der Kongruenz enthalten, 
so muß es unendlich viele geben. Diese Eigenschaften haben alle Ge- 
raden des durch zwei sich schneidende Strahlen der Kongruenz be- 
stimmten Büschels, und da durch jeden Punkt zwei Strahlen der Kongruenz 
gehen und in jeder Ebene zwei liegen, so sieht man, daß die Strahlen 
a solcher Büschel einen linearen Komplex bilden. Diesem gehören 
auch die Strahlen der Kongruenz an, da sie selbst in den genannten 
Büscheln liegen. Also wird eine Kongruenz von der zweiten Ord- 
nung und zweiten Klasse in einem linearen Komplex liegen. 
Da r =- ist, so kann, wenn eine Gerade a einen Doppeistrabl trifft, die 
letztere der oben für Doppeistrahlen genannten Möglichkeiten nicht 
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«intreten. Wir sehen also, daß die Doppelstrahlen einer Eongruenz m = 2, 
k'= 2 zweiter Art sein müssen, was wir für die Mirstsche Xongruenz 
schon nachgewiesen haben [44]. 

[105] Re^el für die Abzählnn^ zasammeufollender LS- 
Btmgeu. In den bisher betrachteten Beispielen konnte wegen der All- 
gemeinheit der Fragestellung nur da, wo wir es ausdrücklich bemerkten 
[103], Zweifel darüber bestehen, wievielmal man jede Koinzidenz unter 
die durch das Korrespondenzprinzip angegebenen Lösungen mitzählen 
mußte. Um aber das Prinzip überall mit völliger Sicherheit anwenden 
zu können, muß man bestimmte Regeln für die Abzahlung zusammen- 
fallender Lösungen haben. Mittels 
einer schon in [100] genannten Kon- 
struktion der «1 -f K^ Koinzideaz- 
punkte zweier auf einer Geraden g 
liegender, durch eine (k^, o;3)-Korre- 
spondenz verbundener Punktreibea 
(Pj) imd (Pj) kann man eine solche 
Regel aus der Regel für die Ab- 
zahlung zusammenfallender Schnitt- 
punkte einer Geraden mit einer 
Kurve [10] herleiten. 

Indem (Fig. 11) ^1 und B zwei 
feste Punkte einer durch g gehen- 
den Ebene waren, bestimmten wir in [100] die Koinzidenzpunkte C als 
Schnittpunkte mit dem Ort der Schnittpunkte F der Geraden ^P, und 
PPj, Die Punkte A und B mögen so gewählt werden, daß AB nicht 
durch den zu untersuchenden Koinzidenzpunkt G geht. Wenn dann P, 
und P^ sich diesem Punkt nähern, bleiben die Winkel des Dreiecks P^ Pj P 
endlich, die Seiten werden also unendhch klein von derselben Ordnung. 
Nun fanden wir, indem wir 6'Pj als unendlich klein erster Ordnung betrach- 
teten, die Anzahl der mit C zusammenfallenden Schnittpunkte der Hilfs- 
kurve mit g als die Summe der Ordnungen der unendlich kleinen Strecken 
PiF; die Punkte P werden je durch die P^ entsprechenden Punkte 
Pg bestimmt. Da P,P und PjP^ von derselben Ordnung sind, erhält 
man daher die folgende Regel: 

Wenn diePunktePj und P^ einer Geraden durch e in e((i;„ «,)- 
Korrespondenz verbunden sind, ao läßt sich die Anzahl der 
in einem Punkt C der Geraden stattfindenden Koinzidenzen 
als die Summe der Ordnungen der unendlich kleinen Abstände 
P^P^ ausdrücken, wo P^ ein in unendlich kleinem Abstand 
erster Ordnung von C gewählter Punkt der Reihe (Pj) ist, 
während für Pg alle diesem Punkt entsprechenden Punkte 
der Reihe (Pj) einzusetzen sind. Man könnte natürlich auch 
CPj unendlich klein erster Ordnung setzen und die Summe der Ord- 
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nungen der zu dem Punkt Pg gehörigen Abstände Pj P^ abzählen. Da 
birationale Ändeningen die Ordnung unendlich kleiner Großen nicht än- 
dern, läßt sich diese Regel sowohl auf entsprecheude Büschel als auch auf 
Punktreihen oder Tangenten reihen rationaler Kurren unmittelbar über- 
tragen. 

Um die in [102] — [104] vorgenommenen Abzahlungen sicherzu- 
stellen, muß man sie an dieser Regel prüfen. In den meisten Fällen 
ist damit gar keine Schwierigkeit verbunden; denn wegen der Allgemein- 
heit der Fragestellung durfte man voraussetzen, daß die betreffenden 
unendlich kleinen Größen von derselben Ordnung waren, und es genügte 
dann die Punkte P^, die gleichzeitig mit Pj — oder die Punkte P^, die 
gleichzeitig mit Pj — in den Punkt C fallen, abzuzählen. In solchen 
Fällen haben wir dies stillschweigend getan. Die so gewonnenen Resul- 
iate lassen sich zwar auch auf Grenzfälle anwenden, in welchen die un- 
endlich kleinen Größen nicht von derselben Ordnung sind. In solchen 
fallen aber mehrere der gefundenen Lösungen zusammen: wieviel, das 
kann man eben mittels der Regel bestimmen. Dadurch kann man z, B. 
bei den in [103] gelösten Aufgaben den Einfluß etwa vorkommender 
Spitzen oder anderer singulärer Punkte der Kurve c finden. 

In der in [103] behandelten vierten Art von Koinzidenzen begeg- 
neten uns jedoch auch unmittelbar unendlich kleine Größen verschie- 
dener Ordnung, Wenn die Gerade AM-^^M^ (Fig. 10) mit AN zu- 
sammenfällt, werden zwei entsprechende Gerade AM^ ebenfalls mit 
AN zusammenfallen. Bildet die erste Gerade aber mit AN einen un- 
eEdlich kleinen Winkel erster Ordnung, so werden, wie wir sahen, die 
zwei entsprechenden Geraden AM^ mit AM-^^M^ einen Winkel von der 
Ordnung \ bilden. Man bekommt also nur 2 ■ ^ = 1 Koinzidenz. Das- 
selbe Resultat ergibt sich aus der Bemerkung, daß der Geraden AM^ 
nur eine gleichzeitig mit .4 A' zusammenfallende Gerade -4 M^ M^ entspricht, 
Tind daß die Winkel NAM^ und M^AM^ von derselben Ordnung sind. 

[106] Koiuzidiereude Pnnktepaare in der Ebene. Die An- 
wendungen des Korrespondenzprinzips auf ebene Pnnktepaare haben 
sehr oft den Zweck, solche koinzidierende Punktepaare J*^^P^ zn finden, 
von denen P^ auf einer Kurve von der Ordnung a^, P^ auf einer 
Kurve von der Ordnung k^ liegt; dabei soll außerdem die Gerade P^F^, 
die wir l nennen werden, eine Kurve von der Klasse ß berühren, und 
weiter das Punktepaar durch die Lage von Pj oder von Pj oder von l 
eindeutig bestimmt sein. Diese Eindeutigkeit kann man immer dadurch 
erreichen, daß man nötigenfalls die Orte der Punkte Pj und P^ und die 
Klasse der Einhüllenden der Geraden l als vielfach betrachtet; ho wird 
z. B., wenn Pj auf einer Kurve von der Ordnung n liegt und dann 
immer mit v Punkten P^ verbunden ist, a^ =n-v, und wenn l eine 
Kurve von der Klasse n berührt und dann s Punktepaare enthält, ß = n'-s 
zu setzen sein. 
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Um nun die Koinzidenzen der Punktepaare PjPs zu finden, ver- 
bindet man die entepreclienden Punkte P^ und P^ mit einem festen 
Punkt A. Zwischen den Geraden J.Pj und AP^ hat man dann eine 
(«^, a3)-Korrespond6nz. Ihre«! + «3 Koinzidenzen erhält man, wenn ent- 
weder die Gerade P^P^ durch A geht oder P^ und Pj zusammen- 
fallen. Da ersteres mit ß Geraden P^P^ der Fall ist, so wird die An- 
zahl der Koinzidenzen der Punkte P^ und P^ 

| = a, + «j-ß. 

Diese Formel umfaßt auch den bisher betrachteten Fall, in welchem die 
Gerade l festliegt; dann ist ß = 0. Für a^= ist P^ fest; dann gibt 
die Formel die Bestimmung [18] 
der Ordnung a^ einer Kurve, die 
eine gegebene Muitiplizität £, in P^ 
hat und eine Gerade durch Pj in ß 
anderen Punkten schneidet [18]. 

Wie viele dieser Koinzidenzen 
in einem Punkt D stattfinden, läßt 
sich durch die Regel in [105] ent- 
scheiden. Dabei darf man voraus- 
setzen, daß der willkürlich gewählte 
Punkt A auf keiner der Grenzlagen 
der Geraden l, die in D zusammen- 
fallende Punkte verbinden, liegt. 
Die Anwendung der zitierten Regel gestaltet sich dann folgendermaßen: 
1. Seip^ eine Gerade, deren Abstand vom Punkt D unendlich klein 
erster Ordnung ist, und deren Grenzlage nicht ein in D koinzidierendes 
Punktepaar P^P^ enthält, dann wird die Anzahl der in D koinzidieren- 
den Punktepaare PjP^ die Summe der Ordnungen der unendlich 
kleinen Abstände der auf jj^ liegenden Punkte Pj von den entsprechen- 
den Punkten P3 sein. 

Es kann aber auch nützlich sein, eine Regel zu besitzen, um abzu- 
zählen, wievielmal eine Gerade d als Verbindungsgerade koinzidieren- 
der Punktöpaare PjP^ zu rechnen ist. Dies kann durch eine andere 
Anwendung des Korrespondenzprinzips erreicht werden. Es sei in Fig. 12 
A der Schnittpunkt der Geraden d mit einer festen Geraden a, die so 
gewählt sein kann, daß d die einzige durch A gehende Gerade ist, die 
koinzidierende Punktepaare enthält. Auf dieser tragen wir eine unend- 
lich kleine Strecke erster Ordnung AP^ ab. Durch P^ geben ß Ge- 
rade l, die Punktepaare P1P2 enthalten. Diese projizieren wir von einem 
Punkt JB aus auf eine Gerade 6 in die Punktepaare P^P'^- Vom 
Schnittpunkt Q der Geraden PiP^ mit einer Geraden c aus projizieren 
wir die Punkte Pj' auf a in die Punkte P^. Man wird dann zwischen den 
Punkten P[ P'^ eine Korrespondenz haben, in welcher jedem Punkt P\ 
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ß Punkte Pj entsprechen, und die gesuclite Anzahl wird die Anzahl der 
in den Punkt A fallenden Koinzidenzen dieser Korrespondenz sein. 
Weiter werden, wenn man nur besonders ungünstigen Lagen 'der will- 
kürlich gewählten Linien und Punkte auaweicht, die Strecken P^Pj, 
P^'Pj, P'^Pj unendlich klein von derselben Ordnung.^) Da die gemachte 
Voraussetzung über die Lage von A wegfallen kann, wenn man nur bei 
der Abzahlung von Geraden l durch PJ , die mit d einen endlichen Winkel 
bilden, absieht, so führt die in [105] gegebene Abzählungsregel im vor- 
liegenden Fall zur folgenden Regel: 

2. Sei Pj ein Punkt, dessen Abstand von der Geraden d unendlich 
klein erster Ordnung ist^), dann ist die Anzahl der auf d koinzidierenden 
Punktepaare PiPg die Summe der Ordnungen der unendlich kleinen 
Strecken P^P^, deren Verbindungslinien durch P^ gehen und mit d 
unendlich kleine Winkel bilden. 

[107] Koinzidierende Fnnktepaare im Baame. Was hier 
von Koinzidenzen von Punktepaaren in der Ebene gesagt ist, läßt sich 
unmittelbar auf Punktepaare P^P^ im Räume übertragen, k^ ist dann 
die Ordnung der Kaumkurve, auf welcher Pj liegt (ebenso vielmal ge- 
rechnet als jeder ihrer Punkte entsprechende Punkte Pg hat), «j die 
(auf dieselbe Weise gerechnete) Ordnung des Ortes der Punkte Pg und 
ß ist die (ebenso gerechnete) Ordnung der von den Verbindungslinien 
l der Punktepaare erzeugten Regelfläche, Man findet dann die Anzahl 
«j + «2 — ^ der Koinzidenzen durch Anwendung des Korrespondenz- 
prinzips auf das Entsprechen der Ebenen, die eine Gerade a mit ent- 
sprechenden Punkten P^ und P, verbinden. Die Anzahl der in einen 
Punkt D fallenden Koinzidenzen ist die Summe der Ordnungen der un- 
endlich keinen Strecken PiP^, deren Punkte P^ in einer Ebene liegen, 
deren Abstand von D unendlich klein erster Ordnung ist und die end- 
liche Winkel mit den Geraden d, auf welchen die Koinzidenzen statt- 
finden, bildet. Die Anzahl der Koinzidenzen, für welche die Verbin- 
dungslinie l die Grenzlage d hat, ist die Summe der Ordnungen der 
unendlich kleinen Abstände der Punkte P, und Pg, deren Verbindungs- 
linien l unendhch wenig von d abweichen und eine Gerade schneiden, 
deren kürzester Abstand von d unendlich klein erster Ordnung ist, die 
aber mit ihr einen endlichen Winkel bildet. 

Statt die hier und in [106] gegebenen Formulierungen festzu- 
halten, wird es jedoch oft bequemer sein, direkt auf die ursprüngliche 



1) Man erinnere sich, daß wir, um uns so ausdrucken zu kSnnen, ohne 
jedesmal endliche Gießen besonders berückaichtigen zu müssen, diese als unend- 
lich klein von der Ordnung null betrachten [10], 

2) P^ darf jedoch nicht unendlich nahe an den Berührungspunkt der Ge- 
raden d mit der Umhüllungskurve der Geraden l gelegt werden. 
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Formulierung in [105] Bezug zu nehmen. Wir haben gezeigt, wie die» 
möglich ist. — 

Was wir hier von Punktepaaren in der Ebene oder im Räume und 
ihren Verbindungslinien gesagt haben, läßt sich dualistisch anf Garade- 
paare in der Ebene und ihre Schnittpunkte oder auf Bbenenpaare und 
ihre Schnittlinien übertragen. 

[108] SesoutB und Flückera Formeln. Dm mit ganz ein- 
fachen Beispielen die Anwendungen der Regeln in [105] — [107] anzu- 
fangen, werden wir hier Bezouts Schnittpunktsatz [11] und Flückers 
Formeln [70] mittels des Korrespondenzprinzips herleiten. 

Es seien zunächst zwei Kurven gegeben, c^ ron der Ordnung n^ und *^. 
Ton der Ordnung n^. Eine willkürliche Gerade durch einen festen 
Punkt S schneidet c, in n, Punkten P,, Cg in «g Punkten Pj. Wir 
suchen die Anzahl der Koinzidenzen der Punktepaare P^P^. c^ wird 
dann Kg-mal als Ort der Punkte P^ auftreten, Cg n^-mal als Ort der 
Punkte Pj und jede Gerade durch B ist M^Wg-mal Verbindunglinie. 
Also ist 

«1 = ßj = /S - »jMj -= a^+ a^- ß. 

Die Anzahl der Koinzidenzen ist also n^M^, Die Regel [106] 2 
für die Abzahlung der auf eine Gerade durch B fallenden Koinzidenzen 
zeigt erstens, daß die Gerade durch einen einfachen Schnittpunkt eine 
Koinzidenz enthält, und führt sodann unmittelbar anf die schon in [11] ge- 
gebene Rege! für die Abzahlung zusammenfallender Schnittpunkte. Dort, 
wie hier war die entsprechende Regel für die Abzahlung der Schnitt- 
punkte einer Kurve mit einer Geraden [10] vorausgesetzt. 

Ersetzt man hier die Kurven c^ und Cj durch eine einzige Kurve c 
von der Ordnung n, und sind die entsprechenden Punkte F^ und P^ 
verschiedene Schnittpunkte einer Geraden durch einen festen, nicht auf 
e liegenden Punkt B, so wird 

Die Regel [106] 2 zeigt, daß jede einfache Tangente durch B eine 
dieser Koinzidenzen ei^ibt. Auf einer Geraden durch B, die mit der 
Tangente einen unendUch kleinen Winkel erster Ordnung bildet, wird 
nämlich eine Sehne abgeschnitten von der Ordnung -J. Sie ist aber zwei- 
mal zu zählen, weil jeder ihrer Endpunkte als Punkt P^ betrachtet, 
werden kann. Übrigens führt die Anwendung derselben Regel unmittel- 
bar zu der in [12] aufgestellten Regel für die Abzahlung der mit einer 
bestimmten Geraden durch B zusammenfallenden oder durch singulare 
Punkte absorbierten Tangenten. 

Wir werden in den folgenden Untersuchungen nur P/wcie»- sehe 
Singularitäten berücksichtigen, und sie wie in [70] bezeichnen. « ist 
also die Ordnung, »' die Klasse, d, e, d\ e die Anzahlen der Doppel- 
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punkte, der Spitzen, der Doppeltangenten und der Wendetangenten. Das 
schon bewiesene Resultat wird also durch die Grleichung 

(1) «(«-l)-»'+2Ä + 3<! 
auBgedrücktund daran schließt sich die dualistisekentspreehendeGleichung 

(2) n\n- l)==.« + 2d + 3e. 

Um noch eine weitere Gleichung, die wir früher mittels des Ge- 
schlecht satzes abgeleitet haben, zu finden, betrachten wir solche Pnnkte- 
paare, in welchen P^ ein willkürlicher Punkt 
der Kurve ist, P^ einer der n — 2 Schnitt- 
punkte der Tan- 
gente in P^ mit 
der Kurve. Die 
Korrespondenz 
zwischen den 
Punktepaaren F■^ 
und P, wird dann 
-^'8- 1* durch die folgen- "^' "■ 

den Zahlen ausgedrückt: 

«j ".«(« — 2), a^^n{n'—2), ß = n{n-2). 
Die Anzahl der Koinzidenzen ist also (1) 

n^—4n + 2n'=3n(n — 2) — id—6e. 
Zur Abzahlung der verschiedenen, hierin iubegrifi'enen Koinzidenzen 
benutzt man am besten die mit der Hauptregel in [105] identischen 
Regeln [106]. Koinzidenzen finden in folgenden Punkten statt: 

1. In den e' Wendepunkten S'. Befindet sich (Fig. 13) Pj in einem un- 
endlich kleinen Abstand W P^ erster Ordnung von einem Wendepunkt 
(also auch auf einer Geraden, die mit der Wendetangente einen endlichen 
AVinkel bildet und einen unendlich kleinen Abstand erster Ordnung von 
^' hat), so wird auch eine Strecke Pj P^ unendlich klein erster Ordnung. 
Dies sieht man leicht aus der analytischen Darstellung; man könnte ea 
aber auch aus der Bemerkung schließen, daß es nur einen solchen 
Punkt Pj gibt, die Ordnung also kein Bruch sein kann, und daß 
für eine reelle Figur P^F^ > P^E' ist, die Ordnung also nicht > 1 
sein kann, e' ist daher unter die gefundenen Koinzidenzen nur einmal 
zu zählen. 

2. In den d Doppelpunkten. Man sieht ohne Schwierigkeit (vgl. 
die Betrachtungen unter 3.), daß diese zweimal zu zählen sind. 

3. In den e Spitzen. Eine (nicht mit der Tangente zusammen- 
fallende) Gerade, die einen unendlich kleinen Abstand erster Ordnung 
von einer Spitze .E hat, sehneidefc die Kurve in zwei Punkten P,, deren 
Abstand (Fig. 14) EP^ auch unendlich klein erster Ordnung wird, und 
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die Tangenten in diesen Punkten haben je einen solehen Schnittpunkt 
Pg, daß auch PjP^ von derselben Ordnung ist. Stellen wir nämlich das 
Kurven element durch 

y= Axi + ■ ■ ■ 
dar, so wird die Subtangente QR =jX + ■ ■ ■, also auch erster Ordnung, 
ebenso QP^ und ebenso die Strecke Pä-P,, da sie (für einen reellen 
Kurfenzug) größer als QP^ und kleiner als ER ist. Auch e ist also 
zweimal zu zählen. Man findet somit 
(3) 3K(H-2) = e'+6d+8e. 

AUe andern Relationen unter den sechs gen'innten Zahlen lassen sich 
aus (1), (2), (3) herleiten. Um aber noch ein weiteies Bel'^plel zu liefern, 
betrachten wir noch die Paare P^ und P , die von den n — 2 Schnitt- 
punkten einer beliebigen Tangente gebildet werden Für soluhe ist 

«j = c^= n{n'- 2)(« - 3), ß^ n [n - J}(n - a> 
Die Abzahlung der Koinzidenzen, die davon herrühren, daß die Tan- 
gente die Kurve nochmals berührt oder durch einen Doppelpunkt oder 
eine Spitze geht, geschieht ganz wie vorher, da man die M Schnitt- 
punkte der durch einen testen Punkt gebenden Geraden betrachtete. 
Nur gibt jetzt jede Doppeltangente zweimal zu einer Koinzidenz Anlaß. 
Man findet also 

(n - 3)(m'{n + 2) - 4w) = 2d' + 2t?(n' - 4) + 3e(n' - 3). 

[109] Sohuittpuukte dreier Fläohen, die alle dnroh eine 
Kurve gehen. Beispiele der Bestimmung von koinzidierenden Punkte- 
paaren oder Ebenenpaaren im Raum liefert uns die Bestimmung der 
isolierten Schnittpunkte dreier Flächen 9>i,9>j,9>3 von den Ordnungen 
w^ijJWjjJBg, auf denen eine Kurve c von der Ordnung « und dem 
Range n' beziehungsweise eine Vj -fache, eine v^-fache oder eine Vj-fache 
Kurve ist. Wir bemerken erstens, daß man durch einen beliebigen Punkt 
A n{m — v) Gerade ziehen kann, die eine Flache ip mit der v-faehen 
Kurve c in v -(- 1 auf c zusammenfallenden Punkten schneiden. Dies 
folgt schon daraus, daß diese Punkte in die Schnittpunkte von c mit 
der v*"" Polare des Punktes A in Beziehung auf g) fallen müssen; diese 
Polare ist nämlich von der Ordnung m — v [19]. Dasselbe !2ßt sich 
aber auch durch Abzahlung der Koinzidenzen eines Punktes P^ der 
Kurve c mit einem der m — v anderen Schnittpunkte Pg der Geraden 
ÄP, mit <p beweisen. Der Ort des Punktes P, ist nämlich, was man 
durch Abzahlung der Schnittpunkte mit einer durch A gebenden Ebene 
sieht, von der Ordnung n{m — v). Für das genannte Punktepaar ist also 
ci^ = a^ = ß = n{m — r) = ß, + c^ — ^ . 

Die hier gefundenen «(m — v) Punkte von c sind die Berührungs- 
punkte der durch A gehenden Ebenen, die ip in einem Punkt von c be- 
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rähren; sie können zur Abzahlung der Sjj Punkte der Kurve c, in wel- 
chen die Flächen ipj und (p^ sich berühren, benutzt werden. Betrachten 
wir nämlich das von den Tangentialebenen jr^ und tc^ an fp^ und qa^ "i 
«inem Punkte von c gebildete Paar, so wird für dieses 

a[ = n{m^ — v^)v^, tt'^ = n(m^ — v^)v^ , 
und da n' Tangenten von c eine willkürliche Gerade schneiden, so ist 

also ist die Anzahl der Koinzidenzen solcher Ebenenpaare 

Die Schnittkurve der Flächen <p^ und if^ besteht aus c, j/^Vg-mal 
gezühlt, und einer Restkurve c,ä von der Ordnung m^mg — v^v^n. Diese 
schneidet c in den gefundenen % Punkten und wird mit y^ VjSu in 
diese Punkte fallende Schnittpunkte haben. Ihre Übrigen Schnittpunkte 
mit ^5 sind die ä nicht auf c fallenden Schnittpunkte der drei Flächen 
^,, q^2 und gsg. Diese Anzahl ist also 

[110] Drei&che Funkte einer abwickelbaren oder wind- 
schiefen Regelfläche. Ein anderes Beispiel gewährt uns die in [86] 
aurückgestellte Bestimmung der dreifachen Punkte einer abwickelbaren 
Fläche. Wir werden dabei dieselben Benennungen, wie in [86], benutzen, 
nämlich n für die Ordnung ihrer Eückkehrkurve, n' für ihre eigene Ord- 
nung (Bang der Rückkehr kurve), x für die Ordnung ihrer Doppelkurve. 
Durch V bezeichnen wir auch hier die Anzahl der Erzeugenden, die die 
Röckkehrkurve schneiden, und durch v" die Anzahl der Tangential- 
ebenen der Fläche, die nicht nur Schmiegungs ebenen der Bückkehrkurve 
sind, sondern sie anch in anderen Punkten berühren. Wir nehmen 
VFeiter au, daß die Rückkehrkurve e Spitzen, e' Wendetangenten und e" 
stationäre Schmiegungs ebenen hat. 

Wir betrachten das Paar, das von zwei Schnittpunkten Pj und Pg 
«iner Erzeugenden der Fläche mit ihrer Doppelkurve gebildet wird. Für 
diese Punkte hat man 

cc, = 2x{n' - 5) = «a , ß^ n'in' ~ 4)(«' - 5) . 
Die Kj -(- Kg — jJ Koinzidenzen finden statt in den t dreifachen Punkten, 
in den v Schnittpunkten der Bückkehrkurve mit Erzeugenden, in den 
e'()i'— 6) Schnittpunkten der Wendetaugenten mit anderen Erzeugen- 
den, in den ü" Berührungspunkten der FBiche mit Erzeugenden und in 
den Wendepunkten der Rückkehr kurve. Man findet dann unter Berück- 
sichtigung der MultiplJzi täten dieser Lösungen 

{»'- 5)(43; -n'(n'- 4)) = 6( + Zv -|- 3e'0*'- 6) + v" + 2e' . 
Die zu benutzenden unendlich kleinen Werte von P,Fa werden nämlich 
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erster Ordnung sein mit Ausnahme der Falle, in denen diese Punkte in 
den genannten v und e'{n' — 6) Punkten zusammenfallen. Hier werden 
die unendlich kleinen Strecken (da auch die Wendetangenten Rüekkehr- 
kanten der Fläche sind) von der Ordnung |- sein, ganz wie die Abstände 
^i^i der Punkte, die bei der Herleitung der ersten JPlücker^z\iea 
Formel [108] (1) in Spitzen zusammenfallen. Bei den Abzahlungen 
werden übrigens die in [86] genannten Eigenschaften der e' Wende- 
punkfee benutzfe. 

Durch das Dualitätsprinzip findet maa die Anzahl der dreifachen 
Tangentialebenen einer Baumkurve. 

Gauz ebenso bestimmt man die dreifachen Punkte einer wind- 
schiefen B«gelfläche [87] von der Ordnung und Klasse m, von dem 
Eange m', dem Geschlecbte p, deren Doppelkurve von der Ordnung b 
und dem Geschlechte a ist; wir bezeichnen noch, wie in [87] (4), mit 
ij^ die Anzahl der Erzeugenden, die die Doppelkurve berühren. Wir 
benutzen dabei das Entsprechen zweier Schnittpunkte P; und P^ einer 
Erzeugenden mit der Doppelkurve, Dann findet man 

«i = 2i(»»-3)-«a, ^ = m{m-2)(m-3), 

und da jeder Berührungspunkt einer Erzeugenden mit der Doppelkurve 
eine, jeder der t dreifachen Punkte 6 Koinzidenzen ergibt, 

m + ri^ = im-^){Ah-m{m-2)). 
[111] thier die Anwendung dea Korrespondenzsatzes zur 
AbzSMuuff der Smgularitäten einer Kurve oder Fläche. Die 

Bestimmung in [110] ist nur ein einzelnes Beispiel aus der großen Zahl 
der eine ßaumkurve und die zu ihr gehörige abwickelbare Fläche be- 
treffenden Bestimmungen, die man mittels des hier dargelegten einfachen 
Korrespoudenzprinzips ausführen kann. Durch dieses hätte man auch 
solche in [84]— [86] vorkommende Formeln, die nicht unmittelbar das 
Geschlecht enthalten, beweisoi können. Durch fortgesetzte Anwendung 
des Prinzips kann mau ein weiteres System von Formeln aufstellen, die 
zwar je für sich mehrere neue Anzahlen enthalten, in ihrer Gesamtheit aber 
zur Bestimmung eben dieser dienen werden. Dabei kann uns jedoch die 
Schwierigkeit begegnen, daß die Zahl, die wir ß genannt haben, selbst 
unbekannt ist, oder daß die so erhaltenen Gleichungen nicht zur Be- 
stimmung aller durch sie eingeführten unbekannten Zahlen genügen. 
Neben dem Geschleehtsatz wird sich dann auch die im folgenden Ab- 
schnitt enthaltene Erweiterung des Korrespondenzprinzips auf Punkte 
solcher Kurven, die nicht vom Geschlecht p = sind, als nützlich er- 
weisen. Überzählige Gleichungen werden Bestimmungen von Koeffizienten 
durch Inünitesimalbetraebtungen ersetzen können (vgl. [62 1 und [114].) 
Was eine Flache befa-ifft, so läßt sich das Korrespondenzprinzip 
anwenden, um Gerade zu bestimmen, von denen eine oder mehrere Grup- 
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pen von Schoittp unkten mit einer algebraischen Fläche znaammenfallen. 
Die Auflösung dieser Aufgaben geschieht in Übereinstimmung mit der 
Auflösung der entsprechenden Aufgaben für eine ebene Kurve; nament- 
lich erhält man ganz übereinstimmende Abzahlungen zusammenfallender 
Lösungen. Die Beatimmungen müssen aber sukzessiv ausgeführt werden. 
Zuerst findet man die Geraden, von denen zwei Schnittpunkte koinzidie- 
ren, die also die Fläche berühren oder mehrfache Kurven schneiden, 
sodann unter den Tangenten diejenigen, von denen entvreder noch 
ein weiterer Schnittpunkt mit dem Berührungspunkt oder zwei Schnitt- 
punkte unter sieh koinzidieren usw., bis man zu den vierfachen Tangen- 
ten und den anderen Tangenten gelangt, die vier Berührungsbedingungen 
unterworfen sind. Da die ScÄitter^sche Zeichensprache später einen besse- 
ren Überblick über diese sukzessive Einführung der verschiedenen Be- 
dingungen geben wird, werden wir unsere Beispiele für die eben genann- 
ten Bestimmungen aufschieben, bis uns diese Zeichensprache zu Gebote 
steht. (Vgl. übrigens den Schluß von [112],) 

[112] Zahlen, die ein oo'-faches System von ebenen Kurven 
charakterisieren. Um gleich hier ein Beispiel für die Anwendung des 
Korrespondenzsatzea zur Bildung eines ganzen Systems von Gleichungen 
zu geben, die verschiedene, unter sieh abhängige Anzahlen miteinander 
verbinden, werden wir ein System von oo' ebenen Kurven genauer unter- 
suchen. Um das Beispiel, das uns hier die Methode erklären und die 
Mittel zu ihrer Einübung an die Hand geben soIP), nicht zu weitläufig 
zu gestalten, begrenzen wir die Untersuchung durch die Voraussetzung, 
daß die Kurven des Systems im allgemeinen Kurven «"' Ordnung^) ohne 
mehrfache Punkte seien, so daß nur einzelne dieser Kurven einen Doppel- 
punkt bekommen. Diese Voraussetzung stimmt übrigens mit der all- 
gemeinen Darstellung durch Punktkoordinaten überein und enthält 
also, wenn man diese festhält, keine Einschränkung. Nach den 
Flückerschea Formeln ist die Klasse n' der Kurven dann n(n — 1), die 
Anzahl d' ihrer Doppeltangenten ^n(n — 2)(n^—9), die Anzahl e' ihrer 
Wendetangenten 3n(n — 2). Wir nennen weiter die Charakteristiken der 
Systeme (| 17] Note] ß und ii', die Klasse der Einhüllenden der Doppel- 

1) Wir wäMen übrigens dieselben BeBennungen, wie in einer Abhandlung 
(Almindelige Egenakaber ved Syatemer af plane Kurver. K. danske Videusk Selsk. 
Skrifter, naturv. maüi. Afd., 5 Eäkke, 10 Bd., IV. Kjöbenhavn 1873; aveo un re- 
Bumö en fran^ais), wo mekr detaillierte Voranaaetzungen gemacht werden, die 
(wie die Fliickerachen Gleichungen) aneh auf die Darstellung der Kurven durch 
Linienkoordinaten Bezug nehmen. Die auch hier beibehaltenen Striche in einigen 
der Benennungen beziehen sich auf die in der genannten Abhandlung berück- 
sichtigte Dualität. 

2) Diese Ordnung wird überall hinreichend hoch vorausge setzt, so daß sie 
die hier vorausgesetzte allgemeinste Gestalt der auftretenden Singularitäten ge- 
stattet. Das mit der Bildung eines Doppelpunkts auaammenti äugende Zusammen- 
fallen von Wendetangenten tritt z. B. nnr für n > 3 ein. 

13* 
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tangenten und Wendetangenten ö' und c', die Ordnungen der Örter der 
Berührungspunkte dieser Taugenten beziehungsweise p' und q', die Ord- 
nungen der Orter der Schnittpunkte derselben Tangenten mit den Kur- 
ven m' und v', die Ordnung dea Ortes der Schnittpunkte zweier Doppel- 
tangenten, einer Doppeltangente und einer Wendetangente oder zweier 
Wendetangenten beziehungsweise x', y', s'. 

Wir bezeichnen weiter mit et die Anzahl der Kurven des Systems, 
die einen Doppelpunkt besitzen, mit (bä') die Anzahl der Kurven, 
die eine dreifache Tangente, mit (2 d'e') die Anzahl derer, die eine Wende- 
tangente besitzen, die die Kurve noch einmal berührt, und mit (ä"2e') 
die Anzahl derer, die eine Doppeltangente mit zusammenfallenden Be- 
rührungspunkten besitzen. Letztere drei Arten von Tangenten sind be- 
ziehungsweise dreimal als Doppeltangenten, zweimal als Doppeltangentea 
und einmal als Wendetangenten, einmal als Doppeltangenten und zwei- 
mal als Wendetangenten zu zählen [71]. Bei den folgenden Anwendun- 
gen des Korrespondenzprinzips werden die meisten Koeffizienten leicht 
zu bestimmen sein; nur die Bestimmungen der Koeffizienten K der Glie- 
der Ka werden wir in [114] näher begründen. 

Wendet man fürs erste das Korrespondenzprinzip auf zwei Schnitt- 
punkte Pj und Pj einer Kurve des Systems mit einer beliebigen Ge- 
raden an, so hat man 

und findet 

(1) 2^(« - 1) _ ,»'. 

Die Korrespondenz zwischen zwei von einem Punkt ausgehenden Tau- 
genten einer Kurve des Systems ist durch die Zahlen 

„,-»,-;.'(«--l) 
charakterisiert, und man erhält durch Betrachtung der verschiedenen 
möglichen Arten von Koinzidenzen 

(2) 2ii'(n'~ l) = ti + 2h'+Sc' + tt. 

Daß man nicht auch bei dem vorhergehenden, dem letzteren dualistisch 
entsprechenden Verfahren entsprechende Glieder in (1) fand, rührt von 
unseren nicht dualistischen Voraussetzungen über das System her. Die 
Bestimmung der Koeffizienten wird durch die Regel in [105] ausgeführt.*) 
Es sei sodann P^ der Schnittpunkt einer Kurve des Systems, Pg 
der Schnittpunkt einer ihrer Doppeltangenten mit einer festen Geraden; 
dann finden wir 

fq -= h'n, «2 = iid' 

1) Da gewöhdioh diP punktgeometrieclLcn Eigen tciaften mehr bekannt sind, 
als die tangentengeomt tri Hüben tallt es wobi den meisten lpn,litf>r z B den Ko 
elfiziPnt i des dliedes ic als den Koeffl/ieut des (jhede'i 3t lu tmden das man 
m die bleithung i^l) eiufuhien mußt« wenn die Kmven des Systems alle bpitzen 
hätten und der Ort dieser Pnnkte von der Ordn mg t wäre 
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und damit 

(3) h'n + ftd'=2p'+u'. 

Ersetzt man hier die Doppeltangente dnrch eine Wendetangente, so 
findet man 

(4) c'n + ftc'= 3q' + v' . 

Sind P^ und P^ die Schnittpunkte einer festen Geraden mit zwei Doppel- 
tangenten derselben Kurve, so wird man 

a,^K,= h\d'~l) 

haben. Diese unmittelbare Anwendung des Korreapondenzprinzips fällt 
übrigens ganz mit der Untersuchung von Geradenpaaren zusammen, die 
dualistisch der Behandlung von Punktepaaren in [106] entspricht (s. die 
Sehlußbemerkung in [107].) Dann hat man 

«;=«3 = 6'(<?'- 1), ß'^2x'. 

unter Beachtung der versehiedenen Arten von Koinzidenzen, die mög- 
lich sind, findet man sodann 

(5) 2b'(d'- 1) - 2a;'=G{5d') + 3{2dV} + («'— 6)k. 

Ebenso findet man durch Abzahlung der Koinzidenzen einer Doppel- 
tangente und einer Wendetangente oder zweier Wendetangenten: 
1,0) b'e' + c'd' - y' ^ 2{2d'e') + 5id'2e') , 

und 

(7) 2c'(e' - 1) - 2e' = ä(d'2e') + 4a. 

Es sei weiter Pj der Berührungspunkt einer von einem festen Punkt 
B ausgehenden Tangente an eine Kurve des Systems, Pj einer der (n — 2) 
Schnittpunkte derselben Taugente mit derselben Kurve. Da der Ort der 
Berührungspunkte der durch B gehenden Tai^enten in B einen /i-fachen 
Punkt hat und eine Gerade durch P in ;i' anderen Punkten schneidet, 
so ist er von der Ordnung ^ + ji '. Ganz auf dieselbe Weise findet man, 
daß die Ordnung des Ortes der Schnittpunkte (P^) ft(«'— 2) -(-|ii'(n— 2) 
ist. Beides ließe sich auch durch das Korrespondenzprinzip beweisen. 
Man findet also für das Punktepaar P^P^ [^^^] 
cj = ft(n' - 2) + {i'(n - 2) , k^ - (^ -H [L')(n -2), ß^fi'{n-2). 

Da die Oj -|- «a ^ ^ Koinzidenzen nur für die durch B gehenden Wende- 
tangenten stattfinden, ist 

(8) {i-(n-2) + fi(n + n'-4)^c'- 

Durch das dualistisch entsprechende Verfahren findet man, da unsere 
Voraussetzungen über das System andersartige Koinzidenzen ergeben, 

(9) ,.(»'- 2) + ti'{n + n~ 4) =p-+2q\ 
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Auf dieselbe Weise, wie letztere Gleieliung, findet man die Koinzidenzen 
zweier anderen eicli auf einer festen Gferaden schneidenden Geraden, 
nämlich {10} die einer Doppeltangente ond einer einfachen Tangente, 
und (11) die einer Wendetangente und einer einfachen Tangente: 

(10) h'{n'-2) + ix.'d'^p'-\-S{nd') + n{2d'e')-\-2(d'2e") + a{n'-6), 

(11) c\n' - 2) + ii'e- = 2g' + (2d'e) + 4(d'2e') + 4« . 

Das zur Herleitung von (8) angewandte Verfahren kann auch be- 
nutzt werden, um die durch einen Punkt B gehenden Tangenten zn 
finden, die dieselbe Kurve nochmals in zusammenfallenden Punkten schnei- 
den. Man findet 

(12) lti'(n ^2) + 2ii(n'^2)](n - 3) = 2b'. 
Das dualistisch entsprechende Verfahren ergibt 

(13) [ti{n'^ 2) + 2/('(« - 2)](k'- 3) ^ 2u'+3v'+an. 
Durch das letztere Verfahren findet man weiter die Anzahlen von Ko- 
inzidenzen zweier Tangenten, die eine Gerade i in demselben Punkt wie 
eine Doppeltangente (14) oder eine Wendetangente (15) echneiden: 

(14) [b'(n'-2) + 2ii'd']{n'~3)^u'+4x'+3y'+a[d'-2(n'~6)], 

(15) [c'(n' ^ 2) -f 2ii'e--\{n' - 3) = «' + 2y' + 6^' + <,{e - 6) . 
Unter den hier gefundenen 15 Gleichungen läßt sieh eine algebraisch 

aus den anderen herleiten. Auch andere Gleichungen, die aus den hier 
gefundenen folgen, kann man durch den Korrespondenzsatz direkt her- 
leiten. Man findet z. B. durch Abzahlung der Koinzidenzen der Berüh- 
rungspunkte einer Doppeltangente 

(16) 2p'-2b'=id'2e). 

Eine andere Gleichung findet man dadurch, daß man zwei Aus- 
drücke für die Ordnung des Ortes der Punkte gleichsetzt, in welchen 
die Kurven von aolchen Tangenten geschnitten werden, deren Berührungs- 
punkte auf einer Geraden h liegen. Den einen Ausdruck findet man durch 
Anwendung des Korrespondenzprinzips auf die Abzahlung der Schnitt- 
punkte des Ortes mit einer beliebigen Geraden, den anderen durch un- 
mittelbare Abzahlung der Schnittpunkte mit der festen Geraden b. Man 
findet dadurch und durch das dualistisch entsprechende Verfahren 

fin + (^ -^ li')n — 2(1 = q' + ti'(n — 2) 
oder 

(17) 2^(«-l) + 2<-3' 
und 

(18) 2ii'(n'-l) + 2n^2b' + 2c'+2a. 

Die Bildung dieser algebraisch überfiüssigen Gleichungen ist hier 
zur weiteren "Übung geschehen. Man kann sie aber auch zur indirekten 
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BestimiQuiig [62] solcher Koeffizienten in den Gleicbungen benutzen, deren 
direkte Bestimmung durch infinitesimale Betrachtungen schwieriger sein 
würde. Ein Beispiel dafür werden wir in [114] antreffen. 

Aus den hier aufgestellten Gleichungen leitet man die folgenden 
Ausdrücke ab: 

fi' ^ 2(n ~- l)(i, 

b'^2n(n-2)(n-ä)ii, 

c'^ 3«(re — 2)ii, 

« = 3(n-l)V, 

p'=(n~ 3}(2«ä + 5« — 6)ft , 

q'=6(n-i)fi, 

„'=^ -!(« _ 3)(rt — 4)(5»* + 5» - 6)ii, 

v'=3(w-3)(«'-(-2« — 2)ft, 

a:' = i(«--3)(2««-8«''-16K*+96«»-40»*— 199«H-90)ji, 

y' = |(« — 3)(w^ -f 3«*— 28«^ + 20«^ + 76n - iO)(i, 

g'^ 3(3n'- 12k' -f- 39«— 20)#t, 
{M') = (« - 3)(n - 4)(»i - 5)(k» + 3n - 2);* , 
{2d'e) = 3(« - 3)(« - 4)K+ 6w - 4)«, 
{d'2e') — 6(K — 3){3n - 2)(t . 

Dadurch, daß wir hier punktallgemeine Voraussetzungen aufgestellt 
haben, haben wir erreicht, daß die Formeln auf alle Spezialfälle, in denen 
die Anzahl der Lösungen nicht unendlich wird, anwendbar sind. Dann 
muß man aber die Losungen, die man als uneigentlich ausschließen will, 
aufsuchen und ihnen die richtigen Multiplizitäten beilegen. Da kann es 
nun oft leichter sein, die bereits im allgemeinen Falle benutzten Methoden 
direkt auf solche Spezialfälle anzuwenden, um mit ihnen die eigentlichen 
Lösungen allein abzuzählen. 

Ein wichtiger Spezialfall ist der, in dem das System aus den Pro- 
jektionen der Kurven, in denen die Ebenen eines Büschels eine Fläche 
«*" Ordnung schneiden, gebildet wird. Dann ist ii^n und die Kurven 
gehen alle durch « feste Punkte einer Geraden, die als ji-faehe Gerade 
selbst eine Kurve des Systeme sein wird. Betrachtet man diesen Fall 
als Grenzfall, so wird es geschehen, daß bei dem Grenzübergang gewisse 
TeUe der gefundenen Anzahlen absorbiert werden. Die übrig bleibenden 
Zahlen werden aber ohne Schwierigkeit durch die für den allgemeinen 
Fall vorgeschriebenen Anwendungen des Korrespondenzprinzips zu be- 
stimmen sein; denn die unendlich kleinen Größen, die zur Abzahlung 
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der Ton der rt-fachen Geraden herrührenden Koinzidenzen dienen, werden 
hier alle von dei'Selben Ordnung sein. Die übrig bleibenden Werte von 
a, (3rf'), (2d'e'), (d'2e') werden beziehungsweise die Klasse der Fläche 
und die Ordnungen der Regelflächen sein, die durch dreifache Tangen- 
ten, durch Tangenten mit einer Berührung erster und einer «weiter 
OrdnungoderdurchDoppeltangenten mit zusammenfallenden Berührungs- 
punkten erzeugt werden (vgl. Schluß von [HI])- 

[113] Beeondere Regel für die Abzahlung der Koiuzidenzeu 
involutorisch zusammeufallender Fnnkte. Es ist oft der Fall, daß 
die einander entsprechenden Punkte P^, P.^ einer Geraden einer einem 
variablen Parameter h entsprechenden Gruppe angehören. Stellt man 
hier k als Abszisse eines Punktes Q einer Geraden dar, so findet zwischen 
den Punkten P und Q ein Entsprechen von der in [6Ö] untersuchten 
Beschaffenheit statt. Man fand damals einen Ausdruck (11) für die Dif- 
ferenz der Koinzidenzen der Punkte P unter sieh und der Punkte Q 
unter sich. Was uns aber hier besonders interessiert, ist, daß wenn 
gleichzeitig ß Punkte P in einem Punkt ß und y entsprechende Punkte 
Q in einem Punkte zusammenfallen, nach [65] (10) die Differenz der An- 
zahlen der Koinzidenzen der Punkte P in D und der Koinzidenzen der 
Punkte ^ in jE gleich ß — y ist. Kennt man also die Anzahl der Ko- 
inzidenzen der Punkte ^ in £ oder die Anzahl der Koinzidenzen der 
Parameterwerte, die einem sieh D nähernden Punkt P entsprechen, 
so braucht man dazu nur ß — y zu addieren, um die Anzahl der Koin- 
zidenzen der Punkte P zu finden, die im Punkte D stattfinden. 

Hiervon kann mau besonders Gebrauch machen, wenn y = l ist, 
oder wenn der Parameter, für dessen Grenzwert ß Punkte P 
in einem Punkt D zusammenfallen, durch einen sich J* nähern- 
den Punkt P eindeutig bestimmt ist. Ein solches Zusammenfallen 
werden wir involutorisch nennen (weil eine ganze Reihe von .voü- 
ständ igen Gruppen inInvolution sind, wenn der einer Gruppe entsprechende 
Parameter durch einen Punkt der Gruppe eindeutig bestimmt wird, [98] 
Schluß). Wir sehen also, daß ein involutorisches Zusammenfallen 
von ß Punkten einer Gruppe für ^ — 1 Koinzidenzen zweier 
Punkte der Gruppen zu zählen ist. 

Dasselbe wird auch durch die analytische Abhängigkeit zwischen 
den vom Koinzidenzpunkt Z) aus gerechneten Abszissen J3P = ,r und 
dem Parameter k ausgedrückt. Bestimmen wir letzteren so, daß der Wert 
^- = der koinzidierenden Gruppe von Punkten entspricht, so wird dies© 
für hinreichend kleine Werte von ic und h durch die folgende Reihen- 
entwicklung für k nach Potenzen von x mit ganzen und steigenden Ex- 
ponenten ausgedrückt: 
(1) k = Ax^-' + --- 

Schon hieraus ersieht man, daß sowohl die unendlich kleinen Werte 



y Google 



[114] Anwendung auf Kurven mit einem neu gebildeten Doppelpunkt 201 

Ton X, als auch ihre Differenzen mit Ji'^ proportional sind. Die Abszissft 
DPj^ = X eines der Punkte einer Gruppe und die Abstände P^P^ von 
ihren übrigen ß — 1 Punkten sind also von derselben Ordnung. Die 
Regel in [105] gibt somit ß — i zusammenfaüende Koinzidenzen. 

Diese Rege! läßt sich auch. z.B. auf ein involutorisches Zusammen- 
fallen von Strahlen eines Büschels übertragen und dadurch (s. [106]) 
auch auf das involutoriscbe Zusammenfallen von Punkten in der Ebene 
oder im Räume, z. B. von solchen, die auf Strahlen eines Büschels liegen. 

[114] Anwendung' zur Bestimmung der infinitesimalen 
Verhältnisse der konsekutiven Kurven der a Kurven eines 
oo'-foclien Systems, die einen neuen Doppelpunkt bekommen 
haben. — Wir können die in [113] bewiesenen Regeln zur Bestimmung 
derin [112] schon im voraus angegebenen Koeffizienten solcher Glieder, die 
a enthalten, anwenden. Dabei werden wir uns jedoch vorläufig auf die 
Untersuchung eines Büschels (also auf den FaU [i =-- 1) beschränken, in- 
dem wir den Parameter h so wählen, daß er für die zu untersuchende Kurve, 
hier eine Grenzkurve mit dem Doppelpunkt D, nuU wird. Man sieht so- 
gleich, daß eine Kurve des Büschels, die eine Gerade a in ^ zusammen- 
fallenden Punkten schneidet, die nur nicht mit einem festen Punkt des. 
Büschels zusammenfallen^), für ß — 1 der durch [112] (1) bestimmten 
2(m— 1) Kurven zu zählen ist. Die unendlich kleinen Abstände des Be- 
i'ührungspunktes von ß Schnittpunkten mit einer Nachbarkurve werden 

mit k' proportional sein. Geht z.B.« durch einen der k Doppelpunkte 
der Kurven des Büschels, so wird die diese enthaltende Kurve im ali- 
gemeinen einmal unter die 2(k — 1) Kurven zu zählen sein, zweimal 
aber, wenn a den einen Zweig im Doppelpunkt berührt. 

Die beiden Seiten der Formel [112] (2) geben die Anzahl der Ko 
inzidenzen zweier Tangenten an eine Kurve des Büschels, die durch, 
einen beliebigen Punkt A gehen. Unter den Kurven des Büschels, welche 
eine durch A gehende Gerade, die sich der Verbindungslinie AD des 
Punktes A mit einem der a Doppelpunkte D nähert, berühren, wird, wie 
wir eben sahen, nur eine sich der Kurve Z; = nähern. Das Zusammen- 
fallen zweier Tangenten an die einen Doppelpunkt besitzende Kurve 
h = ist also involatorisch und gibt nur eine Koinzidenz. Daher hat 
in [U2] (2) fö den Koeffizient 1. 

Wählt man (Fig. 15) A auf der Tangente d an einen der Zweige 
des Doppelpunkts, so fallen drei durch A gehende Tangenten derselben 
Kurve des Systems in d zusammen, d berührt aber, wie wir eben sahen, 
zwei zusammenfallende Kurven des Systems, ein d benachbarter Strahl 
des Büschels [A) also zwei benachbarte Kurven des Kurvenbüsehels. 
Gleichzeitig fallen daher drei Tangenten / und zwei ihnen entsprechende 

1) Über diesen Ausnahmefall können wir auf [16] 
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Parameter k des KurTenb fisch eis zosammen. Für dieses gleichzeitig ein- 
tretende Zusammenfallen haben wir mit den Bezeichnungen von [113] 
y5 = 3, y = 2. Die Anzahl der Koinzidenzen der Tangenten l ist also nm 
ß — y= 1 größer als die der Koinzidenzen der Werte von Je. Um letztere 
zu bestimmen, bemerken wir, daß, wenn l sich der Geraden d nähert, ein 
involutorisches Zusammenfallen der zwei Berührungspunkte dieser Ge- 
raden mit Kurven des Busches stattfinden wird, was eine Koinzidenz 
dieser Berührungspunkte ergibt; der Ort der Berührungspunkte hat also 
eine einfache Berührung mit d inD. Den durch kleine Werte von k be- 
stimmten Kurven entsprechen aber je drei eich d nähernde Tangenten l. 
Die Anzahl der Koinzidenzen der derselben Geraden l entsprechenden 
Werte von h wird daher drei, und die 
der Geraden l, die demselben Werte k 
entsprechen, vier sein, oder 1 -]- 3. Da 




nun in der Formel [112] (2) a und c' die Koeifizienten 1 und 3 haben, 
so drückt diese für den betrachteten Spezialfall geltende Abzahlung 
aus, daß d sowohl durch den neuen Doppelpunkt geht, als auch ein- 
fache Tangente der UmhUllungskurve der Wendetangeaten ist. 

Letzterer Umstand wird bei der Bestimmung des Koeffizienten des 
K enthaltenden Gliedes in der Gleichung [1 12] (7) benutzt. Bei der Her- 
leitung dieser Gleichung zieht man (Fig. 16} durch einen Punkt P^ 
einer Geraden a die c' Wendetangenten an Kurven des Systems; P^ sind 
die Schnittpunkte der anderen e' — 1 Wendetangenten derselben Kurve. 
Nähert sich P^ dem Schnittpunkte A der Tangente d an den einen 
Zweig im Doppelpunkt der Kurve ft = 0, so wird sich nur eine 
durchPj gehende Wendetangente der Tangente d nähern; gleichzeitig 
werden sich aber zwei andere Wendetangenten derselben Kurve 
(die in der Figur imaginär sind und sein müssen) der Tangente d, 
also zwei andere dem Punkt P^ entsprechende Punkte Pg dem Punkt 
A nähern. Ein unendlich kleiner Wert von AP^ bestimmt einen un- 
endlich kleinen Wert von h, und ein solcher Wert von h gleichzeitig 
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drei Punkte, die je als Paukt Pj gelten können, während dann die zwei 
anderen entsprechenden Punkte die Punkte Pg werden. Das Entsprechen 
ist also inTolutorisch und giht zwei Koinzidenzen. Solche finden anch im 
Schnittpunkte der Geraden a mit der Tangente an den anderen Zweig im 
Doppelpunkt statt. Die « mit Doppelpunkt versehenen Kurven ver- 
anlassen also vier Koinzidenzen, der Koeffizient von a in der Glei- 
chung [112] (7) muß daher 4 sein. Gleichzeitig sieht man, daß die 
drei Wendetangenten, die sieh für unendlich kleine Werte von h einer 
Tangente im Doppelpunkte nähern, mit dieser Winkel bilden, die mit 
Js proportional sind. Eben daher kann nur eine dieser Wen de taugen ten 
reeU sein. 

Der. Koeffizient 1 der a ent- - ^ S_ 

haltenden Glieder in den Glei- 
chungen (5), (10), (13), (14) und 
(15) beruht darauf, daß die Ord- 
nungen unendlich kleiner Größen 
jenen, die dem Glied a in (2) 
denselben Koeffizienten gegeben 
haben, gleich sind. Dagegen ha- 
ben wir die Ordnungen der un- 
endlich kleinen Großen nicht be- 
stimmt, von denen der Koeffizient 
4 des Gliedes a in (11) abhängt. 
Wir haben aber bereits bemerkt, 
daß man diese eine Gleichung 
aus den übrigen herleiten kann. 

Daher kann man umgekehrt den Wert des Koeffizienten benutzen, um 
diese Ordnungen zu bestimmen. 

Die direkte Herleitung der Gleichung (11) beruhte auf der Abzah- 
lung der Koinzidenzen einer Wendetangente einer Kurve des Systems 
mit einer anderen Tangente derselben Kurve, die die Wendet 3:1 gente 
in einem Punkt Q einer festen Geraden 6 sehneidet. Die dazu dienende 
Korrespondenz findet (Fig. 17) zwischen den Schnittpunkten Pj und P^ 
einer anderen festen Geraden a mit den genannten Tangenten statt: 
QP^ ist eine der c von Q ausgehenden Wendetangenten, QP^ eine der 
anderen «'—2 Tangenten, die von Q aus an dieselbe Kurve gehen. 
Sehneidet die Tangente an einen der Zweige im Doppelpunkt einer der 
a singulären Kurven a im Punkt A, so haben wir eben gesehen, daß 
diese Tangente als eine der durch J. gehenden c' Wendetangenten (Piö) 
zu zählen ist, und mit einer der ühi-igen durch ihren Schnittpunkt Q 
gehenden Tangenten an dieselbe Kurve zusammenfällt. Ein dem Punkt 
A benachbarter Punkt P, von a wird also auch nur mit einem ent- 
sprechenden Punkt P^ m A zusammenfallen. Da jedoch der für das 
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Glied « gefundene Koeffizient 4 uus zeigt, daß dieses Zusammenfallen 
für zwei Koinzidenzen zu züfalen ist, so muß [105] die Ordnung der unend- 
licli kleinen Strecke PjPj doppelt bo groß werden als die der Strecke ÄP^. 

Da die Ordnungen der Winkel der verschiedenen Tangenten die- 
selben sind, wie die der von ihnen auf a abgeschnittenen Strecken, so 
sieht man, daß, wenn man von einem Punkt Q aus, der unendlich nahe 
bei einer der Tangenten im Doppelpunkt einer der a singu^ren Kurven 
liegt, die dieser Tangente benachbarte Wendetangente (QPi) an eine 
Kurve des Systems zieht, eine andere von Q aus an dieselbe Kurve 
gehende Tangente (QP^) ö'nen Winkel mit der Wendetangente bilden 
wird, dessen Ordnung doppelt so groß ist, als die des Winkels, den die 
beiden Tangenten mit ihrer Grenzlage bilden, also mit Äs proportional 
sein wird. 

Ähnliche Untersuchungen könnte man an die ebenfalls von den 
übrigen Gleichungen in [112] abhängige Gleichung (18) anknüpfen. 

Bisher haben wir in den vorausgehenden Untersuchungen über den 
Einfluß der auftretenden Doppelpunkte nur von einem Büschel gespro- 
chen. Die Ergebnisse dieser Untersuchungen lassen sich aber unmittel- 
bar auf ein allgemeines oo'--faches System mit der Charakteristik li 
übertragen, solange der Doppelpunkt nicht auf der Umhüllungskurve 
des Systems liegt. Sonst existiert uämlich für die einen Doppelpunkt 
besitzende Kurve und ihre Nachbarkurven das gegenseitig eindeu- 
tige Entsprechen der Kurven und eines Parameters k, das wir hier 
bewiesen haben, nicht. Einmal bewiesen müssen die allgemeinen Formeln 
in [112] aber auch auf solche Grenzfälle anwendbar sein, in welchen 
ein neuer Doppelpunkt auf der Umhüllungs kurve des Systems liegt, 
und dies kaun nur dadurch geschehen, daß eine solche Grenzkurve 
für zwei in der Zahl a gezählt wird. Überhaupt wird eine Kurve des 
Systems, die in einem Punkt P die Umhüllungskurve berührt, für zwei 
der durch ihn gehenden jt Kurven zu zählen sein. Dies gilt auch dann, 
wenn der Punkt eben der neue Doppelpunkt ist, und dies wird, wenn 
man unsere Bestimmungen durchgeht, überall eine Verdoppelung der 
Multiplizitäten, mit welchen diese Kurve in die verschiedenen Formeln 
eingebt, zur J'olge haben. 

[116] Übungslieispiele. 1. Die folgenden Sätze zn beweisen: Der 
Büschel der durch eine Erzeugende einer windschiefen Regelfläche ge- 
henden Ebenen ist projektiv auf die Reihe ihrer Berührungspunkte 
bezogen. Zwei windschiefe Regelflaehen, die eine gemeinschaftliche Er- 
zeugende haben, berühren sich in zwei Punkten dieser Geraden — die 
jedoch zusammenfallen können — oder in allen ihren Punkten. 

2. Eine geschlossene Reihe von 2r Kegelschnitten ftj, k^ . . . k^^, A\ 
sei vorgelegt, in welcher jeder Kegelschnitt sowohl den vorhergehenden, 
als auch den nachfolgeiiden in zwei Punkten berührt; es sei nun unter 
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Benutzung dieser Kegelschnitte mit dem Lineal ein r-Ect zu konstru- 
ieren, dessen Ecken der Reihe nach auf Ä"j, k^...k^^_^ liegen, und dessen 
Seiten ä:^, k^ . . . k^^ berühren. Wie viele Lösungen hat diese Aufgabe? 

3. Es gibt null oder unendlich viele r'-Ecke, die einer Kurve vierter 
Ordnung mit einem Doppelpunkt und zwei Spitzen gleichzeitig ein- und 
umbesehrieben sind. Wie erklären sich die Koinzidenzen der bei dem 
Beweise für diesen Satz zu benutzenden Korrespondenzen? (Vgl. [137].) 

4. Auf einer Regelfläche von der Ordnung m liegen zwei Kurven 
von den Ordnungen «^ und n^, die die Erzeugenden bezieh ungsweiae in 
r^ und r^ Punkten aclineiden. In wie vielen Punkten werden sich die 
Kurven schneiden? 

5. Eine Fläche m**' Ordnung hat eine Doppelkurve von der Ord- 
nung n und dem Range «' (und sonst keine Singularitäten). Wie viele 
Pinchpunkte, d. h. solche Punkte der Doppelkurve, in welchen die 
Tangentialebenen zusammenfallen (so daß die zwei Mäntel verbunden 
werden), enthält die Doppelkurve? 

6. Den in [29] geiundenen Ausdruck m h -|- njt' durch Abzahlung 
der Koinzidenzen einer Tangente der geyehenen Kurve mit der Tangente 
au eine der durch den Beiuhrungspunkt gehenden Kurven des Systems 
zu beweisen. 

7. Suche die Anzahl der isolierten Schnittpunkte dreier Flächen 
von den Ordnungen m^^, M^, H'g, die sich lang? einer Kurve von der 
Ordnung ti und dem Range n berubren (vgl [109]). 

8. Die Formeln [S5] (H) mittels des Korreapondenzprinzips zu be- 
weisen. 

9. Die Koinzidenzen der Tangentialebenen einer Raumkurve, die 
durch die eine feste Gerade schneidenden Bisekanten hindurchgehen, 
abzuzählen und zu erklären. (Verschiedene Aufgaben entstehen, je nach- 
dem die Ebenen die Kurven auf der Bisekante selbst oder in anderen 
Punkten berühren.) 

10 *. Die Multiplizitäten, mit denen eine Kurve eines Systems, die 
einen neuen Doppelpunkt auf der Umhüllungskurve hat, in die Formeln 
[112] eingeht, einzeln herzuleiten ([114] Schluß). 

11. Wie muß man die Formeln in [103] ändern, wenn man der 
Kurve c e Spitzen beilegt? 

12. Die Zahl t in [103] durch das Zusammenfallen zweier Schnitt- 
punkte der Tangenten von c in den Punkten, in welchen ein und der- 
selbe durch A gehende Strahl c trifft, zu bestimmen. 

1)) .Korrespondenzen einstnflger GeWIde von beliebigem fteschleeht. 

[116] Inbalt des Cayley-Brillschen Korrespondeuzsatzes. 

Co,yley hat die folgende Verallgemeinerung des einfachen Korrespondenz- 
satzes aufgestellt, die lirül nachher algebraisch bewiesen hat: 
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WenD die beweglichen Punkte Pj und Pj einer Kurve 
c^ vom Geschlecht p so aufeinander bezogen sind, daß jedem 
Punkt Pi «s, Punkte P^, und jedem Punkt P^ tc, Punkte P, ent- 
sprechen, und wenn die einem Punkt Pj entsprechenden Punkte 
Pj auf c^ durch eine durch P^ näher bestimmte Kurve c^ aus- 
geschnitten werden, diemitc^noch k mit Pj zusammenfallende 
und sonst nur feste Schnittpunkte hat, so wird die Anzahl y 
der Koinzidenzen entsprechender Punkte P, und Pj durch den 
Ausdruck 

(1) _ r = «1 + «2 + 2Äi) 

bestimmt. 

Aus diesem Satz folgt, daß, wenn sich auch die einem beliebig 
gegebenen Punkt P^ entsprechenden Punkte Pj auf dieselbe 
Weise bestimmen lassen, die dazu dienende Kurve die gege- 
bene ^ in Ä mit Pg zusammenfallenden Punkten schneidet. 

Bei der Abzahlung der y Koinzidenzen ist noch zu bemerken; 

1. Als koinzidierend werden (wie in [65]} nur solche zusammen- 
fallende Punkte betrachtet, die konsekutiv sind, also demselben Kurven- 
element angehören, nicht aber solche, die auf verschiedenen Elementen 
gleichzeitig in einen mehrfachen Punkt fallen. 

2. Zusammenfallende Koinzidenzen sind, wenn sie auf einem ein- 
fachen Element der Kurve stattfinden, nacii der für die Koinzidenzen 
der Punkte einer Geraden aufgestellten Regel [105] abzuzählen. Um 
diese Regel auch auf die in einem mehrfachen Element stattfindenden 
Koinzidenzen auszudehnen, kann man [lU] die Koordinaten der Punkte 
eines solchen Elements mittels Potenzreihen mit ganzen Exponenten 
durch einen Parameter t ausdrücken und sie dadurch, innerhalb des 
Konvergenzbereichs, den Punkten einer Geraden entsprechen lassen. Die 
Anzahl der zusammenfallenden Koinzidenzen auf dem Kurvenelement 
wird dann der Zahl der Koinzidenzen der entsprechenden Funkte der Ge- 
raden gleich sein. Die in der Regel [105] benutzten Ordnungen der un- 
endlich kleinen Abstände der Punkte sind also nur durch die Ordnungen 
der Differenzen der Parameter, die die Punkte des Kurvenelements be- 
stimmen, zu ersetzen. 

Die Richtigkeit dieser Regeln ist einleuchtend, wenn die Kurve 
rational ist (p = 0), so daß die ganze Kurve einer Geraden eindeutig 
entspricht. Daß sie nun auch für andere Werte von p gelten muß, folgt 
daraus, daß es jedenfalls bei der Abzahlung der in einem Punkt zu- 
sammenfallenden Koinzidenzen nur auf die Ordnung der diesen Punkt 
charakterisierenden unendlich kleinen Grüßen ankommen kann, nicht 
darauf, ob die Kurve außer dem betrachteten Element mehr oder weni- 
ger Doppelpunkte hat. Daher dürfen wir uns hei den folgenden Be- 
weisen des Cayley-Brillaokev. Satzes an den allgemeinen Fall halten, in 
welchem die Koinzidenzen getrennt auftreten. 
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Den aufgestellten Satz werden wir zuerst für die folgenden Fälle 
beweisen: 1, in [llTj für den Fall i = 0, in welcbem die Hilfskurve c^ 
ga.r nicht durch P^ geht, und 2. in [118] für den B'all, in welchem c^ 
ans k durch P^ gehenden Geraden besteht. Sodann wird man [120] den 
allgemeinen Satz aus dem in [119] zu beweisenden Satz über zusammen- 
gesetzte Korrespondenzen herleiten können.^) 

In den Beweisen brauchen wir die festen Punkte, in welchen die 
Kurven c^ die Kurve e^ schneiden, nicht besonclers zu beachten; man 
kann sie nämlich in dem Satze sogleich in die Zahlen «^ und y ein- 
beziehen oder nicht. Das erstere geschieht in [117] — [119], wo wir 
also «g ■^ nr — k setzen. 

[117] Beweis des Satzes [116] für den FaU k = 0. Wenn 
in [116] Ä = ist, so werden die Koinzidenzen der Punkte P^ der 
Kurve c^ mit den a^ — nr entspre- 
chenden PunktenPg derselben Kurve 
als solche Punkte P^ bestimmt (Fig. 
18), durch welche die ihnen ent- 
sprechenden Kurven c^ gehen. Ein 
solcher Punkt P^ wird auch mit * 
einem Punkt Pj koinzidieren, in 
dem die ihm entsprechende Kurve c^ 
die Verbindungslinie von P^ mit 
einem festen Punkt j1 schneidet. Die -^'s- lä. 

Anzahl dieser Koinzidenzen läßt sich durch den einfachen Korrespoudenz- 
satz finden, und zwar unmittelbar durch die Form, die wir diesem Satz 
in [106] gegeben haben. Um die hiezu nötigen Zahlen zu bekommen, 
bemerken wir zunächst, daß durch einen beliebigen Punkt A der Ebene «j 
Kurven C^ gehen; denn diese Anzahl wird unverändert bleiben, wenn man 
A auf die Kurve c^ verlegt, und ein Punkt dieser Kurve ist ein Punkt P^ 
der durch ihn gehenden Kurven c^, die eben den Kj dem Punkte Pg ent- 
sprechenden Punkten P^ zugebören. Dadurch findet man, daß der Ort 
der Punkte Pj, der eine Gerade durch .^ noch in nr Punkten sehnei- 
det, von der Ordnung ßj + nr ist; jedem Punkt P^' dieser Kurve ent- 
spricht ein Punkt Pj. Also wird, wenn wir die für das Punktepaar 
Pi,P's in [106] eingeführten Bezeichnungen von den jetzigen durch An- 




1) Durct einige Abanilctuaijen konnte man zwai athon de n Beweisen iu 
[117] und [llh] eine iiel größere Tragweite gpben, dadurcii iiurde jedoch nitlitB 
W eaentliches gewonnen, da man auch dann erit dur(,b Auwendung von [119] 
einen lollatändigen Beweis des allgezaeinec SataeB erreichen könnte Ich weise 
auf meine Beweisführung m den Mathematischen Annali n 40. S 1U3 — 106 hm 
und benutzP dabei die Gelegenheit, um eine Angabe in diesem Aufsati rieh 
tigzusteüen es ist nicht erlaubt, \orauBzuBetzen, daß die S 106 o genannte 
Kurve von der Ordnung s fest sei Dip so entstehende Lücke Idßt -ich aber eben 
wie hier durch Benutzung des batzes über zuEammengeBet/t« Kutteipondcnzen 
aus lullen 
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208 IV. Das KorrespondenzpJ'mEip;b)eiD8tnfige Gebilde Ton beliebigem Geschlecht 

Wendung eines Striches unterscheiden, «j = te^ + nr. Da jedem Punkte 
J^ der Kurve c^ r Punkte Pg entsprechen, so wird k^ ^ nr, und die 
UmhüllungskurTe der Geraden P^Pt ist der Punkt A, nr-nial gezählt; 
also ist auch ß = nr. Da nun gleichzeitig P^ und P^ mit Pj koinzi- 
diereii, wird 

y = a[+a,- ß--^a, + nr + nr- nr = k. + nr ^ «, -j- k„ 
was für ft = zu beweisen war. 

[118] Beweis des Satzes [116] für den Fall, in welchem 
er aus k durch f i gehenden G-eradeu besteht. Wenn die Hilfs- 
kurve i:^. aus k durch P^ gehenden Geraden besteht, wird r = k und 
ßj = »j- — /: = ]c(n — 1). Eine Koinzidenz von P^ and P^ wird in diesem 
Falle (Fig. lÖ) eintreten, wenn ent- 
weder die Tangente p\ an die Kurve 
cf in P^ mit einer der k Geraden j'^ 
koinzidiert, aus denen die Pj ent- 
sprechende Kurve c^ besteht, oder P, 
der Mittelpunkt eines mehrfachen ELe- 
mentes der Kurve c^ ist. 

Die Klasse der ümhüUungs kurve 
der Geraden p'^ findet man als die 
Anzahl solcher Geraden, die durch 
einen beliebigen Punkt der Kurve 
'■a gß^öii- Ein solcher Punkt kann 
entweder als ein Punkt Pj oder als ein Punkt Pg betrachtet werden. Im 
ersten Falle gehen durch ihn die k Geraden p'^, aus denen die ihm ent- 
sprechende Kurve c,. besteht, im zweiten die a^ Verbindungslinien mit 
dem entsprechenden Punkte Pj. Mit den Bezeichnungen in [106], die 
wir wieder mit einem Strich versehen und auf das dualistisch ent- 
sprechende Gebilde übertragen wollen, hat man also k/ = Ä -(- «j. Da 
jeder Tangente p'^ der Kurve c* k Gerade Pg entsprechen, so ist a'^ — k-n, 
wo «' die Klasse der Kurve c^ ist. Der Ort der Schnittpunkte Pj der 
Geraden p\ und p'^ ist c^, /omal gezählt; also ist ß' = kn. Die Anzahl 
der Koinzidenzen der Geraden p\ und p'^ ist also (nach [106] und da 
a^ = {n—l)k ist) 

«; + 4- (3' = A -h ßi -f kn - ftw = Kl + Kj + k(n~ 2« + 2). 

Nähert sich der Punkt Pj dem Mittelpunkt eines »/-fachen Elements 
der Kurve c^, so werden sieh gleichzeitig h{v — 1) der n(Jc — 1) ent- 
sprechenden Punkte Pj demselben Mittelpunkt nähern (ohne daß damit 
im allgemeinen eine Koinzidenz von Geraden pj und p'^ verbunden wäre). 
Da die k(v — 1) Punkte P^ auf anderen Partial zweigen des Elementes 
als P^ liegen, wird nach den Regeln in [116] jede dieser Koinzidenzen 
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[120] Vervollständigung des Beweises des Cayley-Brilhchea Satzes 209 

einmal zu zahlen sein. Also wird, wenn die Summe ^ alla mehrfachen 
Elemente umfaßt [65] 

r = <^i + Os+K«'— 2w + 2) + h^(v — 1) = Kj + ß,+ 21cp, 
was zu beweisen war. 

[110] Wertigkeit einer Korrespondenz ; zusammengesetzte 
Xorrespoudeuzen. Wenn eine ganz beliebige («^, ßj)-Korrespondenz 
zwischen den Punkten P^ und Pj einer Kurve c^ vom Geschlechte p vor- 
liegt und die Anzahl der Koinzidenzen dieser Korrespondenz y ist, so 
kann man immer durch die Gleichung 
<1) 2Jcp^y~a,-a, 

eine Zahl k bestimmen, die jedoch keineswegs immer positiv und ganz 
wird. Diese Zahl wird die Wertigkeit der Korrespondenz ge- 
nannt.') Nach der Einführung dieser Benennung wird der in [116] aus- 
gesprochene Caylep-Brilhahe Satz, dessen Beweis wir in [120] ver- 
vollständigen werden, so ausgedrückt: Wenn die Punkte P, die nr~k 
Punkte sind, in welchen eine durch einen beliebigen Punkt Pj der 
Kurve c^ bestimmte Kurve c^, die in I\ k Schnittpunkte mit c^ hat, diese 
Kurve noch sehneidet, so wird die Korrespondenz zwischen den Punk- 
ten P; und Pj die Wertigkeit h haben. 

Eine Korrespondenz zwischen den Punkten P, und P, kann sieb 
oft auf eine algebraisch ausdriickbare Weise so in Gruppen teilen, daß 
von den jedem Punkt P, von c^ entsprechenden Kg Punkten Pj t in 
jedem von k'j Punkten P^, i" in jedem von a'^ Punkten Pj'nsw. zusam- 
menfallen. Dann werden die Wertigkeiten k der Korrespondenz zwi- 
schen den Punkten P^ und der Gesamtheit ihnen entsprechender 
Punkte Pj, h' der Korrespondenz zwischen den Punkten P^ und den 
ihnen entsprechet) den Punkten Pj , h" der Korrespondenz zwischen den 
Punkten P^ und den ihnen entsprechenden Punkten P^'usw. die Gleichung 
(2) ?c^i'k'+i"Jc"+---; 

befriedigen. Dies folgt daraus, daß dies bereits mit den diesen Kor- 
respondenzen zugehörigen Zahlen «^, «^', cc'^ usw.; a^, a'^, «j' usw.; y, 
y, y" usw. der FaU ist, 

[120] Vervollständigung des Beweises des Cayley-BriU- 
schen Satzes. Setzen wir nun allgemein voraus, daß die Punkte P„ 
die Pj auf dei Kurve l^ entsprechen durch eine Kurve c^ ausgei-cbnitten 
werden, die sLhon in Pj Ä. zusammeniaUende Schnittpunkte mit <^ 
hat. Die in P^ zusammenfallenden Ä- bchnittpunkte verbinden wir 

1) Diese Erweiterung des Begriffs der Wertigkpit den man sonst an den 
Cayley B s/Zschen &atz geknüpft bat betiiflt nicht nur f^.orreEj.cndenzPn die da 
durch eine gebrOLiene Wertigkeit bekom neu sondern auch andere die man 
frtiber als srngulär bezeichnet hat z B dif anf einer hirai ^maohen Kune dritter 
Ordnung auftretende [129] 

Zeulhen. Abinhleude Methoden U 
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210 IV- Das KorrespondeuEprinzip; b) einstufige Gebilde von beliebigem Geschlecht 

{Fig. 20) durch Gerade mit den k festen Punkten Ä ... X und nehmen 
aa, daß diese Geraden c^ noch in den Punkten Pg treffen. Die Pj 
entapreehenden Punkte Pj verbinden wir durch Gerade mit einem festen 
Punkt i und nehmen an, daß diese Geraden LP^ c^ noch in den Punkten 
P4 treffen. Bezeichnen wir nun kurz durch (P^ + P^) usw. die Gesamt- 
heit der P^ entsprechenden Punkte P^ und P^ usw., so hat die Xor- 
respondenz zwischen den Punkten P, und P^ die Wertigkeit k [118], die 
Korrespondenz zwischen den Punkten Pj und den Punkten (P^ + P^), 
die von den Geraden durch L ausgeschnitten werden, die Wertigkeit 
[117], also [119] die Korrespondenz zwischen den Punkten Pj und 
(Pj + P3 + PJ die Wertigkeit k 

Da die Punkte (P, k- 
mal + P,) die nr Schnitt- 
punkte der Kurven ^ und 
c^ sind, so werden die übri- 
gen n^r-— nr Schnittpunkte 
(P3 + PJ der Kurve c^ mit 
der aus den Geraden ÄP^, 
. . . KP^ und den Geraden 
LPg bestehenden Kurve 
jjj.ier Ordnung auf einer 
Kurve c^^_^ von der Ord- 
nung nr — r liegen [37], 
die man dadurch genauer 
bestimmen kann, daß man sie noch durch eine hinreichende Anzahl 
fester Punkte gehen läßt. Da c^y_r im allgemeinen nicht durch den sie 
bestimmenden Punkt P, geht, so hat die Korrespondenz zwischen P^ 
und den Punkten (Pg -f- P^) die Wertigkeit 0, und da die Korrespondenz 
der Punkte Pj und (Pg+ P3+ PJ die Wertigkeit k hat, so muß die 
Korrespondenz zwischen den Punkten Pj und Pj die Wertigkeit k haben, 
was an beweisen war. 

[121] Negative und gebrooliene Wertigkeiten; Beispiele 
negativer Wertigkeit. Den Satz [119] über zusammengesetzte Kor- 
respondenzen kann man dazu verwenden, aus Wertigkeiten solcher Kor- 
respondenzen, die den Caylep-BriÜBchen Bedingungen unterliegen, die 
Wertigkeiten neuer Korrespondenzen zu finden. Dies geschieht durch 
Subtraktion, wenn man sowohl die Wertigkeit einer eine gewisse 
Korrespondenz enthaltenden, zerlegbaren Korrespondenz ais auch die ihrer 
übrigen Teilkorrespondenzen kennt; dabei kann man auch auf negative 
Wertigkeiten kommen. Es geschieht durch Division, wenn eine 
Korrespondenz mit gegebener Wertigkeit sich in solche Korrespondenzen 
zerlegen läßt, deren Gleichartigkeit zeigt, daß sie dieselbe Wertigkeit 
haben müssen (s. [122] und Schluß von [129]). Auf diese Weise kann 
man auch Korrespondenzen mit gebrochener Wertigkeit antreffen. 
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[121] Negative und gebrochene Wertigkeiten; Beispiele negativer Wertigkeit 211 

Das Vorkommeu negativer Wertigkeiten werden wir sogleich 
durch ein Beispiel zeigen. Es sei gegeben eine Korrespondenz zwischen 
den PuQkten Pj und Pj mit der Wertigkeit k'; bestimmt man nun die 
Punkte Pg" als die Punkte, in welchen die Kurven (z. E. Geraden) eines 
Büschels, die je durch P^ gehen, die Kurve c^ noch weiter sehneiden, 
so findet zwischen den Punkten Pj und Pg' eine Korrespondenz mit der 
Wertigkeit k" = — k' statt. Denn die zum Aussehneiden der Punkte 
P( und Pj' dienenden Kurven c^ bestehen je aus c^ Geraden des Bü- 
schels und gehen im allgemeinen nicht durch Pj. Also ist in der Glei- 
chung [119] (2) 

k^O, i'-j"=l. 

Verbinden wir z. B. zwei feste Punkte der Ebene A und S mit 
einem beweglichen Punkt P der Kurve c^, so findet zwischen den übri- 
gen Punkten P,, in denen AF, und den übrigen Punkten Pj, in 
denen SP die Kurve schneidet, eine Korrespondenz statt, deren Wertig- 
keit fe = — 1 ist; denn die Wertigkeit der Korrespondenz zwischen P, 
und P ist -|- 1, weil die Geraden AF in P einen einfachen Schnittpunkt 
haben. Übrigens ist 

Die Anzahl der Koinzidenzen ist also 

Von diesen fallen M — 1 in jeden der n Schnittpunkte der Geraden A£. 
Die übrigen in der Anzahl 

(M_l)(n-2)-2p 

müssen in die mehrfachen Funkte der Kurve fallen. Gibt es von solchen 
nur d Doppelpunkte und e Spitzen, so erhält man auf diese Weise, wie 
wir gleich zeigen werden, 2d + 2e Koinzidenzen, was mit dem Ausdruck 
für das Geschlecht 

(1) p = \{n — l)(n ~2)~d~e 

übereinstimmt. 

Daß wirklich zwei Koinzidenzen der Punkte P^ und Pj in jeder 
Spitze stattfinden, wird aus der Regel [116] 2 folgen, wenn wir die 
Kurve in der Umgebung der Spitze durch 

darstellen. Ist nun t der unendlich kleine Parameter eines der Spitze 
benachbarten Punktes P, so werden die Parameter t^ und ^ der ihm 
entsprechenden Punkte F^ und P^ von derselben Ordnung sein, und 
die Ordnung der Differenz der Abszissen x^ und x^ wird (Fig. 21) eben- 
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80 groß sein wie die der Ordinaten y der Punkte P, weil FP^P^ ein 
Dreieck mit endlichen Winkeln ist. Also ist 

«s— «1== -ly 4- ■■■, 

und 

L — t 







von derselben Ordnung wie t\ sein. 

Gibt es andere mehrfache Punkte, so kann 
man auf dieselbe Weise ihren Einfluß auf das 
Geschlecht bestimmen, indem man nach unserer 
Regel die in diese Punkte fallenden Koinziden- 
zen abzählt. Die Hälfte dieser Anzahl wird 
dann als Subtrahend im Ausdruck (1) für p 
auftreten. 

[122] Beispiele g^tirockeuer Wertig- 
^ keiten. Um auch sofort ein Beispiel für das 
Vorkommen gebrochener Wertigkeitenzugeben, 
werden wir einige Korrespondenzen behandeln, die zwar Spezialfälle 
einiger später zu betrachtenden sind [130], bei welchen sich aber die 
in [121] angegebene Form des Auftretens der gebrochenen Wertig- 
keit deutlicher darbietet. Es knüpft sich an die analytisch- geometrische 
Darstellung^) der Kurven an, die die betreffenden Korrespondenzen ent- 
halten. Dadurch werden wir auch ein Beispiel dafür bekommen, wie 
sich der Gebrauch abzählender Methoden an die analytisch -geometrische 
Darstellung anknüpfen läßt. 

Wir betrachten die Kurve dritter Ordnung 



y'^x' 



l. 



Wenn die Koordinaten Parallelkoordinaten sind, so ist der unendlich 
ferne Punkt der j/-Ächse ein Wendepunkt, die unendlich ferne Gerade 
die Wendetangente, die Gerade y = die sogenannte harmoüische Achse 
des Wendepunktes'), die hier wegen der unendlichen Entfernung dieses 



1) Auf diesen Umetand ward ich darch eine Bolohe Darstellung dieser Kurve 
in einem Brief von A. SriU aufmerksam gemacht. Übrigens hatte H. Srirkhardt 
schon 1898 {Comptes rendits 126) die Aufmerkaamteit auf die Zweckmäßigkeit der 
Anwendung des Begriffes gebrochener Wiirtigkeiten in solchen Fällen hingewie- 
sen. Cayhy und Brill hatten schon früher im Anschluß an den Satz über zu- 
sammengesetzte Korrespondenzen negative Wertigkeiten angewandt. 

3) Die erste Polare eines Wendepunktes eicer Kurve dritter Ordnung be- 
steht, ans der Wendetangente nnd einer weiteren Geraden [20], die wegen ihrer har- 
monischen Eigenschaften harmoniache Achse genannt wird. — In einem [130] 
zu beweisenden allgemeinen Satz wird der Wendepunkt durch einen beliebigen 
Punkt der Kurve ersetzt. 
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Punktes die durch ihn gehenden Sehnen x = c halbieren muß. Die vom 
Wendepunkt ausgehenden Tangenten sind, außer der Wendetangente 
3; = 00, die drei Geraden a; = 1, a: >= k, a; =- k^, wo 

«ä + ß + 1 = 
ist. Da diese vier Geraden einen äquianharmonischen Büschel bilden, so muß 
die Kurre eine äquianharmonische sein [51]. Ersetzt man die ParaUel- 
koordinaten durch allgemeine Dreieekakoordinaten x ^ — ,y = —, so 
erhält man die Darstellung einer allgemeinen äquianharmonischen Kurve 
dritter Ordnung, die auf ein Dreieck bezogen ist, in welchem ein Schei- 
tel Wendepunkt der Kurve, eine Nebenseite (^ = 0) Wendetangente, 
die andere Nebenseite x^=Q Wendepunktslinie ([54] 5) und die Gegen- 
seite iCj = harmonische Achse des Wendepunktes ist. 

Hier bietet sich sogleich die (1, 1) -Transformation der Kurve in sieh 
x'^a.X, y' = y 
dar. Durch Wiederholung erhält man 

x"-^K^x, y"^y, 

und durch abermalige Wiederholung kommt man wieder auf den ur- 
sprünglichen Punkt {x, y) zm-ück. Die Transformation ist also dreiglied- 
rig zyklisch. Nennen wir die Punkte {x,y), (x',y'), {x",y") beziehungs- 
weise P, P', P", so haben wir zwei (1, l)-Korrespondenzen, nämlich 
1. zwischen P und P' und 2. zwischen P und P". Da die erste den 
Punkt P dem Punkt P" entsprechen läßt, so sind sie reziprok; sie müs- 
sen also dieselbe Wertigkeit Je haben [119]. Da weiter die Punkte P' 
und P", die in diesen zwei Korrespondenzen dem Punkt P entsprechen, 
von einer durch P gehenden Geraden y ^ c ausgeschnitten werden, so 
ist die Summe ihrer Wertigkeiten!. Jede hat also die Wertigkeit y. Dar- 
aus folgt [119] (1), daß jede drei Koinzidenzen hat. Von diesen findet 
die eine im unendlich fernen Wendepunkte statt, die anderen in den 
Schnittpunkten der Kurve mit der Geraden ^ = (d. h. mit dem ande- 
ren entsprechend gemeinsamen Strahl der durch x und ax bestimmten 
projektiven Büschel). Auch diese Punkte sind Wendepunkte. 

Dieselbe Kurve wird uns auch ein Beispiel dafür bieten, wie man 
gebrochene Wertigkeiten zur Bestimmung neuer Wertigkeiten benutzen 
kann. Bezeichnen wir mit Pj, Pj, P[' die Punkte (x, — y), {kx, — y), 
(a^x,— y), so findet auch zwischen P und P[ eine (l,l)-Korre8poiidenz 
statt, die durch x' =• ax, y' -^ — y bestimmt wird. In dieser werden 
sich die Punkte 

P, P;, P", P„ P', P", P 

der Reihe nach entsprechen, so daß auch diese Korrespondenz zyklisch 
wird, aber sechsgliedrig. Um ihre Wertigkeit zu bestimmen, bemerken 
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wir, daß die durch die Abszisse ax bestimmte Gerade sowohl durch 
den Punkt P' geht, der dem Punkt P in der vorhergehenden Korre- 
spondenz entsprach, als auch durch den Punkt P,', der ihm jetzt ent- 
spricht. Sie geht aber nicht durch P und sehneidet sonst die Kurve 
nur in einem festen Punkt (dem unendlich fernen). Die Summe der 
Wertigkeiten der zwei Korrespondenzen ist also 0, und da die der vori- 
gen \ war, muß die jetzt betrachtete die Wertigkeit — j haben. Die 
Anzahl ihrer Koinzidenzen ist also 1. Die Koinzidenz findet im unend- 
lich fernen Wendepunkt statt. 

(123] Beispiele f^rdie Anwendung^ des Cayley-BrlUachen 
Satzes; nene Herleltuug* der Ftüc/^er sehen Formeln. Bevor wir 
uns zu anderen Bestimmungen der Wertigkeiten wenden, werden wir 
gleich hier durch einige Beispiele die praktische Anwendbarkeit des 
Cayley-Brül sehen Satzes zeigen. Der Einfachheit halber wollen wir ihn 
zu neuen Beweisen für die P^MCferscheu Formeln beuutaen. 

Sei CP eine Kurve von der Ordnung n mit d Doppelpunkten und 
e Spitzen. Wir nennen ihre Klasse «' und die Anzahlen ihrer Doppel- 
tangenten und Wendetangenten d' und e'. Dann ist 

(1) ? = !(« — 1)(« -2)-d-e, 

was wir eben in [121] ebenfalls durch den Cayley-BriÜschen Korrespon- 
denzsafcz bewiesen haben, nachdem wir beim Beweise dieses Satzes das Ge- 
schlecht durch die Gleichung 

2{p- 1) = m'+^(j/-1)-2k 

oder in dem jetzigen Fall, wo ^(v — 1) = e ist, durch 

(2) 2(p~l)^n' + e — 2n 

definiert hatten. Wir betrachten nun 

1. die Korrespondenz zwischen zwei Schnittpunkten Pj und Pj 
der Kurve mit einer beliebigen Geraden eines gegebenen Büschels mit 
dem Scheitel A. Die Kurve c„ die die Punkte P^ bestimmt, ist dann 
die durch P^ gehende Gerade des Büschels. Also ist 

Die y Koinzidenzen finden entweder in den Berührungspunkten der 
durch A gehenden n' Tangenten oder in den e Spitzen statt. Also wird 

n' + e^2(n—l) + 2p, 
was nur eine Wiederholung der beim Beweis des Korrespondenzsatzes 
[120] benutzten Definition des Geschlechts ist. 

2. Wir betrachten sodann die Korrespondenz zwischen dem Berüh- 
rungspunkt Pj einer Tangeute der Kurve cj' und ihren Schnittpunkten Pj. 
Die Hilfskurven c,, sind dann die Tangenten; sie haben in Pj zwei zu- 
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sammenf allende Schnitt punkte. Man hat dann, da n' — 2 der von einem 
Punkt Pj ausgebenden Tangenten c^ in anderen Punkten P^ berühren, 



Die Koinzidenzen treten ein, wenn entweder die Tangente eine der e' 
Wendetangenten ist oder eine Kurve in einer der e Spitzen berührt. 
Daß auch die letzten Koinzidenzen einfach sind, geht daraus hervor, daß 
der Berührungspunkt und der der Spitze benachbarte Schnittpunkt, in dem 
eine zu der Taugente in einer Spitze benachbarte Tangente die Kurve trifft, 
verschiedenen Zweigen angehören und eich eindeutig bestimmen. Die 
Differenz der sie bestimmenden Parameter t (vgl. [116] 2) muß daher 
von derselben Ordnung wie die Parameter selbst sein. Aus der dualisti- 
schen Symmetrie folgt übrigens, daß die Gfiieder e und e' denselben 
Koeffizienten haben müssen. Man findet also die Gleichung 

(3) e + e' = » + «'+4(p-l), 

die in Verbindung mit (2) die dieser Gleichung dualistisch entsprechende 
ergibt. 

In diesem Fall können wir die in [116] gemachte Bemerkung ver- 
werten, daß, wenn ebenfalls die einem Punkt Pj entsprechenden Punkte 
P^ sich durch Kurven c^ ausschneiden lassen, diese c^ in Ä in P^ zu- 
sammenfallenden Punkten schneiden müssen. In der Tat werden die Be- 
rührungspunkte Pj der von P^ ausgehenden «'—2 Tangenten von den 
ersten Polaren der Punkte Pg au'sgeschnitten, und diese berühren eben 
c^ in Pj [19] und schneiden sie sonst nur in festen Punkten. 

3. Endlich betrachten wir die Korrespondenz zwischen zwei Schnitt- 
punkten P^ und Pj einer Tangente von c^. Die einem Punkt Pj ent- 
entsprechenden Punkte werden ausgeschnitten durch die w'— 2 von P, 
ausgehenden und nicht in Pj berührenden Tangenten. Diese bilden eine 
Kurve, die in Pj «' — 2 mit Pj zusammenfallende Schnittpunkte hat, 
die aber außerdem cp nicht nur in den Punkten Pg schneidet, sondern 
auch in Punkten P^' berührt. Nennen wir also die Wertigkeit der Korre- 
spondenz zwischenP^ und P,' Ä", die zwischen Pj undP^'/c", soist [119](2) 

n' — 2^Jc'+ 2k". 

Nun ist aber die Korrespondenz zwischen P; und P^" eben jene, die 
wir im Falle 2. betrachteten, deren Wertigkeit k" — 2 ist. Also wird 

Ä'= m'~ 6. 
Außerdem wird 

«,-S-(»--2)(»-3). 
Die Koinzidenzen treten in den beiden Berührungspunkten der d' Doppel- 
tangenten und {«'— 3) mal in jeder der e Spitzen auf Also findet man 

(4) 2d'+e(n'- 3) ^ 2(«'- 2)fn - 3) + 2(«'- 6)p . 
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Die hier angegebene Herleiining dreier unter sich unabhängiger 
Plück^sc\ier Gleichungen, an die sich die Definition des Geschlechts p 
anschließt, zeichnet sich dadurch aua, daß das Dualitätsprinzip dabei 
nicht benutzt wird, sondern die Herleitungeu alle von den Eigenschaften 
der Kurve als eines Ortes ihrer Punkte ausgehen. Daher sehließt sie 
sich eng an eine auch algebraisch ausführbare Bestimmung der durch 
einen Punkt gehenden Tangenten und der Wendetangenten und Doppel- 
tangenten einer Kurve an, deren Gleichung in Punktkoordinaten gege- 
ben ist. n'yd' und e' sind eben die Grade der Gleichungen, von welchen 
diese Bestimmungen abhängen werden. 

[124] Andere Bestimmung der Wertigkeit; neuer Beweis 
des Caylefz-BrÜlBCheji Satzes. Die Anzahl der Koinzidenzen einet* 
Korrespondenz auf einer Kurve vom Geschlecht p und dadurch die 
Wertigkeit der Korrespondenz läßt sich auch durch die Methode der Er- 
haltung der Anzahl aus der [99] für eine rationale Kurve (p = 0) gel- 
tenden Formel j' = «^ -|- Kj herleiten, was uns eine neue Begründung des 
Satzes [116] geben wird. 

Sei eine solche Menge von Kurven c^ von der Ordnung n und dem 
Geschlechte p gegeben, in der die einzelnen Kurven noch von wenigstens 
P willkürliehen Parametern abhängen, die so gewählt werden können, 
daß die Kurven dadurch, ohne zu zerfallen, p neue Doppelpunkte er- 
halten und also rational werden, Drücken wir kurz diese Voraussetzung 
so aus, daß wir sagen : die Kurvenmenge enthält rationale Kurven. 
Natürlich werden die für die ganze Menge zu beweisenden Sätze auf jede 
einzelne der in der Menge enthaltenen Kurven anwendbar sein, wenn 
auch so, daß einzelne Kurven — darunter namentlich, wie wir sehen 
werden, die rationalen Kurven — und die ihnen zugehörigen Korrespon- 
denzen als Grenzfälle aufzufassen sind. Unsere Voraussetzung achließt 
aber solche Korrespondenzen aus, die nur für enger begrenzte Kurven- 
mengen, z. B. nur für harmonische oder äquianharmonisehe Kurven 
dritter Ordnung [129] und 50], eine Bedeutung haben. 

Auf der allgemeinen Kurve c^ dieser Menge betrachten wir ein& 
(k^, ß2)-Korrespondenz zwischen zwei Punktreihen P, und Pg mit y 
Koinzidenzen. Von diesen können entweder für alle Kurven der betrach- 
teten Menge oder für einzelne Grenzkurven mehrere unter sich zusammen- 
fallen; sie sind aber dann nach der gewöhnlichen Regel [11 6] abzuzählen 
Für einzelne Kurven kann es auch geschehen, daß, wenn P^ (bzw. P^) in 
einen Punkt A der Kurve fäUt, einer der entsprechenden Punkte Pj 
(bzw. PJ unbestimmt wird. Beachtet man dann nur die übrigen Punkte 
Pg (P,), so wird «a (bzw. Kj) durch ec^—1 (bzw. u^ — 1) zu ersetzen sein; 
aber gleichzeitig muß man y durch y — \ ersetzen, weil man dann auch 
die in A stattfindende Koinzidenz nicht beachtet. Dadurch ändert sich 
aber die Differenz j- — «j — ßj nicht. Wenn wir also nun denjenigen 
Wert von y — «i — «j, der der ganzen Menge, also auch den darin ent- 
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haltenen rationalen Kuryen zugehört, insofern roan sie als Grenz- 
fälle dieser Menge betrachtet, dadurch finden wollen, daß für eine 
rationale Kurve j''— a[— «j = ist, wenn man diese und die auf ihr 
befindliche Korrespondenz (a^, cc^) an und für sich betrachtet, ao 
darf man, ohne beachten zu müssen, daß der eben berührte Fall ein- 
treten jjann, o^' = a^ und a^ = a^ setzen, y' wird aber dann sehr wohl 
von y verschieden sein können. Die rationalen Kurven sind nämlich 
durch Einführung von p neuen Doppelpunkten gebildet worden, und in 
vielen Fällen läßt es aich nachweisen, daß diese Einführung zu einem 
Verlust oder zu einem Gewinn von Koinzidenzen Anlaß gibt. 

Ist dieser Verlust, wobei wir Gewinn als negativen Verlust be- 
zeichnen, derselbe v für alle die p Doppelpunkte, die man ein- 
führen muß, um C^ rational zu machen, ao wird 

y = y' + vp = a^ + tt^ + vp , 
V also gleich 2k, d.h. gleich der doppelten Wertigkeit der Kor- 
respondenz sein. 

Der Verlust tritt deutlich hervor, wenn die Punkte F^ und P^ so 
aufeinander bezogen sind, daß die homologen Punkte Pj und P^, die, 
wenn die Kurve einen Doppelpunkt D bekommt, in D fallen, je einem 
der Zweige — oder, wenn man Riemannsche Flächen benutzt, je einem 
der Blätter — angehören, die sich in diesem Falle trennen. Die dadurch 
entstehenden Koinzidenzen sind dann zwar unter die y Koinzidenzen, 
die im allgemeinen vorkommen, mitzuzählen, wenn man die Kurve als 
Grenzfall betrachtet, aber nicht unter die y', die der singulären Kurve 
an und für sich zugehören. 

Diese Überl^ung bestätigt unmittelbar die Richtigkeit des Cayley- 
.Brüfechen Satzes [116] in den Fällen, in welchen die k mit P^ zu- 
sammenfallenden Schnittpunkte der Hilfskurve c, mit der gegebenen 
Kurve c^ dadurch entstehen, daß c^ in P^ einen ft-fachen Punkt hat. Die 
h neuen Schnittpunkte Pg, die, wenn die Punkte P^ auf dem einen 
Zweig eines Doppelpunkts liegen, mit dem Doppelpunkt zusammen- 
fallen, gehören nämlich dem anderen Zweig an, koinzidieren also nicht 
mehr mit P,, wenn man tatsächlich der Kurve einen Doppelpunkt 
beilegt. Die Koinzidenz findet dagegen statt, wenn man die Kurve als 
GrenzfaU solcher Kurven betrachtet, die den Doppelpunkt noch nicht 
haben. Die Einführung des Doppelpunkts gibt also zum Verlust von 
21c Koinzidenzen Anlaß, woraus folgt, daß die Korrespondenz die 
AVertigkeit A: hat. 

Der hier gegebene Beweis, der offenbar auch für den Fall k — 
gilt, kann die Beweise in [117] und [118] ersetzen; sodann kann man 
den Beweis für [116] wie früher durch [119] und [120] vervollstän- 
digen. In anderen Fällen läßt sich ein Gewinn von Koinzidenzen — 
und also eine negative Wertigkeit — dadurch nachweisen, daß im Grenz- 
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falle seibat zwei entsprechende Punkte Pj und P^ sich auf demselben 
Zweig der mit dem Doppelpunkte D versehenen Kurve diesem Punkt 
nähern, während eine benachbarte Kurve der Menge keinen Koinzidenz- 
punkt hat, der im GrenzfaUe narh D fallt Auf diese Weise hätte man 
2, B. die in [121] gefundene Wertigkeit — 1 bestimmen können. 

In diesen Fällen ver'^chaff't uns die neue Betrachtungsweise neue 
Beweise für Sätze, für die wir bereits emf ichere Beweise besitzen. Daß 
sie überhaupt Beweise beibringt beruht darauf, daß sieh die Sätze auf 
solche Mengen allgemeinei Kurven beziehen, die rationale Kurven ent- 
halten. Dies war, wie schon bemerkt, die Bedingung für die Anwen- 
dung der aufgestellten Regel, die auch voraussetzt, daß die Ein- 
führung jedes der p neuen Doppelpunkte denselben Einfluß ausübt. 
Dann wird die zu bestimmende Wertigkeit 7c, oder wenigstens 2'k, eine 
ganze, positive oder negative Zahl werden. 

Die angegebene Methode läßt sieh jedoch auch auf Korrespon- 
denzen anwenden, die die genannten Bedingungen nicht erfüllen. Es 
gibt Korrespondenzen, die nur enger begrenzten Mengen von Kurven 
zugehören, die durch Einführung neuer Doppelpunkte nicht rational 
gemacht werden können, die aber dadurch zerfallen und dann oft mehr 
als p Doppelpunkte (beziehungsweise Schnittpunkte der Teilknrven) er- 
halten; die HO einzuführenden neuen Doppelpunkte üben dann nicht 
immer alle denselben Einfluß auf die Anzahl der Koinzidenzen aus. Die 
beschriebene Methode läßt sich jedoch anwenden, wenn man nur der 
Einführung neuer Doppelpunkte der Kurve eine Gestalt geben kann, für 
die man die Anzahl der Koinzidenzen bestimmen kann, und wenn man 
sich für den durch die Einführung jedes neuen Doppelpunktes ver- 
ursachten Verlust beziehungsweise Gewinn von Koinzidenzen Rechen- 
schaft ablegen kann. In solchen Fällen kann die gesuchte Wertigkeit 
wohl eine gebrochene werden. 

Sowohl für jene direkte Anwendung der aufgestellten Regel als 
auch für diese Benutzung derselben Methode wird die folgende Anwen- 
dung auf windschiefe Flächen Beispiele abgeben. 

[125] Anwendung auf windBCblefe BegelBächeii. — Die in 
[124] angegebene Methode findet vorzugsweise dann Anwendung, wenn die 
einem Punkt P, der ebenen Kurve c.^ entsprechenden Punkte P^ weder 
aliein noch in Verbindung mit Punkten schon bekannter Korrespon- 
denzen durch Kurven in derselben Ebene ausgeschnitten werden, wenn 
man also den Cayley-Brillscben Satz nicht anwenden kann. Solche Fälle 
treten besonders dann ein, wenn die Beziehung durch räumliche Kon- 
struktionen bewerkstelligt wird. P^ und I'^ können z. B. die Punkte 
sein, in denen zwei Erzeugende einer windschiefen Kegelfläehe, die eine 
Doppelkurve oder mehrfache Kurve in demselben Punkt treffen, eine 
Ebene « schneiden. Sie werden entsprechende Punkte der Spur der 
Fläche in der Ebene a sein. Eine Koinzidenz von P[ und P^ bestimmt 
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zwei ZTisamiEenfalleiide Erzeugende, die sich auf der Doppelkurve (mehr- 
faclien KurTe) schneiden und also einen Pinchpunkt auf dieser Kurve 
und ein damit verbundenes abwickelbares EJeuaent der Fläche bilden. 
Die Anzahl dieser Elemente haben wir in [87J j;j genannt, eebobeD. 
aber damals ihre Bestimmung bis zu dem vorliegenden Artikel auf. 
Die Benennung ij^ werden wir auch hier anwentien und wie dort die 
Ordnung und das Geschlecht der Fläche, die auch Ordnung und Geschlecht 
der Spur sind, m und p nennen. Zur Abzahlung werden wir die Be- 
trachtung der GrenzfaUe verwenden, in welchen die Fläche doppelte 
Erzeugende bekommt, deren Spuren dann neben den Spuren der 
Doppelkurve Doppelpunkte der Spur der Fläche sind. 

Zunächst werden wir einen gewissermaßen allgemeinen Fall be- 
trachten; gewissermaßen sagen wir, weil der Grad der Allgemeinheit 
von der Art und Weise, auf die man die Flächen bestimmt, abhängt [5]. 
Hier denken wir uns die Fläche durch zwei ebene Schnitte bestimmt: 
Kurven von der Ordnung m, die die Schnittlinie der Ebenen in den- 
selben m Punkten sehneiden und deren Punkte sich gegenseitig ein- 
deutig entsprechen. Nehmen wir jedoch an, daß die b Doppelpunkte 
dieser Kurven sich nicht entsprechen, so werden diese Punkte die 
Schnittpunkte der zwei Ebenen mit der Doppelkurve der Fläche sein, 
deren Ordnung somit b ist. Wir werden ferner annehmen, daß diese 
Angaben so allgemeiner 'Natur sind, daß es möglich ist, die Kurven 
durch die Einführung^ neuer, einander entsprechender Doppel- 
punkte rational zu machen. 

Die Fläche wird dann p doppelte Erzeugende erhalten. Durch 
eine solche gehen zwei Mäntel der Fläche. Diese schneiden sich — wie 
überhaupt zwei Regelflächen mit einer gemeinschaftlichen Erzeugenden 
(s. [115], 1) — in zwei Punkten, die Schnittpunkte der Erzeugenden mit 
der Doppelkurve der Fläche sind. Ihre übrigen m — 4 Schnittpunkte 
[87] mit dieser Kurve sind Schnittpunkte mit anderen Mänteln der Fläche. 

Betrachten wir nun zuerst die Korrespondenz zwischen den oben ge- 
nannten Punkten P^ und P^ eines ebenen Schnittes der ursprünglichen 
Fläche. Die durch P, gehende Erzeugende trifft die Doppelkurve in 
m — 2 Punkten [87]; P^ entsprechen also m — 2 Punkte P^ und um- 
gekehrt; man hat also: 

Um die Wertigkeit /; der Korrespondenz zu finden, müssen wir die 
Koinzidenzen oder Piuchpunkte abzählen, die durch Einführung einer 
doppelten Erzeugenden verloren gehen oder gewonnen werden. Die 
eben genannten zwei Selbstberührungspunkte, die die Fläche auf der 
doppelten Erzeugenden erhält, werden je durch das Zusammenfallen 
zweier Pinchpunkte gebildet, was daraus ersichtlich ist, daß ein Pinch- 
punkt sich als Schnittpunkt der Doppelkurve mit der Berührungakurve 
eines willkiirlichen um beschriebenen Kegels darbietet, und daß die Ebene, 
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die die neue doppelte Erzeugende yom Scheitel des umbeschriebenen 
Kegels ans projiziert, zweimal als Teil des ursprünglichen umbeschrie- 
benen Kegels zu zählen ist. Durch Einführung der neuen doppelten Er- 
zeugenden, durch die p um 1 reduziert wird, gehen also 2-mal 2 der 
Pinchpunkte verloren. Also ist [124] h-^2 und man findet 



(1) 



%- 



-2(m-2) + 4 



Man ersieht sogleich, daß dae hier angewandte Verfahren, jedenfalls 
dann, wenn die Doppelkurve aus verschiedenen Kurven besteht, nicht 
unmittelbar dazu dienen kann, die jeder dieser Kurven angehörenden 
Pinchpunkte abzuzählen. Zwar kann man, wenn die Anzahlen der Schnitt- 
punkte einer Erzeugenden mit jeder Kurve bekannt sind, eine ganz ähn- 
liche Korrespondenz aufstellen; die durch die Einfuhrung einer doppelten 
Erzeugenden absorbierten 2-mal 2 Pinchpunkte müssen aber dann auf 
die verschiedenen Doppelkurven verteilt werden, und diese Verteilung ist 
iu jedem Fall besonders zu untersuchen. Und selbst dabei wird voraus- 
gesetzt, daß die Fläche überhaupt einer solchen wenigstens ^-facb un- 
endlichen Menge von Regelfläehen angehört, auf welche die hier benutzte 
Regel unmittelbar anwendbar ist. Daß dies nicht immer der FaU ist, 
kann man aus dem folgenden Beispiel ersehen.*) 

Wir werden die Kegelfläche betrachten, deren Erzeugende eine Ge- 
rade a, einen Kegelschnitt k^ und eine Kaumkurve c'^ von der Ordnung 
vier und dem Geschlechte eins (Kurve erster Spezies) schneiden sollen, 
und nehmen an, daß diese drei Leitkurven sich nicht sehneiden. Die 
Ordnung m dieser Fläche ist gleich der Ordnung eines durch a gehenden 
ebenen Schnittes, und dieser Schnitt besteht aus der (8-nial zu zählen- 
den) Geraden a und 8 anderen Geraden. Also isti» = 16, — Die Fläche 
geht 8-mal durch a, 4-mal durch Ä-^ und 2-mal durch c\. Die 4 Ge- 
raden in der Ebene des Kegelschnittes k^, die a und cj schneiden, weiter 
die 16 Dopp elsekanten von cj (vgl. [31]), die a und k^ schneiden, sind 
doppelte Erzeugende. Die Fläche hat noch eine Doppelkurve, deren 
Ordnung man durch Abzahlung ihrer Schnittpunkte mit einer durch a 
gehenden Ebene finden kann Diese trifft sie in — , Schnittpunkten, ab- 
gesehen von jenen, die auf a selbst liegen die also Erzeugenden, die in 
anderen durch a gehenden Ebenen hegen, angehoien Für die Zahl der 

1) Die bier folgende ünteriTuhnng habe ich dem vierten Mathem ttiker 
kongteß in Rom vorgelegt (Atti del IV CongreBSO lotemationale dei Matemitici 
1008, Vol II, p, 2ä7). Damalo oannte ich jedoch solche KorreRpondeazen denen 
ich jetzt durch Erweiterung dea fiegnifs eine gebrochene Wertigkeit beilege 
Korrespondenzen ohne Wertigkeit Übngena hatte achon 3Iaj Bert hard in aeiner 
Inaugaral-Disaertation ; „Über lineare 'Scharen lon Kurven nnd Fliehen , Stutt 
gart 1897, auf welche ich daher in der WDte 118 meines Fccjklopadiedttikels 
hätte hinweisen sollen, daianf aufmerksam gemacht, daß eben die Doppelkurven 
der Flächen Beispiele solcher kocrespoDden^en abgeben 
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letzteren findet man durch Anwendung des einfachen Korrespondenzprin- 
zips j(8 ■ 3 + 8 ■ 3) = 24. Die gesuclite Ordnung der Doppelkurve, die 
die Eegelfläctie außer den gegebenen Leitkuryen und den doppelten Er- 
zeugenden hat, ist daher 36. 

Man sieht also, daß die Gesamtzahl der Doppelpunkte einea will- 
kürliehen ebenen Schnitts unserer Eegelfliiche, in welcher ein r-facher 
Punkt fttr lr(r — 1) Doppelpunkte zu zählen ist, 

'j-' + 2.Y- + 'H-* + 16 + 36-100 

ist. Das Geschlecht des Schnittes (oder der Regelfiäche) ist also 

Da die Erzeugenden der hier betrachteten Regelfläche die Doppel- 
kurve cj je nur in einem Punkt schneiden, findet eine (1,1)- Korrespon- 
denz statt zwischen den Schnittpunkten P^ und P^ eines ebenen Schnittes 
mit solchen Erzeugenden, die sich in einem Punkt M der Doppelkurve 
cl schneiden. Wäre es nun möglich die Wertigkeit dieser Korrespondenz 
so zu bestimmen, wie im eben betrachteten allgemeinen Fall, so müßte 
sie 2, 1 oder sein, was auf die Anzahlen 22, 12 oder 2 von Koinzidenzen 
führen würde. Wir werden aber durch andere Betrachtungen finden, daß 
diese Anzahl 8 ist, was einer Wertigkeit i = y entspricht. 

Daß in dem behandelten PaU die Anzahl der Koinzidenzen der Punkte 
P( und Pg wirklich 8 ist, ersieht man aus dem allgemeinen Geschlecht- 
satz [65] (11); denn zwischen den Punkten M einer Kurve Tom Ge- 
schlecht 1 und den Punkten P^ und P, einer Kurve vom Geschlecht 5 
findet eine (1, 2 )-Korrespondenz statt. — Übrigens werden die durch 
diese Koinzidenzen bestimmten Pjnchpunkte der Kurve c\ ihre acht 
Schnittpunkte mit den durch a gehenden Tangentialebenen an k^ sein. 

In diesem Fall kann man also eine Bestimmung der Wertigkeit und 
dadurch der Zahl von Koinzidenzen nicht durch unmittelbare Anwendung 
der Regel in [124] erhalten. Eine wirkliche, dem vorliegenden Fall an- 
gepaßte Durchführung derselben dort angestellten Betrachtung wird 
jedoch gleichzeitig erklären, warum die Bestimmung der Wertigkeit hier 
nicht unmittelbar gelingt, und auf die hier auf andere Weise gefundene 
Anzahl der Koinzidenzen führen. Versuchen wir es nümhch hier, wie 
im allgemeinen Fall, der Regelfläche doppelte Erzeugende beizulegen, so 
£ndet man, daß dies nur dadurch erreicht werden kann, daß der Kegel- 
schnitt /Cj einen Doppelpunkt bekommt, so daß er in zwei Gerade zer- 
fällt. Dadurch erhält die Eegelfläche 4 doppelte Erzeugende, nämlich 
die Geraden, die durch den Doppelpunkt des Kegelschnittes gehen und 
sowohl a als auch c\ schneiden. Jeder der Schnittpunkte mit cj absorbiert 
2 Pinchpunkte; die Kurve c\ verliert also 8 solche Punkte. Das Ge- 
schlecht eines ebenen Schnittes wird durch die Einführung der vier oeuea 



y Google 



222 IV- Das EocrespondenEprinzip ; b) einstufige Gebilde von beliebigem. Gesciiiecht 

Doppelpunkte auf 1 reduziert; Übrigens zeriällt eine solche ebene 
Schnittkurve in zwei Kurven, die je vom Geschleeht 1 sein müssen 
[67]. Ebenso wird die ganze Fläche in zwei Regelfläehen zerfallen, und 
da die Kurve c^ im Grenzfalle eine Schnittkurve dieser Teilflä«heii ist, 
bleibt in diesem Fall kein Pinchpunkt auf cj übrig. Im allgemeinen hat 
sie also nur die 8, die in diesem Grenzfalle wegfallen. 

Durch die Betrachtung desselben Grenzfalles findet mau, daß die 
Doppelkurve von der Ordnung 36 im allgemeinen gar keinen Pinch- 
punkt enthält, die Gerade a und der Kegelschnitt k^ je 16. Auch die Ge- 
samtzahl der Pinehpunkte der Fläche stimmt nicht mit der Formel (1) 
übereiu, die 48 ergeben würde. Eine solche Übereinstimmung war auch 
nicht zu erwarten, da die betrachtete Regelfläche — die übrigens schon 
im allgemeinen doppelte Erzeugende besitzt — sich durch Einführung 
neuer doppelter Erzeugender nicht auf eine Regelfläehe vom Geschlecht 
reduzieren läßt. 

[126] Beziehungen zwischen dem all£:emeineu Gesclileoht- 
satz nud dem Cayley-Brillsehon Korrespondenzsatz. Die Korre- 
spondenzsätze haben vor dem allgemeinen Geschlechtsatz den wesent- 
lichen Vorzug — den wir eben im Anfang von [125] benutzten — , daß 
jene unmittelbar die Anzahl der Koinzidenzen einer Korrespondenz lie- 
fern, dieser nur den Unterschied der Koinzidenzen zweier gegenseitig ver- 
bundener Korrespondenzen. Auf der anderen Seite haben wir schon als 
einen Vorzug des Gesehlechtsatzes hervorgehoben [65], daß dabei die 
Abzahlung zusammenfailenderKoinzidenzen nach ganz bestimm tenBegeln 
geschieht, ohne daß es notig wäre, die oft schwierig zu bestimmenden 
Ordnungen unendlich kleiner Größen zu vergleichen. Dadurch kam 
uns der Geschlechtsatz in [113] bei Anwendungen des einfachen Eorre- 
spondensatzes zugute, und dies kann ebenso bei Anwendung des Cayley- 
.Bn'Kschen Korrespondenzprinzips eintreffen. Zugunsten des allgemeinen 
Gesehlechtsatzes ist aber besonders hervorzuheben, daß die Brauchbar- 
keit des Cayley-Brühchen Korreepondenzsatzes von gewissen Voraus- 
setzungen bedingt war, nämlich entweder von der Existenz der in [116] 
und [119] benutzten Hilfskurven oder von der MögUchkeit der in [124] 
benutzten Reduktion auf eine Kurve vom Geschlecht oder, wie am 
Schluß von [125], auf andere Fälle, wo die Anzahl der Koinzidenzen 
schon bekannt ist, während der Geschlechtsatz solchen Bedingungen 
nicht unterworfen ist. Dieser Vorteil wurde am Schlüsse von [125] 
benutzt. 

Daher kann man auch nicht einen allgemeinen Beweis des sich auf 
mehrdeutiges Entsprechen beziehenden Gesehlechtsatzes auf Anwendungen 
des Cayley-BriÜBchen Korrespondenzsatzes stützen. Ein solcher Beweis 
wird nur dann möglich, wenn man sich auf solche Fälle beschränkt, in 
welchen man die Koinzidenzen beider im allgemeinen Geschlechtsatz be- 
trachteten Korrespondenzen je für sich durch den Cnyley-Srilhchea Korre- 
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spondenzsatz bestimmen kann. Dies wird besonders dann eintreten, wenn 
die einem Punkt P^ der Kurve Cj entsprechenden «^ Punkte Pj der Kurve 
Cj eich durch eine gewisse vom Punkt Pj abhängige Kurve k^ aus- 
schneiden lassen, die die Kurve c^ sonst nur in festen Punkten schneidet, 
und auch umgekehrt die einem Punkt Pj der Kurve Cg entsprechenden 
K, Punkte Pj sich durch eine von Pg abhängige Kurve ^j aussehneiden 
lassen, die die Kurve Cj sonst nur in festen Punkten sehneidet. In diesem 
Fall werden die anderen Punkte PJ, die zusammen mit einem gegebenen 
Punkt Pj demselbenPunktPgentsprechen, Kj Gruppen von Kj — 1 Punkten 
angehören, die je durch eine durch Pj gehende Kurve Äj ausgeschnitten 
werden, also zusammen durch die aus diesen «^ Kurven zusammenge- 
setzte Kurve, die «j-mal durch P, geht. Zwischen den Punkten P, und P^ 
findet also eine (a^{a^ — X), «j («^ — l))-Korrespondenz von der Wer- 
tigkeit «j statt. Die 9jj Koinzidenzen dieser KoiTespondenz werden daher 
durch die folgende Gleichung 

(1) ,,-2o,(«,-l) + 2o,j,, 

bestimmt, wo p^ das ßeschlecht der Kurve c^ ist. Ebenso findet man 

(2) ,,-2«, i«,-l) + 2«,ft, 

WO jjg die Anzahl der Koinzidenzen zweier demselben Punkt Pj ent- 
entsprechender Punkte Pj und p^ das Geschlecht der Kurve c^ bezeichnet. 
Subtrahiert man (1) von (2), so erhält man die Gleichung 

(3) V,-n,- 2a,0j - 1) - 2a,(^, - 1), 



durch welche wir in [65] (11) den allgemeinen Gesehlechtsatz ausge- 
drückt haben. Dieser wird natürlich überfiüssig, wenn man die Ausdrücke 
(1) und (2) für die einzelnen Koinzidenzen bereits besitzt — es wäre 
denn, daß man ihre nicht aus (1) und (2) folgende Umbildung in [65] 
(10) zur Abzahlung zusammenfaUender Lösungen benutzen wollte. 

Wegen der hier genannten wechselseitigen Vorteile kann es in 
zusammenhängenden Untersuchungen oft nützlich sein, von den hier 
besprochenen Hilfsmitteln bald das eine, bald das andere, und neben 
ihnen auch den einfachen Korrespondenzsatz für Punkte einer Geraden, 
Strahlen oder Ebenen eines Büschels zu benutzen. In den folgenden. 
Beispielen, die namentlich die Anwendung der Cayl^-Brilhchen Korre- 
spondenzformel beleuchten sollen, werden wir daher mehrmals auch die 
übrigen, oben angeführten Sätze heranziehen. 

[127] (1, 1) -Korrespondenzen auf einer Kurve dritter 
Ordnung*; Steinerache Vielecke. Wir fangen die weiteren An- 
wendungen des Cayleif' Britischen Korrespondenzsatzes mit einer 
Untersuchung darüber an, weiche (1, l)-Korrespündenzen auf einer Kurve 
dritter Ordnung Cg überhaupt möglich sind. 
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Seien P^ und Pg zwei entsprechende Punlite einer (1, l)-Korrespon- 
denz auf c^. Durch x werden wir die Klasse der Umhüllungskurve der 
Geraden PiPg hezeichnen, so daß diese Kurve, wenn die Beziehung in- 
Yolutoriaeh ist, d.h. wenn man immer Pj mit P^ vertauschen kann, eine 
doppelt zu zählende Kurve von der Klasse — ist; die Anzahl der Koin- 



1 nennen wir y. 

Projizieren wir nun zunächst die Punktreihen von einem Punkt A 
der Kurve aus, so wird man zwischen den Geraden AP^ und A Pj eine 
(2, 2) -Korrespondenz erhalten. Ein Teil der vier Koinzidenzen dieser 
Korrespondenz rührt von den y Koinzidenzen der Punkte P, und Pj her. 
Daraus folgt, daßi/^4 ist, so daß wir im folgenden nur die Fälle 
1/ = 4, 3, 2, 1, zu untersuchen haben. Bei den übrigen Koinzidenzen 
der korrespondierenden Büschel -iPj und AV^ wird die Gerade jlPj I\ 
eine der durch A gehenden x Tangenten an die Einhüllende der Geraden 
Pj Pg sein. Außerdem werden durch A zwei Tangenten an diese gehen, 
nämlich die Geraden, die den Punkt A selbst, je nachdem man ihn als einen 
Punkt Pj oder einen Punkt P^ betrachtet, mit dem entsprechenden ver- 
binden. Also ist 

(1) 4 = y + a: — 2 oder x + y = &. 

Um den Fall ?/ = 4 naher zu untersuchen, können wir den Punkt 
A im besondern als den dritten Schnittpunkt der Kurve Cj mit einer Ge- 
raden F^F^ wählen. Dann werden die korrespondierenden Büschel 5 
Koinzidenzen enthalten, und da die Bestimmung dieser Koinzidenzen von 
«iner Gleichung vierten Grades abhängt, so müssen alle Geraden PiPj 
durch A gehen. Die korrespondierenden Punkte werden also durch die 
Geraden eines Büschels, dessen Seheitel A auf c^ Hegt, ausgeschnitten; 
die 4 Koinzidenzen finden in den Berührungspunkten der diesem 
Büschel angehörenden Tangenten statt. Zwar wird x = 2\ die Korre- 
spondenz ist aber involutorisch und die UmhüUungskurve reduziert sich 
also auf einen Punkt (A). Dieser bekannten Art von Korrespondenzen ge- 
hört somit jede (1, 1) -Korrespondenz auf Cj mit 4 Koinzidenzen an. 

Da die Kurve Cj vom Geschlecht p = 1 ist, so hat man für alle 
die hier betrachteten (1, 1)-Korrespondenzen 

(2) y = '2 + n, 

wo k die Wertigkeit der Korrespondenz ist. Also bekommt man für 
y = 4, 3, 2, 1, die Werte J<^=^,j,^,~\ — 1- Projiziert man den Punkt 
P^ von einem festen Punkt B, der Kurve aus auf diese selbst in den Punkt 
Pj, so wird zwischen P^ und Pg eine neue (1, 1) -Korrespondenz von der 
Wertigkeit — ?c stattfinden [121]. Auf diese Weise können wir die 
Korrespondenzen mit den negativen Wertigkeiten — ^ und — 1 auf 
jene mit den Wertigkeiten j und 1 zurückführen. Im letzten Fall 
.schneidet, wie wir sahen, PjPs die Kurve in einem festen Punkt P». 
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Eine (1, l)-Korrespondenz zwischen P, und P^ mit der Wertigkeit 

— 1, also mit Koinzidenzen kann demnacL immer dadurch entstehen, 
■daß (Fig. 22) die Geraden, die P, und Pj beziehungsweise mit zwei 
festen Punkten der Kurre B^ und Pj verbinden, sich in einem be- 
weglichen Punkt P^ der Kurve schneiden. Da der Punkt S^ ganz will- 
kürlich auf der Kurve gewählt werden konnte, so sieht man, daß auch 
eine Korrespondenz der hier genannten Art dadurch vöUig bestimmt ist, 
daß man ein Paar entsprechender Punkte kennt. 

Die hier benutzte Bildung neuer Korrespondenzen läßt sich weiter 
fortsetzen. Dabei werden wir von einer Korrespon- 
denz mit der Wertigkeit Ä = 1 zwischen P^ und 
Pj ausgehen, die dadurch be- 
stimmt ist, daß P^ Pg die 
Kurve in einem festen Punkt 
^1 schneidet. Ziehen wir die 
Gerade P^Ps durch einen 
festen Punkt A^ der Kurve, 
und ist Pj ihr dritter Schnitt- 
punkt, ziehen wir weiter P„ P^ 
durch den festen Punkt A^ 
der Kurve, und ist P^ ihr 
dritter Schnittpunkt, usw., bis ^ " 
^■e-^''- man zu dem dritten Schnitt- Fig. ^3. 

punkt P„^i der Geraden P„^^P^_|_; kommt, so findet zwischen P^ 
und P„+i eine {1, 1}-Korrespondenz statt, deren Wertigkeit -j- 1 oder 

— 1 ist, je nachdem n eine ungerade oder eine gerade Zahl ist. 
Im ersten Fall gibt es vier geschlossene w-Ecke P^P^...P^, die der 
Kurve c^ einbeschrieb en sind, und deren Seiten die Kurve der Reihe 
nach in jij,J^3,. . .^^ schneiden. P^_^, wird mit Pj in den vier Be- 
rührungspunkten der Tangenten zusammenfallen, die man von dem 
festen Schnittpunkt der GeradenPjP^^i mit der Kurve aus ziehen kann. 
Im zweiten Fall kann P„^.l im aligemeinen nicht mit P, zusammen- 
fallen, das Vieleck wird sich also im allgemeinen nicht schließen, es 
wäre denn, daß es unendlich viele geschlossene Vielecke P^P^...P 
gäbe, die Cg ein beschrieben sind, und deren Seiten die Kurve in ^j , J.^ , . , . ^4 
schneiden. Gibt es also ein solches Vieleck, so muß es nnendlich viele 
geben. In diesem Fall ist A^ der feste Schnittpunkt der Geraden, die 
P, und P„, zwischen denen dann eine Korrespondenz mit der Wertig- 
"beit + 1 stattfindet, verbindet Die so konslrnierten Vielecke heißen 
Sleinersche Vielecke. 

[128] (1, l)-Korrespoiidenz6Ji auf einer Kurve dritter Ord- 
nung^; Fortsetzungf. Wir werden hier einen Satz beweisen und an- 
wenden, der alle (1, l)-Korrespondenzen zwischen Punkten Pj und Pj einer 
Cg betrifft. Wir werden dabei (Fig. 23) die Korrespondenz zwischen den 
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Punkten Pj und PÖ betrachten, die den beweglichen Schnittpunkten Pj 
und Pj einer durch einen festen Punkt A^ der Kurve c^ gehenden beweg- 
lichen Geraden ^j entsprechen. Auch diese Korrespondenz wird eine (1, 1)- 
Korrespondenz sein; sie wird vier Koinzidenzen haben, nämlich in den 
Punkten, die den Berührungspunkten der von A-^ ausgehenden Tangenten 
entsprechen. Darausfolgt [127], daß die Geraden P^Pj, die wir ^^ nennen 
werden, auch durch einen festen Punkt A^ der Kurve gehen müssen. 
Die Geraden j»j und pg entsprechen sich gegenseitig eindeutig, bilden 
also zwei projektive Büschel [98]. Da das Zusammenfallen der Punkte 
P^ und PJ das der Punkte Pj und P, zur Folge hat und umgekehrt, 
so müssen sich die in den Büscheln enthaltenen Tangenten, die ^ nicht 
in A^ oder A^ selbst berühren, entsprechen. Wenn die vorausgesetzten 
eindeutigen Beziehungen zwischen den Punkten auf c^ überhaupt mög- 
lich sein sollen, so muß sich das (2, 2)-deutige Entsprechen der Schnitt- 
punkte entsprechender Geraden p^ und p^ der projektiven Büschel so in 
zwei (l,l)-deutige Beziehungen spalten, daß in der einen Pg, in der 
anderen Pg dem Punkte Pj entspricht (vgl. 101). 

Wir wollen versuchen, durch die Wahl des festen Punktes A^ die 
Erzeugung der Korrespondenz zu vereinfachen. Aus der Bestimmung 
von A.2 geht hervor, daß, wenn die Korrespondenz zwischen P^ und 
Pg gegeben ist und A-^ sich bewegt, eine (1, 1)-Korrespondenz zwischen 
Aj und A^ stattfindet. Bei dieser Bestimmung können P^ und P^ zwei 
feste Punkte sein, die sich in der vorgelegten Korrespondenz entsprechen. 
Die Wertigkeit dieser Korrespondenz, also auch der zwischen P^ und 
Pg haben wir h genannt. Die Summe der Wertigkeiten der Korrespon- 
denzen zwischen Pj und Pj und zwischen P^ und A^ ist, da P^ fest liegt, 
0, weil A^ und PJ die beweglichen Schnittpunkte einer durch den Punkt 
Pg bestimmten, aber nicht durch Pg' gehenden Geraden ist [119]. Also, 
hat die Korrespondenz zwischen A^ und P^ die Wertigkeit — k. Ebenso 
wird, da Pj fest liegt, die Summe der Wertigkeiten der Korresponden- 
zen zwischen A^ und P^ und zwischen Aj und A^ gleich sein. Also 
hat die Korrespondenz zwischen A^ und A^ dieselbe Wertigkeit k wie 
die zwischen P^ und P^; sie wird daher auch, wie diese, y Koinzidenzen 
haben. Aus der Konstruktion des einem Punkt A^ entsprechenden 
Punktes A^ folgt übrigens, daß die Tangenten in den Koinzidenzpunkten 
der Korrespondenz zwischen P^ iind P^ immer durch Koinzidenzpunkta 
der Korrespondenz zwischen A^ und A^ gehen; um dies einzusehen, ge- 
nügt es, bei dieser Konstruktion koinzidierende Punkte Pj und Pg zu be- 
nutzen. 

Also: Wenn auf einer Kurve c^ eine (1, l)-Korrespondenz 
mit ^Koinzidenzen gegeben ist, so wird Cj auchj/ solche Punkte 
A enthalten, welche Scheitel projektiver Büschel sind, die 
entsprechende Punkte Pj und Pg projizieren. Die durch A 
gehenden und nicht in A berührenden Tangenten werden enfc- 
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weder den Böeclielii enteprecliend gemeinsam sein oder ande- 
ren dieser vier Tangenten entsprechen. Ein den Büscheln ent- 
sprechend gemeinsamer Strahl ist entweder eine solche Tan- 
gente, oder er schneidet Cg in zwei Koinzidenzpunkten, oder 
er schneidet die Kurve in zwei Punkten, die sich gegenseitig 
entsprechen. Die Tangente in einem Koinzidenzpunkt geht 
immer durch einen der y Punkte A. 

Wenden wir nun diesen Satz zunächst auf eine (1, l)-Korrespondenz 
mit der Wertigkeit 1 an, so wird einer der ihr angehörenden Scheitel 
projektiver Büschel der Punkt Ä sein, 
der auf allen Geraden PjPä liegt, die 
entsprechende Punkte Pj und P, ver- 
binden. Die projektiven Büschel sind 
dann identisch und die Tangenten in 
allen vier Koinzidenzpunkten von P, 
und Pg, welche wir C, D, E, P nennen 
wollen, gehen durch diesen Punkt Ä. 
Durch die drei anderen Scheitel, die 
wir A', A", A'" nennen wollen, geht 

»Iso keine der Tangenten in C, 2), B,P. ^^g ^^ ' 

Sie müssen dagegen Diagonalpunkte 

(Schnittpunkte der Gegenseiten) in dem von C, D, ü, F gebildeten 
vollständigen Viereck sein, A' z. B. der Schnittpunkt der Seiten 01} 
und EF, die dann den projektiven Büschelu AT^ und A' Pj entsprechend 
gemeinsam sind. Wir sehen also (Fig. 24), daß diese Diagonaipunkte 
auf der Kurve c^ liegen- In den genannten projektiven Büscheln A'F^ 
und A' F^ werden sich die vier durch A' gehenden Tangenten A'G, 
AS, A'I, A'K in zwei einander entsprechende Paare teilen; dies gilt 
also auch von ihren Berührungspunkten G, II, I, K in der gegebenen 
Korrespondenz. Wenn z. B, K dem Punkt G entspricht, K dem Punkt 1, 
so folgt daraus, daß die Geraden HG und IK durch A gehen. Da 
die Korrespondenz zwischen Pj und P^ involutoriseh ist, so wird auch 
die Projektivität der Geraden A'F^ und A'F^ eine Involution sein. 

Wie wir gesehen haben, findet zwischen den Punkten P^ und den 
dritten Schnittpunkten P^ der Geraden A'F^ eine Korresponden?. mit 
der Wertigkeit — 1 statt, in welcher offenbar auch die Berührungspunkte 
H ufld G, 1 und K sich gegenseitig entsprechen. Kun ist A' Scheitel 
projektiver Büschel, die die korrespondierenden Punkte Pj und P^ pro- 
jizieren. Solcher Scheitel gibt es aber im allgemeinen keinen für Korre- 
spondenzen mit der Wertigkeit — 1, da dann 2/ = ist; wenn es einen 
gibt, so müssen es also unendlich viele sein, und jeder Punkt der Kur- 
ve ist ein solcher Scheitel, also auch, wie A', Schnittpunkt der Tangen- 
ten in zwei Paaren entsprechender Punkte der Korrespondenz. Anders 
au^edrückt: die hier betrachtete involutorische (1, 1)- Korrespondenz 
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ist zwischen P^ und P'^ von Paaren solcker Punkte gebildet, deren 
Tangenteu sich auf der Kurve schneiden. Da einem Punkt P, drei 
Punkte Pj auf diese Weise entsprechen, so g-ibt es auf Cj drei solche 
involutorische Korrespondenzen mit der Wertigkeit — 1 und ohne Ko- 
inzidenzen. 

Übrigens sieht man leicht, daß diese die einzigen involutorischeii 
(1, l)-Korrespoßdenzen auf Cg mit der Wertigkeit — 1 sind. Seien näm- 
lich (Fig. 25) Pj und P^ zwei willkürliche, einander entsprechende Punkte 
einer (1, 1)-Korrespondenz mit der Wertigkeit — 1. öie können dann 
[127] dadurch bestimmt werden, daß die Geraden F^B^ und F^B^, die 
pj' sie mit zwei festen Punkten der Kurve ver- 

binden, sich in einem Punkt der Kurve 
schneiden, den wir P[ nennen wollen. Ist 
die Korrespondenz involutorisch, so muß 
auch der Schnittpunkt der Geraden P^B^ 
und PjB^ auf Cj liegen. Diesen Schnittpunkt 
nennen wir P^, weil er nach der Konstruk- 
tion entsprechender Punkte dem Punkte PJ 
entsprechen muß. Da den zwei beweglichen 
Schnittpunkten der Geraden BjP-^F'^ die 
'' beweglichen Schnittpunkte der Geraden 

^^•^^- B^P^F'^ entsprechen, so ist B^ Seheitel 

solcher projektiven Strahlenbüschel, die entsprechende Punkte proji- 
zieren. Die involutorische Korrespondenz gehört also den eben be- 
sprochenen an. Wenn P[ in den Punkt P^ fällt, muß Pj in P^ fallen. 
Die Punkte Pj und B^ sind also entsprechende Punkte derselben Korre- 
spondenz. 

Gehen wir nun zu den {1, l)-Korrespondenzen mit den Wertig- 
keiten \, 0, ^-J- oder mit j/ = 3, 2, 1 Koinzidenzen über. Die Tangente 
in einem Koinzidenzpuukt geht jedenfalls durch einen Punkt Ä, der 
Scheitel ist für projektive Büschel, deren entsprechende Gerade durch 
entsprechende Punkte P, und Pg gehen. Die genannte Tangente ent- 
spricht sich selbst; da aber höchstens y der vier von A ausgehenden 
Tangenten sich selbst entsprechen können, so muß es zwei oder drei 
geben, die einander zyklisch entsprechen. Dann müssen die vier Tan- 
genten beziehungsweise harmonisch oder äqui an harmonisch verbunden, 
also die Kurve Cj eine harmonische oder äquianh arm oni sehe Kurve 
dritter Ordnung sein. Die hier genannten Korrespondenzen nennen wir, 
da sie nur diesen singulären Kurven angehören, singulär. Wir werden 
die singulären Korrespondenzen jeder dieser Kurvenarten für sich be- 
trachten. 

[129] Singulare Eorrespoudenzeu auf einer harmonischen 
Kurve dritter Ordnung, Wie für eine allgemeine Kurve dritter ürd- 
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nung, so werden sieh auch für eine harmonische Kurve c^ dieser Ord- 
nung (1, 1) -Korrespondenzen mit drei oder einer Koinzidenz als un- 
möglich erweisen. Wir werden daher nur versuchen, ihr eine (1, l)-Korre- 
spondenz mit zwei Koinzidenzen aufzuerlegen und nehmen an, daß in 
einer solchen dem Punkte P^ ein Punkt P^ entspricht. Sei G einer der 
zwei Koinzidenzpunkte. Der Schnittpunkt A der Tangente in C mit c^ 
wird dann nach [128] Scheitel zweier projektiver Büschel isein, die ent- 
sprechende Punkte Pj und P^ projizieren. Diesen Büscheln wird der 
Strahl AG entsprechend gemeinsam sein, und das gegenseitige Entspre- 
chen der drei anderen von A ausgehenden Tangenten wird nur dadurch 
möglich, daß die eine AD mit 
dem Berührungspunkt!) auch den 
Büscheln entsprechend gemeinsam 
ist, während die anderen J.E und 
AF mit den Berührungspunkten 
E und F sich gegenseitig ent- 
sprechen. Die Projektivität muß 
dann eine Involution mit den 
Doppelstrahlen AC und AD sein, 
was eben dadurch möglich wird, 
daß die Kurve harmonisch ist, und 
man also AG und AD unter den 
vier durch A gehenden Tangen- 
ten Bo wählen kann, daß die anderen AE und AF in Beziehung auf 
sie harmonisch verbunden sind. E und F werden sich in der Korre- 
spondenz gegenseitig entsprechen. 

Der andere Scheitel A' projektiver Büschel, die die entsprechenden 
Punkte P^ und P^ projizieren (Fig. 26), Hegt auf keiner der Tangenten 
in den Koiuzidenzpunkten C und D. Die Gerade CD muß aber den Bü- 
scheln entsprechend gemeinsam sein. A' ist also der Schnittpunkt dieser 
Geraden mit c^; daher wird auch EF durch diesen Punkt gehen [128] 
und der andere entsprechend gemeinsame Strahl der projektiven Büschel 
sein. Die vier durch A' gehenden Tangenten müssen sich in einer Ord- 
nung entsprechen, die von der in [128] betrachteten, für Korresponden- 
zen mit der Wertigkeit l geltenden verschieden ist. Um aber eine Kon- 
struktion des einem willkürlichen Punkt Pj der Kurve entsprechenden 
Punktes Pj zu bekommen, die auch zum Beweis der Existenz der hier 
betrachteten Korrespondenzen benutzt werden kann, wird es bequemer 
sein, zur Bestimmung der projektiven Büschel ihre entsprechend gemein- 
samen Strahlen A'CD und A'EF und den Strahl zu benutzen, dem 
der Strahl A'A entsprechen soll. Ist M^ der dritte Schnittpunkt der 
Kurve mit AA', so muß er einem, M^, der zwei Schnittpunkte der 
Kurve mit der Geraden durch A entsprechen, die mit AA' in Beziehung 
auf AG und AD harmonisch verbunden ist. In den projektiven 
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Büscheln mit dem Scheitel Ä' muß dann A'A dem Strahle Ä'Mj ent- 
sprechen, also 
(1) A'iC,E,M„P,) = A-(C,i:,A,F,). 

Wenn nun C ein willkürlicher Punkt der Kurve ist und die Punkte 
A, D, Ji, F, Ä', M^ 90, wie hier angegeben, konstruiert werden, wenn 
ferner P^ sich auf der Kurve bewegt, während AP^ und AP^ in Be- 
ziehung auf AG und AD harmonisch verbunden sind, und die Strahlen 
A'P^ durch (1) bestimmt werden, so kann man beweisen, daß auch Pg 
sich auf der Kurve c^ bewegt; die Existenz zweier (1, 1)-Korresponden- 
7.en mit Koinzidenzen allein in C und D, iiÜmlich derjenigen, die der 
verschiedenen Wahl des Punktes JMj unter zwei Schnittpunkten der- 
selben durch A gehenden Geraden entsprechen, wird damit bewiesen sein. 

Ura den Beweis zu führen, suchen wir den Ort der so konstruier- 
ten Punkte Pj. Daß er von der Ordnung 3 ist, findet man durch Ab- 
zahlung seiner Schnittpunkte mit Geraden durch A oder A'. Wie Cj 
gebt er durch diese Punkte und berührt AC, AD, AE, AP in C, D, 
E, F, was 10 Schnittpunkte mit % ergibt. Er muß also wirklich mit 
C3 zusammenfallen. 

Nennen wir nun die Punkte, in welchen die Strahlen AP^, AP^ 
und AJ/j die Kurve außer in Pj, P^ und M^ schneiden, P[, P'^, M[. 
Dem Punkt P^ entspricht der Punkt P^ , Dem Punkt P^ wird ein Schnitt- 
punkt der Geraden AP^ entsprechen, aber nicht P^, weil fl) keine In- 
volution ist^), vielmehr P[. Man erhält auf diese Weise die vierglied- 
rige Gruppe von Punkten, von denen jeder dem vorhergehenden ent- 
spricht 

P,P^P[P-^P^. 

Man sieht, daß demPnnktPi der Punkt Pj oder Pj entsprechen wird, je nach- 
dem man P, als der einen oder der anderen der korrespondierenden 
Punktreihen angehörig betrachtet. Man erhält die eine oder die andere 
dieser Korrespondenzen, je nachdem man bei der Konstruktion den 
Punkt My oder den Punkt M[ benutzt. Sie werden übrigens zueinander 
reziprok sein. 

An die hier betrachtete singulare (1, l)-TranBformation sehließen 
sieh auch mehrdeutige Transformationen an, deren Wertigkeiten sich 
aus der Wertigkeit der (1, l)-Transformationen herleiten lassen. Be- 
trachten wir z. B., indem wir die Benennungen beibehalten, die Korre- 
spondenz zwischen P, und dem dritten Schnittpunkt Pj der Geraden 
PiP^ Einem Punkt Pj entspricht wegen des eindeutigen Bntspreehens 
des Punkts P^ auch nur ein Punkt P^. Die Ümhüllungskurve der Ge- 

!) Die Beziebung (1) kann ja jedenfalls keine Involution für die beiden 
Punkte Ji, und M.[ sein, und die eine Korrespondenz wird sogleich auf die an- 
dere führen. 
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raden P^P^ ist ([127] (1)) von der Klasse 4. Ein beliebiger Punkt der 
Kurve Cj ist der Punkt P, einer der durcli ilin gehenden Geraden F, P^, 
der Punkt P^ der einer anderen, also der Punkt Pg der zweier Geraden 
PjPj. Als Punkt Pg betrachtet, entsprechen ihm also zwei Punkte P^. 
Also ist für diese Korrespondenz a^^= 2, «3= 1. Der Punkt Pg wird' 
ilurch eine Gerade ausgeschnitten, die durch Pj selbst und außerdem 
durch den ihm in unserer (1, 1) -Korrespondenz entsprechenden Punkt 
P^ geht. Da die Wertigkeit letzterer Korrespondenz ist, wird die Wertig- 
keit der Korrespondenz zwischen P^ und P^ gleich 1 sein [119]. Diese 
Korrespondenz hat also 5 Koinzidenzen. IJbrigens wird die Umhülluugs- 
knrve der Geraden Pj P^ die Kurve Cg in den folgenden Punkten berüh- 
ren: 1. in den 2 Koinzidenzpunkten der Korrespondenz zwischen P, 
und Pg, 2. in den 5 Koinzidenzpunkten der Korrespondenz zwischen 
Pj und Pg und 3. in den 5 Koinzidenzpunkten der Korrespondenz 
zwischen P^ und P^. Dieser Umstand hätte auch benutzt werden kön- 
nen, um die offenbar unter sich gleich großen Anzahlen der Koinziden- 
zen letzterer Korrespondenzen zu önden. 

In ähnlicher Weise finden wir z. B. für die Korrespondenz zwischen 
P[ und P3 a[ = 2, «3 = 1 und die Wertigkeit — 1, also nur eine Ko- 
inzidenz. Der Punkt, in dem diese stattfindet, wird dadurch bestimmt, 
daß der Punkt Pg mit A auf der Tangente, die c^ in diesem Punkt be- 
rührt, zusammenfällt, Pj also in den diesem entsprechenden Punkt fällt, 
so daß sowohl Pj als auch Pg der dritte Schnittpunkt der Geraden A Pj 
sein wird. Solehe Üb ungs bei spiele kann man leicht mehrere bilden. 

Wir bemerken noch, daß man die Wertigkeit der singulären 
Korrespondenzen einer harmonischen Kurve dritter Ordnung auch aus 
dem Cayley-BriÜBchen Satze herleiten kann. Da die Punkte Pj und P,, 
die einem Punkt P, entsprechen, durch eine nicht durch Pj gehende 
Linie AP^P'^ bestimmt werden, ist die Summe dieser Wertigkeiten 0, 
und da die Korrespondenzen gleichartig, ja reziprok sind, haben sie die- 
selbe Wertigkeit, die also sein muß. 

[130] Singulare Korrespondenzen auf äquianharmonlsclien 
Kurven dritter Ordnnng. Wenden wir uns nun zu den Korrespon- 
denzen mit der Wertigkeit -J-, die bei den äqui anh arm oni sehen Kurven 
und — wie sich gleich zeigt, wenn man versucht, die jetzt anzustellen- 
den Betrachtungen auch auf andere Kurven anzuwenden — nur bei diesen 
denkbar sind, während ihre wirkliche Existenz nachher zu beweisen ist. 
Wie die Korrespondenz selbst 3 Koinzidenzen hat, so gibt es [128] 
auch auf der Kurve 3 Punkte A, A' und A", die gemeinschaftliche 
Scheitel projektiver Büschel sind, die entsprechende Punkte Pj und Pg 
projizieren. Durch diese Scheitel gehen die Tangenten in den Koinzidenz- 
punkten C, C, C" der gegebenen Korrespondenz. Geht nun die Tan- 
gente in C durch A, so wird keine der anderen genannten Tangenten 
auch durch A gehen, einmal weil das zyklische Entsprechen der übri- 
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gen durch A gehenden Tangenten ÄD, ÄE, AF nur dann möglich ist, 

wenn ea deren drei sind, sodann eben wegen des äquian harmonischen 

Charakters des Büschels, wonach entweder 

(1) A{C,J),E,F,P;)J\A{C,E,F,D,P^), 

oder 

A{C,E,F,D,P;)-/\A{C,B,E,F,F^) 

ist, wo jedoch letztere Beziehung nur eine Vertauschung der korrespon- 
dierenden Pnnktreihen Pj und P^ in derselben Korrespondenz, also eine 
Umkehrung, bedeutet. Es genügt also, die Projektivität (1) zu betrach- 
ten. Die so bestimmten projektiven Büschel haben die Tangente AC 
entsprechend gemeinsam und noch einen 
Strahl, der durch die anderen Koinzidenz- 
pnnkte der Korrespondenz gehen muß (Fig. 
27). In ähnlicher Weise sieht man, daß bei 
geeigneter Wahl der Benennungen der Punkt 
A' der Schnittpunkt der Tangente in C und 
der Geraden C"C, und der Punkt J." 'der 
Schnittpunkt der Tangente in C" und der 
Geraden CC sein wird, und daß die Büschel 
der durch A und A" gehenden Geraden zu 
j, '"' ähnlichen Projekt ivitäten, wie die durch (1) 

bestimmte, führen. Da ea jedoch dabei 
nicht ersichtlich ist, in welcher Ordnung die Tangenteu durch A' und 
A" zu nehmen sind, um dieselbe und nicht die umgekehrte Korrespon- 
denz zu erhalten, müssen wir einen dieser Büschel anders bestimmen, 
um eine eindeutige Konstruktion des einem Punkt Pj entsprechenden 
Punktes Pj und einen sich hieran anschließenden Existenzbeweis zu 
bekommen. 

Um dies in allgemeinster Weise zu erreichen, möge C ein willkür- 
licher Punkt der Kurve sein; wir bestimmen sodann A,D,E,F,C',C" in 
der bereits augebenen Weise und A' als den dritten Schnittpunkt der 
Geraden CC", ohne daß wir wüßten, daß er auch auf der Tangente 
in C liegt. Wir werden nun vorläufig beweisen, daß die Punkte 
A, D, E, F, C", A' auf einem Kegelschnitt liegen. Dies gelingt, wenn man 
mittels eines durch .^,i),P,P bestimmten Büschels von Kegelschnitten 
und eines durch C gelegten Strahlenbüscheis eine Kurve erzeugt, indem 
man ein (1, l)-deutiges Entsprechen der Büschel dadurch herstellt, daß 
man die Strahlen CD, CE, CF beziehungsweise den aus AD und EF, 
»US AE und FD, aus AF und DE zusammengesetzten Kegelschnitten 
zuordnet. Der StrahlenbUschel (C) und der Büschel der Tangenten der 
Kegelschnitte in A werden dann den Kegelschnitt ACDEF erzeugen, 
der als Polarkegelschnitt des Punktes A die Kurve % in A berührt [19], 
Die durch den Büschel von Kegelschnitten und den StrahlenbUschel ei^ 
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zeugte Kurve ist von der Ordnung 3 und berührt % in den Punkten 
A, C, D, E, F, was nur möglich ist, wenn sie mit Cj identisch ist. In diesen 
Büscheln enspricht die Gerade CC" dem Kegelschnitt j4Z)£J*'6'". Dieser 
Kegelschnitt muß also auch den dritten Schnittpunkt A' dieser Geraden 
enthalten. 

Darans achlieÖen wir, da A' C" durch C geht und A C" den Büscheln 

(1) entsprechend gemeinsam ist, daß 

(2) A'{C,B,E,F) = A{C",D,E,F) ^A{C",E,F,D) = A'{_C,E,F,D) ist 

Lassen wir aun den Punkt P^ die Kurve Cj durchlaufen, und bestimmen 
dann den Punkt Pj durch die ProjektivitSt (1) und durch die Beziehung 

(3) A'(C,D,E,F,F,) A A'(C,E,F,D,P^), 

so können wir beweisen, daß auch der Punkt P^ dieselbe Kurve Cg durch- 
laufen wird; zwischen den Punkten Pj und Pj dieser Kurve wird dann 
wirklich eine (1, l)-Korrespondenz von der vorausgesetzten Art statt- 
finden. 

Um nun wirklich den Ort des Punktes P^ zu bestimmen, bemerken 
wir erstens, das er sich wegen der (2, 2)-Korrespondenz, die zwischen 
den Strahlen AP^ und jI'Pj stattfindet, unmittelbar als eine Kurve von 
vierter Ordnung mit Doppelpunkten in A und A' erweist [18]. In jeden 
dieser Punkte fallen also zwei Schnittpunkte mit Cj. Sucht man sodann 
seine Schnittpunkte mit den Geraden AC, AD, AE, AF, AG", so zeigt 
die Konstruktion, daß er ^ in C, B, E, F berührt und in C" schneidet. 
Man erhält so im ganzen 13 Schnittpunkte, was nur bedeuten kann, daß 
der Ort die Kurve Cj ganz enthalten, also aus dieser Kurve und der Ge- 
raden AA' bestehen muß. Die Existenz der (1, l)-Korrespondcnz mit 
Koinzidenzen in C,C',C" ist somit bewiesen. 

Wegen des zyklischen Charakters der projektiven Büschel, die die 
entsprechenden Punkte der Korrespondenz bestimmen, muß auch diese 
3-gliedrig zyklisch sein. Bezeichnen wir mit F^,F^,F^ drei sich in dieser 
Korrespondenz zyklisch entsprechenden Punkte, so würde P, dem Punkt Pj 
in der umgekehrten Korrespondenz entsprechen, die man durch Ver- 
tauschung der Punkte E und F erbalten würde. Die Punkte Pj, P^', Pj, 
in welchen die Geraden AP^, AP^, AP^ die Kurve noch weiter schnei- 
den, bilden eine neue zyklische Folge entsprechender Punkte derselben 
Korrespondenz; denn wegen (Ij muß der dem Punkt P[ entsprechende 
Punkt auf jlPj liegen, kann aber nicht Pg sein. 

Es gibt auf der äquian harmonischen Kurve noch Korrespondenzen 
mit der Wertigkeit — ^. Da in einem solchen die Punkte, die den Punk- 
ten Pj^ entsprechen, dadurch bestimmt werden können, daß man die den 
Punkten P^ in einer Korrespondenz mit der Wertigkeit -\- \ entsprechenden 
Punkte Pj von einem festen Puiikt der Kurve aus projiziert [121], so 
ist hier kein besonderer Existenzbeweis nötig. Wählt mau als Projek- 
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tionazeatrura den einzigen Punkt A, von dem aus die entsprechenden 
Punkte in der Korrespondenz mit der Wertigkeit — |- (also mit einer 
Koinzidenz) durch projektive Büschel projiziert werden [128], so sieht 
man, daß auch jetzt die durch entsprechende Punkte gehenden Strahlen 
■durch die Projektivität (1) bestimmt werden. Halten wir aber nun die 
Bezeichnungen Pj, Pj, Pj für die sich in der früher betrachteten Korre- 
spondenz entsprechenden Pimkte fest, so erhalten wir jetzt die Folge 
Ton 6 sich zyklisch entsprechenden Punkten 

Die Koinzidenz findet im Punkte C statt. 

Von anderen Korrespondenzen auf derselben Kurve betrachten 
■wir zunächst jene, die vom Punkte P^ und dem dritten Schnittpunkt 
Pj der Geraden P^P^ mit der Kurve gebildet wird. Dem Punkte Pj 
entspricht 1 Punkt P^. Die UmhüUungskurve der Geraden PjPg ist 
{127] (1) von der Klasse 3; also ist jeder Punkt der Kurve einmal 
Punkt Pi, einmal Pnnkt P^ und einmal Punkt P^ der durch ihn gehen- 
den Tangenten an diese Umhüilungskurve. Die Korrespondena ist also 
■eine (1, l)-Korreapondenz und ihre Wertigkeit wird 1— Y = f- Sie ge- 
hört also derselben Klasse von Korrespondenzen an wie jene, die 
zwischen P, und Pj stattfindet. Die UmhüUungsknrve der Geraden P^P^ 
berührt c^ in den drei Koinzidenzpunkten der drei Korrespondenzen 
zwischen P^ und P^, P^ und P^, Pj und P,. Es gibt drei Systeme von 
cx>' Dreiecken, die dieser Um hüllungs kurve umbeschrieben und der Kurve 
fg ein beschrieben sind. Jede Tangente der Umhüilungskurve und eben- 
so jeder Punkt der Kurve c^ gehört einem Dreiecke jedes Systems an. 
Da sich zwei Seiten eines Dreiecks, das ein System durchläuft, in einer 
(l,l)-Korrespondenz mit drei Koinzidenzen entsprechen, so muß auch 
die Einhüllende dritter Klasse äquian harmonisch sein. 

Wir haben früher [122] einen Spezialfall der hier behandelten 
{l,l)-Korrespondenzen betrachtet, nämlich den, in welchem der Punkt 
A ein Wendepunkt, C der mit ihm zusammenfallende Berührungspunkt 
einer der vier von A ausgehenden Tangenten ist. D,^ und F liegen 
dann in einer Geraden, nämlich der harmonischeu Achse des Punktes J.. 
Da G mit A zusammenfällt, so liegen (Fig. 27) die drei Koinzideuzpunkte 
der Korrespondenz zwischen P^ und P^, nämlich C,C',C" auch in einer 
Geraden und der Punkt A' wird mit C\ der Punkt A" mit G" zusammen- 
fallen. Darum werden auch C und C" Wendepunkte sein. Aus dem 
zyklischen Charakter der Korrespondenzen (1) und (2) folgt, da sowohl 
A'C als auch AC" mit AA' zusammenfällt, daß 
^'(^,Pi,P2,P3) = A{A,D,E,F) ^ A{A\D,E,F) = A(A',P„P^,P^) 

ist, und daraus folgt wiederum, daß drei sich zyklisch entsprechende 
Punkte P^, Pg, Pg in einer Geraden Hegen. Eben dieser durch die in [122] 
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benutzte aQüly tische Daratellung hervortretende Umstand ermögliclite 
die für diesen Spezialfall geltende, einfachere Bestimmung der Wer- 
tigkeit. In diesem Spezialfall wird der Punkt, den wir eben P^ nannten, 
der Punkt Pj selbst sein. 

[131] Sukzesaive (1,1) -Transformationen einer Knrve 
dritter Ordnung in sich. Es sei {PiP^) eine (l,l)-Korreepondenz, 
-oder wie wir auch sagen können, eine (1,1) -Transformation einer Kurve 
■dritter Ordnung, die dem Punkte P^ den Punkt Pj zuordnet, (PiPs) 
eine solche, die dem Punkt P^ den Punkt Pj zuordnet; dann wird die 
Folge der dadurch ausgedruckten (l,l)-Transformationea der Kurve in 
sich eine neue Transformation ergeben, die dem Punkt P, dea Punkt P^ 
zuordnet, was man, wenn man die Folge als Multiplikation bezeichnet, 
so schreiben kann: 

(!) (P,P,)(PA)-(PiP,)- 

Hat die eine gegebene Korrespondenz die Wertigkeit 1, in welchem Fall, 
wie wir in [127] gesehen haben, die entsprechenden Punkte mit einem 
festen Punkte der Kurve in einer Geraden liegen, die andere die Wertig- 
Jreit k, so hat die resultierende Korrespondenz die Wertigkeit —k [121]. 
Da (I) auch folgendermaßen geschrieben werden kann: 

,,., (^iA)(AJ'«)(-P=?i) = l oder {P,P,)^iP,P,){P,P,) 

oder (P,P.,')^{P,P^){P^Ps), 
so wird überhaupt, wenn eine der drei Korrespondenzen die Wertigkeit 
1 hat, eine andere die Wertigkeit k, die dritte die Wertigkeit — k haben. 
Bezeichnen wir nun mit (k) eine Korrespondenz mit der Wertigkeit k, 
80 haben wir also, wenn wir nur die Wertigkeiten berüeksi cht igen, 

W (1) - (1) (i) - (- t) und (*) (- t) - (1). 
Eine gegebene Korrespondenz (k) kann also durch die Folge einer be- 
liebigen Korrespondenz (1) und einer Korrespondenz (— k) oder solcher 
Korrespondenzen in umgekehrter Ordnung gebildet werden. Diese Ein- 
schiebungeiner Korrespondenz (1), sowie der Umstand, daß zwei entgegen- 
gesetzte Transformationen (PiP^) und (P^Pi) dieselbe Wertigkeit haben, 
und die durch unsere Gleichungen (11) ausgedruckten Abänderungen der 
Gleichung (I) lassen sich anwenden, um die Wertigkeit jeder durch 
sukzessive (l,l)-Korrespondenzen auf einer Kurve dritter Ordnung ge- 
bildeten Transformation zu erhalten. Für eine beliebige Kurve dritter 
Ordnung folgt aus den Gleichungen 

(l)(l)-(-l)»nä(l)(-l)-(l), 
<3aß 

(- 1) (- 1) - {- 1) (1) (1) - (1) (l) - (- 1) ist 
Für eine harmonische Kurve gibt die Multiplikation einer Transfor- 
mation (0) mit einer Transformation von der Wertigkeit (1) zwar nur eine 
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neue Transformation von der Wertigkeit (0). Diese unterscheidet sicli je- 
doch von der ersteren, was man dadurch bezeichnen kann, daß man ihre Wer- 
tigkeiten + und — nennt. Entspricht nämlich in der ersten der Punkt 
Pj einem beliebigen Punkt Pj, so wird ihm nach der Multiplikation mit 
einer Transformation (1) ein Punkt Pj' entsprechen, der der dritte Schnitt- 
punkt der Kurve mit der durch einen festen Punkt der Kurve A gehenden. 
Geraden AP^ ist. Nach r-maliger Wiederholung dieser Operation wird 
ihm ein Punkt Pj'""' entsprechen, dessen Korrespondenz mit P^ die 
Wertigkeit (— 1)'''0 haben wird. Man kann das letzte Projektions- 
zentrum ^f~'' so wählen, daß der Punkt P^''', der einem bestimmten 
Punkt Pj entspricht, mit dem ihm ursprünglich entsprechenden Punkt 
P( zusammentällt. Immer wenn r eine gerade Zahl ist, und nur dann, 
wird sich das einbeschriebene Stetnereche r-Eck [127] P^Pj'. . .Pj*'"^' 
durch das Zusammenfallen von P^*''* mit Pj für alle Lagen der 
Punkte Pj, also für alle Punktepaare der gegebenen Korrespondenz 
(^P^F^) schließen, die Korrespondenz ist also mit dieser identisch. 
Hieraus folgt, daß eine Korrespondenz (-|- 0) beziehungsweise (— 0) 
aus einer Korrespondenz (-|- 0) nur durch Multiplikation mit einer 
geraden beziehungsweise ungeraden Anzahl von Korrespondenzen (1) 
gebildet werden kann. 

Wählt man für die gegebene Korrespondenz (P^Pj) das Projektions- 
zentrum A in dem Punkt, den wir auch in [129] (Fig. 26) Ä nannten,, 
so wird die Korrespondenz {Pj^P^') die umgekehrte von (PjPj) sein. 
Umgekehrte Korrespondenzen gehören dann den zwei verschiedenen 
Klassen an; es erscheint daher natürlich, den Transformationen {+ 0) 
und (— 0) einen verschiedenen Sinn beizulegen. 

Man findet dann 

(1)(±0)-(T0) 

(- 1) (± 0) - (1) (1) (± 0) _ (I) (:F 0) _ (± 0), 
WO die Vorzeichen von entsprechend zusammengehören. 

Da die Änderungen (Pj^F^) und (Pj^P^) entgegengesetzt sind, er- 
sieht man aus {P^Pf) = {P^P^){P^P{), daß 

(± 0) (± 0) = (1), (+ 0) (+ 0) = (1) (T 0) (T 0) = (1) (1) = (- 1) ist. 
Kür eine äquianharmonische Kurve findet man 

(i)a-)-(-!)™<i(i)(-ö-(-;). 

(- 1) (i) - (1) (1) «) - (1) {->,)- (i) - (i) {- 1) 

(- 1) (- ö - (1) (1) (- i) - (1) (i) - (- j) - (- -;-) (- 1) 

und daraus, da entgegengesetzte Korrespondenzen dieselbe Wertigkeit, 
haben, 

(;-) (1) - (- i) (- i) - (- 1), (S-) (- i) - (1) - (- \) (»■ 
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Ma.n sieht, daß überhaupt immer, wenn es sich, wie hier, nur um die 
Bestimmung der Wertigkeit bandelt {Ä)(?) = (0 W i^t^ 

[132J Andere Begründung der Existenz der (l,l)-Korre- 
spondenzeu auf Kurven dritter Ordnung. Die Existenz der 
(l,l)-Korrespondenzeii, die sieh als die einzig möglichen mit den 
Wertigkeiten +1,0 und + J erwiesen haben, läßt sich auch anders als 
■durch die in [129] und [130] angegebenen Konstruktionen begründen. 
■Seien zwei Punkte A^ und A^ der Kurven Cj Scheitel zweier projektiven 
Büschel, in welchen die von ihnen ausgehenden vier Tangenten sieh in 
irgend einer für die vorgelegte Kurve möglichen Anordnung entsprechen; 
schneiden weiter die Strahlen p^ des ersten Biäschels die Kurve in den 
Punkten J'i und P^', die entsprechenden Strahlen pj des zweiten Büschels 
die Kurve inP^ und P^: dann wird sich die (2, 2) -Korrespondenz, die 
dem Punkt P^ die zwei Punkte Pg und P^ zuordnet, in zwei (1.1)- 
Korrespondenzenspalten, in weichen beziehungsweise P^ oder P^' dem 
Punkt Pj entspricht. Um dies einzusehen, stellen wir Cj durch eine 
Piemannschs Fläche dar, welche von dem Punkt P^ durchlaufen werden 
soll und deren Verzweigungs punkte man, um Komplikationen zu ver- 
meiden, so legt, daß die ihnen entsprechenden Punkte Pj und P^ nicht 
zusammenfallen. Diese P/emaMMSche Fhlche überdeckt man mit einer 
anderen, auf welcher die Pj entsprechenden Punkte P^ und P^' über P^ 
auf verschiedene Blätter fallen. Die Verzweigungspunkte dieser neuen 
Fläche sind, außer jenen Punkten, in welchen sie nur je für sich die- 
selben Verzweigungen wie die Jiiemannsche Fläche für P^ hat, die 
Punkte, in welchen zwei einem Punkt Pj entsprechende Punkte Pj 
und P'^ zusammenfallen. Diese Verzweigungspunkt« sind aber doppelt; 
denn wenn Pg in einen solchen fallt, so werden, da die Tangenten 
in A^ und A^ sich entsprechen, zwei ihm entsprechende Punkte Pj 
und PJ und dadurch auch die beiden anderen, diesen Punkten ent- 
sprechenden Punkte Pg zusammenfallen. Da außerdem die Abstände 
aller entsprechenden Punkte von dieser Grenzlage unter sich gleich- 
zeitig unendlich klein von derselben Ordnung werden, so geschieht ganz 
dasselbe, wie wenn zwei Verzweigungspuukte, die zwei Blätter einer 
gewöhnliehen PiemaMHschen Fläche verbinden, zusammenfallen: es ent- 
steht eine Trennung der Blätter. Die zwei Blätter der P/emawMschen 
Fläche, auf welcher P^ und Pj sich bewegen, bleiben also ganz ge- 
trennt. Es entstehen dann zwei Korrespondenzen, in welchen beziehungs- 
weise Pj und Pj dem Punkt Pj entsprechen. 

[133] Bestimmung von Kurven, die eine gegebene Kurve 
in denselben Funkten wie die Kurven eines Büscbels treffen. 

Wir werden jetzt eine Kurve c'l betrachten, die nur d Doppelpunkte und 
sonst keine mehrfachen Punkte hat; also ist d ^ l (n — 1) {n ^ 2) — p. 
Die übrigen Kurven, die wir c, und c^ nennen, soUen der Kurve c' 
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adjungiert sein, d.h. durch ihre Doppelpunkte gehen ') Wir d eh inen 
weiter an, daß die Kurven c^ von der Ordnung jij einen Büschel bilden 
und außer in festen Punkten, von welchen 2 17 in die Doppelpunkte fallen^ 
die Kurve c^ in m^ beweglichen Punkten P, schneiden. Durch s von 
diesen Punkten, die wir dann besonders mit S bezeichnen, durch die 
d Doppelpunkte und durch eine zur voDständigen Bestimmung einer 
Kurve e, von der Ordnung n^ hinreichende Anzahl von anderen festen 
Punkten, die auch teilweise auf c^ liegen können, legen wir eine solche 
Kurve Cj, die c^ außer in den Punkten S noch in w!ä — s beweglichen 
Punkten P^ schneidet. Wir suchen die Anzahl ^^^j der Kurvenpaare Cj 
und (^, die mit c^ s + 1 gemeinschaftliche, außerhalb der gegebenen 
festen Punkte liegende Schnittpunkte haben.*) Wir setzen vorläufig 
voraus, daß die s Punkte S unter sich unabhängige Bedingungen für 
die durch sie gehenden Kurven c^ ergeben. 

Diese Aufgabe wird durch die Abzahlung der Koinzidenzen der 
nicht schon in den Punkten S zusammenfallenden Schnittpunkte Pj und 
P, der Kurve c^ mit entsprechenden Kurven q und Cg gelöst; die An- 
zahl dieser Koinzidenzen wird (s + 1) |,_|_i sein. 

Durch einen willkürlichen Punkt Pj der Kurve c^ geht eine Kurve 
Cj, die c' noch in »«i— 1 der beweglichen Punkten achneidet. Von 
diesen kann man auf - — ^ — __ " -, Weisen s Punkte S zusammenfassen, 
die ebensoviele Kurven c^ ergeben, deren w?^ — s von den Punkten 8 ver- 
schiedene, bewegliche Schnittpunkte die dem Punkt P^ entsprechenden 
Punkte Pg sind. Mit unseren gewöhnlichen Bezeichnungen hat man also 

""i (m,_s_i)!s!'.'"a s;. 

Die Anzahl der durch einen willkürlichen Punkt der Ebene gehenden 
Kurven c^ wird ^, sein; damit wollen wir die Zahl bezeichnen, die aus 
der gesuchten Zahl |,^^ dadurch gebildet wird, daß wir für unveränderte 
Werte von jm, und m^ s durch s — 1 ersetzen. Verlegt man den Punkt 
auf die Kurve c^, so kann er entweder ein Punkt S oder ein nicht auf 
die entsprechende Kurve c, fallender Punkt Pj sein. Im ersteren Fall 
bestimmt er die entsprechende Kurve Cj, die noch Wj — 1 Schnittpunkte 

— — ' ""Til ^^^^ ^^^ Punkt 5 auf. Ein von den 

Punkten S verschiedener Punkt P, ist er also auf |, — - — ^^r,-rl^,i, 



t) Die Fälle, in welchen die Kurve ef, außer den (/Doppelpunkten, durch welche 
die Kurven c, and e, gehen, noch andere Doppelpunkte oder singiilären Pnnkte 
hat, sind als Spezialfälle zu betrachten. 

2) Als einfache Übung könnte man damit anfangen, onabbiingig von anseier 
allgemeinen Darstellung die Zahl 1^ imd die Zahl |, im speziellen, in [134] be- 
handelten Fall (siehe Note 8. 212) zu bestimmen. 
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[ISS] Knrven, die eine gegebene Kurve in denselben Fuubtett treffen 239 
Kurven Cj und entspricht jedesmal m, — s Punkten Pj. Also ist 



(^ ^ s)! (s _ 1) (."'i «J - ^. im, s) ^^^^ _ , _ 1) , (, . 



Um nun auch die Wertigkeit Jo zu bestimmen, bemerken wir, daß' 
die einem PunktP, entsprechenden Punkte P, durch eine aus . _' ~_ '' — 
Kurren c^ zusammengesetzte Kurve ausgeschnitten werden, die nicht. 
durch Pj geht und c^ - — _ ^,y,'_-,., mal in jedem der »»^ — 1 
Punkte schneidet, die durch die durch Pj gehende Kurve c, außer 
P, selbst ausgeschnitten werden. Die Wertigkeit der Korrespondenz des- 
Punktes P, mit diesen mj— 1 Punkten ist 1, und wegen [119] wird die 
Wertigkeit der Korrespondenz der entsprechenden (von den Punkten S 
verschiedenen) Punkte P, und Pj also 



;fc = - 



(m, ~ 2)1 
('».-s-l)!(s-l)!' 



Durch Einsetzen dieser Werte in die die Wertigkeit definierende Formel 
findet man 

(» + 1) S,+, - i. K- >) - (. J'lmlL lf 

(1) w j i j- 

Indem offenbar |j^m, ist, wird die Integration dieser Differenzen- 
gleiehung den Wert von 1^^^ geben. Man findet, was sich leicht nach- 
her durch Übergang von s zu s + 1 verifizieren läßt, 

® it. - i^-ly:., «•». - 1' "»■ - »> - »rt- 

Selbstverständlich ist jedoch dieses Eesultat denselben Bedingungen 
unterworfen, wie alle Resultate der abzählenden Geometrie: es ist be- 
deutungslos, wenn die Gleichung, deren Grad es angibt, identisch wird 
und die gestellte Aufgabe also in der Tat unendlich viele Auflösungen 
hat [4]; mehrere der gefundenen |,+, Auflösungen können auch dem- 
selben Kurveupaar c, und c^ entsprechen. Ersteres tritt dann ein, wenn 
s so groß ist, daß sich die Kurven c, und Cj, die sich in s Punkten von 
c^ schneiden, von selbst noch in weiteren Punkten derselben Kurve 
schneiden, letzteres dann, wenn dies erst von Gruppen von s + 1 Punkten 
gilt. Bekanntlich tritt solches auch unabhängig von den nicht auf c^ 
liegenden gegebenen Punkten von c, und Cj für hinlänglich große Werte 
von s oder s + 1 ein (wie groß diese Werte in diesem Fall sein müssen, 
das hängt von den auf c^ liegenden festen Punkten der Kurven c^ und 
Cg ab). In solchen Fällen nennen wir die ganzen Gruppen ihrer gemein- 
schaftlichen Schnittpunkte mit c^, die bei der Bestimmung von Cj nur 
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für eine geringere Zahl gegebener Punkte dieser Kurve zählen, Spezial- 
gruppen-i) 

In dem letzten der genannten Hauptfälle kann manzwar |,^j aus der 
Formel (2) bestimmen. Diese Zahl kann eich aber in mehrere Zahlen 
ieilen, die Multipla der Anzahlen solcher verschiedenartiger Kurvenpaare 
Cj und Cj sind, die sich in mehr als s Punkten auf c^ schneiden. Diese 
Anzahlen werden in fortgesetzten Untersuchungen statt der Zahl ^^ 
in der Formel (1) auftreten. Gleichzeitig werden die vorläufig gemachten 
Voraussetzungen, auf der die rein kombinatorische Bildung der übrigen 
in diese Formel eingehenden Zahlen beruhte, wegfallen; diese Formel 
selbst wird also unbrauchbar. Bei der Bildung der Formel, die dann 
(I) ersetzen soU, kann man jedoch immer auf entsprechende Weise ver- 
fahren. 

Auf diese Weise kann man die Anzahlen der durch gegebene 
Punkte bestimmten Spezialgruppen einer gegebenen Kurve linden. 
Da es aber hier mehr auf die Einübung der Methode als auf die Ab- 
leitung von voll stau di gen Reihen von Resultaten ankommt, die einer 
besonderen Theorie angehören, werden wir uns in dieser Beziehung auf 
die folgende Untersuchung beschränken. 

Die Kurven c, und c^ mögen von derselben Ordnung n^ sein, die 
größer als n — 1 ist; weil sie durch alle die j- (» — 1) (k — 2) — p 
Doppelpunkte der Kurve c^ gehen, achneiden sie diese noch in nw, 
— (n — 1) (» — 2) -(- 2p Punkten, unter welchen im allgemeinen p durch 
die übrigen bestimmt sind [37]. Von den Schnittpunkten nehmen wir 
■an, daß eine gewisse Anzahl fest und den Kurven Cj und Cj gemein- 
schaftlich ist, die übrigen m^ = jWj beweglieh, weiter, daß s = m^—p ~ \ 
ist ; auch setzen vrir voraus, daß die Anzahl der festen und unabhängig 
gewählten, gemeinschaftlichen Schnittpunkte so groß (s also entsprechend 
klein) ist, daß nicht schon diese selber zusammen mits passend gewählten 
Punkten eine Spezialgruppe bilden. Diese Bedingung ist jedenfalls für 
s = 1 erfüllt, wenn nicht auch ein Punkt S fest ist. 

Läßt man die Kurven Cj und c^ außer durch die festen noch durch 
dieselben s-|- 1 Punkte der Kurve c^ gehen, so müssen, da m^—s—1 =p 
ist, diese Kurven entweder c* noch in denselben p Punkten schneiden, 
oder die genannten Schnittpunkte müssen (vielleicht in Verbindung mit 
einigen der übrigen Schnittpunkte der Kurven c^ und c^) eine kleinere 
Spezialgruppe hdden Der erste Fall tritt für ein Kurvenpaar c, und c^ 
ein, was man aus der Betrachtung des Spezialfalles ersehen kann, in 
welchem man einen der die Kurven c^ bestimmenden und im allgemeinen 
nicht auf c^ hegenden Punkte auf C^ verlegt; derselbe Punkt bestimmt 

1) DiPse BenenQuns wenden Brill und Nöther in ihrer für die Theorie der 
Punktgruppen einer algebraischen Kurve grundlegenden Abhandlung iu den 
MathematiHchen Annalen VII auf Golche Gruppen an, die durch adjungierto 
Kurven {» — d)'"' Ordnung au.sgeaohaitten werden. 
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nämlich dann eiae Kurve q und eine Kurve c^, die durch alle ihre 
Schnittpunkte geht. Da man unter den m^ Schnittpunkten des also auch 
im allgemeinen existierenden Kurveupaares, das die genannten Bedin- 
gungen erfüllt, auf 



Weisen s -\- l zusammenfassen kann, so muß man sie ebenso vielmal 
unter die durch die Formel (2) gefundenen |,_^j zählen. Der andere 
Fall wird also auf 

Weisen eintreten können. Diese Zahl ist, da jWj = m^ = s -|- jj -|- 1 ist, 
gleich 

p!(s + l)! P^P '-^' 

sie ist also, was auch selbstverständlich ist, für p = 1 nulL Für p > 1 
kann man durch p(p~ l) kürzen und findet 



(3) 



För p ■= 3, s = 1 hat man jKj = m^ ■= 5 und findet also, daß es 
auf drei Weisen möglich ist, aus den 5 beweglichen Schnittpunkten 

2 solche auszuwählen, die einander bestimmen, während die übrigen 

3 Schnittpunkte der Kurven c, und Cg verschieden sein können. 

|134] Anweudimgf auf Kurven vierter Ordnung;. Sei c^ eine 
allgemeine Kurve vierter Ordnung, also vom üeschlechtj) = 3. Wenden 
wir auf diese das letztgefundene Resultat an, so finden wir, daß man 
11 willkürlichen Punkten einer Kurve vierter Ordnung c^ drei solche 
verschiedene Paare von Punkten der Kurve hinzufügen kann, daß die 
aus den 11 gegebenen und einem solchen Paar bestehende Gruppe von 
13 Punkten nicht, wie gewöhnlich, die übrigen 3 Schnittpunkte einer 
durch die Punktgruppe gehenden Kurve vierter .Ordnung h^ mit c^ be- 
stimmt; die durch die Gruppe gehenden Kurven k^ werden vielmehr eine 
Reihe von Gruppen von je 3 Punkten ausschneiden. 

Man überzeugt sich leicht, daß eine solche Unbestimmtheit ein- 
treten wird, wenn von den 16 Schnittpunkten einer nicht zusammen- 
gesetzten Kurve h^ 3 in einer Geraden a liegen, während man dann 
die Gruppe der übrigen 13 auswählt. Ist nämlich b eine andere Gerade, 
die Cj in dem nicht auf A'^ liegenden Schnittpunkt der Geraden a schnei- 
det, dann wird die aus h und Jc^ zusammengesetzte Kurve fünfter Ord- 
nung c^ in einer Gruppe von 20 Punkten schneiden, durch welche man 
oo' Kurven fünfter Ordnung legen kann [37]. Diejenige dieser Kurven, 
die durch zwei Punkte von a, die von den Schnittpunkten mit c^ verschie- 
den sind, und durch einen weiteren nicht auf c^ oder a liegenden Punkt geht. 
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wird in a und eine von c^ versehiedene Kurve fc^ zerfallen. Letztere geht 
durch die 13 nicht auf a liegenden Schnittpunkte der Kurve }i^ mit c^; 
ihre 3 anderen Schnittpunkte sind die drei nicht auf a liegenden Schnitt- 
punkte der Geraden h. Die Reihe der den verschiedenen Kurven k^ an- 
gehörigen, verschiedenen Gruppen von 3 Schnittpunkten wird also 
durch einen Büschel von Geraden ausgeschnitten, dessen Scheitel der 
vierte Schnittpunkt derselben Geraden ist. 

Daß der hier betrachtete J'all der einzige ist, in welchem man 
durch 13 Punkte einer Kurve e^, von welchen 11 willkürlich gegeben 
sind, Kurven vierter Ordnung legen kann, die c^ in verschiedenen Grup- 
pen von 3 Punkten schneiden, kann mau mittels einer Anwendung 
der Formel (2) in [133] bestätigen. Diese ist auf den Fall anzuwenden^ 
in welchem die Kurven des Büschels vierter Ordnung c, alle durch die 
11 gegebenen Punkte geben und die Kurven c^ willkürliche Gerade 
sind. Dann ist JW; = 5, m^ = 4, und da im vorliegenden FaU eine Kurve 
des Büschels aufzusuchen ist, die q in drei Punkten einer Geraden schnei- 
det, ist gj zu suchen, also s = 2 in die genannte Formel einzusetzen. Da 
außerdem ^ = 3 ist, findet man') Ij = 3, Diese Zahl hat aber denselben 
Wert, wie in dem Fall, in dem es, wie wir eben gefunden haben, über- 
haupt möglich ist, die 11 Punkte zu einer Gruppe von 13 Punkten, die 
die übrigen nicht bestimmt, zu ergänzen. 

Im Spezialfall, wo die elf gegebenen Punkte Schnittpunkte der Kurve 
Cj mit einer Kurve dritter Ordnung sind, werden die zwei weiteren 
Punkte der Gruppe aus dem zwölften Schnittpunkt dieser Kurve und 
einem willkürlichen Punkt A der Kurve c^ bestehen, und die anderen 
Schnittpunkte der durch die 13 Punkte gehenden Kurven vierter Oi'd- 
nung werden von Geraden durch Ä ausgeschnitten. In diesem Fall hat 
unsere Aufgabe unendlich viele Lösungen, weil A unbestimmt ist. Diese- 
Ausnahme ist ja aber ein für allemal für die Resultate der abzählenden 
Geometrie angegeben worden. 

In diesem Spezialfall geht die Gerade, der die Gruppe von 3 Schnitt- 
punkten angehört, durch einen Punkt der Gruppe von 13 Schnitt- 
punkten. Man kann den Cayley-Briüschen Satz anwenden, um zu erfah- 
ren, wie oft dies eintreten wird, wenn nur 10 Punkte der letzteren größe- 
ren Gruppe gegeben sind, P^ sei ein willkürlich gewählter elfter Punkt 
dieser Gruppe. Er bestimmt, wie wir gesehen haben, drei vollständige 
Gruppen von 13 Punkten, also auch 3 ihnen entsprechende Punkte Pg, 
durch welche die die Gruppen von drei Punkten ausschneidenden Ge- 

1) Efl wird eioe sehr nützliclie Übung der abiählenden Methoden sein, sift 
nnmittelbar auf die hier die Kurven vierter Ordnung betreuende Aufgabe anzu- 
wenden. Zwar geackieht diee durch dieselben Betrachtungen, denen wir in [133J 
eiuo allgemeinere Darstellung und Anwendung gegeben haben. Das eigentlich 
abzählende Verfahren eignet man siuh aber besser an, wenn die Verallgemeinerung 
die Aufmertsamkeit nicht zu sehr beansprucht. 
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raden gehen. Ist umgekehrt P^ gegeben, so wird eine durch ihn und 
einen willkürlichen festen Punkt gehende Gerade eine Gruppe von drei 
Schnittpunkten bestimmen, und eine durch diese und die lü gegebe- 
nen Punkte der größeren Gruppe gehende Kurve vierter Ordnung wird 
die Kurve c^ in 3 dem Punkt Pg eutspreoh enden Punkten P^ schnei- 
den. Aus der Art dieser Bestimmung geht hervor, daß die Wertigkeit 
der Korrespondenz zwischen den Punkten P, und Pj — 1 ist. Die An- 
zahl der Koinzidenzen wird somit sein. Abgesehen also von solchen 
Spezialfällen, wie dem oben betrachteten, in dem es unendlich viele 
Lösungen gibt, kann der Punkt, den wir hier P^ genannt haben, über- 
haupt nicht mit einem der 13 Punkte der Gruppe koinzidieren. Dies 
folgt übrigens schon daraus, daß, wenn vier Schnittpunkte zweier Kurven 
vierter Ordnung in einer Geraden liegen, die übrigen auf einer Kurve 
dritter Ordnung liegen müssen. Der oben betrachtete Spezialfall ist also 
der einzige, in welchem die Geraden, auf denen die Gruppen von drei 
Punkten liegen, durch einen Punkt der Gruppe von 13 Punkten gehen. 

Statt vierter Ordnung konnten die die Gruppen ausschneidenden 
Kurven auch von einer höheren Ordnung n sein, wenn man nur die Zahl 
13 durch 4n — 3 usw. ersetzt. 

[136] Berühruugsfrageu. Da eine einfache Berührung durch 
das Zusammenfallen zweier Schnittpunkte entsteht, eine Berührung von 
der Ordnung r -f s — 1 durch das Zusammenfallen zweier Berührungs- 
punkte, in welchen die Berührung beziehungsweise von der Ordnung 
r — 1 und s — 1 ist, so kann man den Gaylet/-Brühchen Korrespondenz- 
satz vielfach bei der Bestimmung von Beruhrungskurven benutzen. Man 
kann die Anzahl der Kurven eines oo^-fachen Systems bestimmen, die 
gewisse neue Berührungen mit einer festen Kurve c^ haben, mit der 
bereits alle Kurven des Systems Berühi-ungen niedrigerer Ordnung oder 
in geringerer Anzahl haben mögen. Auf diese Weise kann man sukzes- 
sive zur Bestimmung einer Kurve gelangen, die, außer anderen Bedin- 
gungen, jene erfüllen, mit c^ mehrere Berührungen verschiedener Ord- 
nung zu haben. Beispiele hievon haben wir schon in [123] für den Fall 
angegeben, daß die gesuchten Kurven Gerade sind. Auch der in [29] 
auf andere Weise bewiesene Satz über Berührungskurven ^ßt sich durch 
Anwendung des Cayley-Brülschea Korrespondenzsatzes leicht herleiten 
und wird dann ein neues Beispiel für diese Methode abgeben. 

Bei solchen Bestimmungen muß man natürlich beachten, daß Ko- 
inzidenzen von Schnittpunkten und von Berührungspunkten auch auf 
andere Weise als durch Berührungen erster oder höherer Ordnung ent- 
stehen können. Sie können von mehrfachen Elementen der festen Kurve 
oder von mehrfachen Punkten der Systemkurven herrühren, die ent- 
weder allen diesen angehören mögen und im Falle der Koinzidenz auf 
die feste Kurve fallen, oder sich für einzelne Systemkurven auf der festen 
Kurve bilden. Auch können einzelne Kurven des Systems vielfache Zweige 
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haben. Letztere Möglichkeit wird sieh — was auch bei den sukzessiven 
Bestimmungen in [133] der Fall war — einer induktiven Aufstellung 
ganz allgemeiner Formeln durch alleinige Berücksichtigung der ersten 
und einfachsten Resultate entgegenstellen. Da wir aber darauf in [1 62] 
zurückkommen werden, werden wir hier nur Beispiele dafür angeben, 
wie man verfahren kann, solange diese Schwierigkeit nicht eintritt. 

Ein solches Beispiel können wir an die Untersuchung in [133] an- 
knüpfen. Soll eine der Kurven, die wir dort c^ genannt haben, c^ in 
einem der Punkte S berühren, so muß S mit einem anderen Schnitt- 
punkte derselben Kurve c^ zusammenfallen. Setzen wir voraus, daß die 
entsprechende Kurve c^ cf_ nicht in demselben Punkte berührt, so ist dieser 
andere Schnittpunkt nicht selbst ein Punkt S, sondern muß einer der 
anderen Wj— «Punkte P^ sein. Diese werden wir besonders als Punkte 
Pg bezeichnen. Jedem Punkt S entsprechen, wie wir in [133] gesehen 
haben, 

Punkte F; und jedem Punkt Pg 

(i _(%-!): _\„ 

[^' („?;_s)!(.-i)!r 
Punkte S. 

Tim die Wertigkeit dieser Kon'espondenz zu finden, bemerken wir, 
daß die einem Punkt S entsprechenden Punkte P^ durch eine zusammen- 
gesetzte Kurve ausgeschnitten werden, die v7 ttt'™^ durch 
S geht und - — ^^, /-"^av"™^^ durch jeden der anderen m^ — 1 Schnitt- 
punkte der durch S gehenden Kurve C^. Die gesuchte Wertigkeit ist also 
die Differenz dieser Zahlen oder 

( m, — 2)! 

Die gesuchte Anzahl ist daher 

'•^'1 ^■■' + (Sr^ijiTj'l-i)! [(•». - 1) ("■> - 2») + 2K - «)j>]. 

In den Fällen, in welchen s hinreichend klein ist (um die Möglich- 
keit von Spezialgruppen auezuschließen) und also |, sich durch die For- 
mel [123] (2) ausdrücken läßt, ist die gesuchte Anzahl 

("' (.. ~',i7^- -iy. K». -!)(«+ !)(>». - s) + (2'», - "C + «)?]• 

Man kann diesen Ausdruck benutzen, um unter den Kurven vierter 
Ordnung, die durch 12 feste Punkte einer gegebenen Kurve vierter 
Ordnung c^ (und noch einen festen Punkt) gehen, die Anzahl derjenigen 
zu bestimmen, die durch den Berührungspunkt und einen Schnittpunkt 
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einer Tangente an c^ gehen. Dazu genügt ee, »i, =■ 4, »ij = 4, s = 2, 
p " 3 zu setzen. Man findet dann, daß die Aufgabe 24 Lösitngen hat. 
Dasselbe Resultat würde sich auch aus anderen Anwendungen der Cayley- 
Brilh<iheii Formel ergeben, z, B. durch Betrachtung der Korrespondenz 
zwischen einem beweglichen Schnittpunkt der Kurve c^ mit einer Kurve 
des Büschels und einem ihrer Schnittpunkte mit der Tangente in einem 
andern beweglichen Schnittpunkt der Kurve des Büschels. Diese Bestim- 
mang wird als Üb ungs bei spiel vorgeschlagen. — Die Bestimmung bleibt 
übrigens ganz unverändert, wenn die Ordnung der Kurven des Büschels 
> 4 ist, wenn diese nur immer 4 bewegliche Schnittpunkte haben. 

Sucht man die Kurven Cg, die c^ in Punkten berühren, die nicht 
Punkte S sind, so muß man die Koinzidenzen zweier der Punkte, die 
wir eben P^ nannten, bestimmen. Einem solchen Punkte P^ entsprechen 

andere Punkte P^. Diese werden durch eine zusammengesetzte Kurve 
bestimmt, die 

('», -1)! 

durch den gegebenen Punkt P^ geht, und außerdem c^ in den Punkten 
S einfach schneidet. Da, wie wir eben sahen, die Korrespondenz zwi- 
schen den Punkten Pg und S die Wertigkeit 

(»«,_- 2)! 

hat, so wird die Wertigkeit der Korrespondenz zwischen den Punkten 
P^ die Differenz der beiden letztgenannten Zahlen sein; sie ist also: 

Die gesuchte Anzahl von Berührungen ist daher 

(2a) ^^'^""^ - s - 1 + y) - 2 - ->; -^-L ^(^^ _ 1) (^^^ _ , _ 1) 

+ p{2m,-s^l)'\. 
In den Fällen, in welchen %^ sich durch die Formel [133] (2) bestimmen 
läßt, wird dieselbe Anzahl gleich 

^2 ,j 2 ^-;^-F(J^^f^ [K - 1) ((-. - s? - m, + s) 

+ jp((m, - s) {m, ~.s)-m,+2s~l)-{s- l)p*]. 

Setzt man hier, wie früher in dem Ausdruck (1), m, = 4, m^ = 4, 

s — 2, so bekommt man die Anzahl 12. Also: Unter den Kurven eines 

Büschels, die eine Kurve vierter Ordnung in vier beweglichen Punkten 

achneiden, gibt es zwölf, für welche die Sehne, die zwei dieser l'unkte 



y Google 



246 IV. Das Korreapondenzprinzipi b) einstufige Gebilde yon. beliebigem Geächleoht 

Terbindet, die Kurve in einem anderen Pankt berührt. — Auch dieses 
Resultat ließe sich durch andere Anwendungen des Gayley-Brillsohea 
Korrespondenzsatzes herleiten, z. B, durch Betrachtung der Korrespon- 
denz zwischen den Punkten, in welchen eine Kurve des Büschels und 
eine Tangente der Kurve c^, die schon beide diese Kurve in demselben 
bewegliehen Punkt schneiden, sie nochmals schneiden. Die Bestimmung 
der Koinzidenzen dieser Korrespondenz wird als Übuug dienen können. 
[136J Jonquiere^ Formel. Ein anderes Beispiel von Berührungs- 
aufgaben, wird der Beweis einer sehr allgemeinen Formel von Jonguieres 
abgeben. Sie dient dazu, die Anzahl der Kurven c^ von der Ordnung 
r zu bestimmen, die mit einer gegebenen Kurve c^ in «j Punkten ^^, in 
«j Punkten i^ ... in « Punkten t Punkte gemein haben (die auf c^ kon- 
sekutiv sind), und die sonst c^ nur in gegebenen Punkteu treffen und 
außerdem lediglich durch die Bedingung bestimmt werden, durch ge- 
gebene Punkte der Ebene zu gehen. Ist z. B. ij = 1, so hat e^ mit cj 
a^ nicht gegebene einfache Schnittpunkte. Vorläufig werden die Zahlen 
i unter sich verschieden angenommen. Bezeichnen wir die gesuchte An- 
zahl durch 

«i! «,! ...ü(! ' 
SO erhält man durch die Anwendung der Cayley-BriUsahen Formel auf 
das Entsprechen eines neuen, aus *\ früher festen Schnittpunkten ge- 
bildeten »^ -fachen Schnittpunktes mit den verschiedenen beweglichen 
Schnittpunkten eine Formel, die sich, wenn z. B. 

ist, während i^ + * sich nicht unter den gegebeneu Zahlen i findet, fol- 
gendermaßen schreiben läßt: 



1) K-"':-g 



_^K'_C_.X-]\ 



.,-1)1 i-"' + ''(.,+ 1)1 «, 

. UT.',-...i>]\ 
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.?]) 



+«/,([•: 



-'(h + i,)] - [•:■"•: 



-'] - K-i 



?]). 



Hier haben wir voraussetzen können, daß die Zahlen i^, i^ ■ ■ ■ i„ 
unter sieh verschieden sind. Es wird aber bequem sein, die Gestalt der 
Formel dadurch zu ändern, daß man diesa Voraussetzung fallen läßt, 
■dagegen jedem einfachen oder mehrfachen Schnittpunkt seinen Wert 
i zuteilt. Dann möge [% ig...»p] die Anzahl der Kurven, die die 
gegebene Bedingung erfüllen, multipliziert mit dem Produkt 
der Anzahl von Permutationen der unter sich gleichen Zahlen 
i bedeuten. BcKeiehnen wir nun mit i die Multiplizität des einzuführen- 
den neuen Schnittpunkts, die wir bisher (, genannt haben, so läßt sieh 
■die gefundene Formel (die ja auch für ß^ = gilt) so schreiben: 

|2j,ifii, . . . g - i,([(i + ,;).-, . . . g - [u, . . . y ~ p.i, . .. g) 
+ »■,([>■,(•■ + •■,) . . . >,] - [..•■ . . . y - Pä . . . y) 



(1) 



•.['.«,■ -a + ifl-lh 



i]-[i,i,...y. 

inng der Werte aller 



Diese Formel läßt sich zur sukzessiven Eestin 
[i^i^ - - - i„] anwenden. 

Ist nämlich erstens (^ = !j = ..,*„ — 1, so muß die gesuchte Kurve 
durch ihre gegebenen Punkte ganz bestimmt sein, und man hat also 
{11 ... 1] = p!, wo p die Anzahl der in diesem Fall einfachen Schnitt- 
punkte bezeichnet. Setzt man sodann in (1) jj = ig = ig = . . . /^ ^ 1 
und nacheinander « = 1, 2, 3 . . ., so findet man [21 ... 1], [31 ... 1] usw. 
Dadurch kann man für alle Werte der Zahl q und der Anzahl p — 1 
der nicht gegebenen einfachen Schnittpunkte die Zahl [^ 1 1 ... 1] finden. 
Benutzt man nun diese Werte, für die man auch [1 gl ... 1] usw. schreiben 
kann, so kann man ans (1) sukzessive die Werte von [2gl...l], 
[Sg . . . 1] . . . [sgl ... 1] bestimmen für alle Werte von s und q (wobei 
jedoch z.B. der Wert von [1(2 + 1)1 ... 1] vor dem Wert von [2gl . . . 1] 
bestimmt wird). In ähnlicher Weise kann man einen dritten Wert i au 
die Stelle von »\ setzen und (1) benutzen, um die Werte [i^i^ ■ - - *J zu 
bestimmen, wo drei i beliebige Werte annehmen, während die übrigen 
noch 1 sind, usw. 

Jonquier es ha.t (mit anderen Bezeichnungen) die folgende a 
Formel aufgestellt 
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(2) 



(2-) 



-i,i,...<,((i! + (<i-l)!2(!,-l)-p+(<i-2)!j'(>,-l)(fc-I).j,(p-l) 
+ (? - Sn2'lh - !)('. - !)(>, - 1) ■?»- 1)(P- 2) 
I +- + (i,--l)(i,-l)...(»,-l)-Ji())-l)...(y-? + l)) 

wo in den Summen ^ die Falifcoren \ — ^, h — 1 ■ ■ ■ durch alle Kom- 
binationen der Größen * zu ersetzen sind/) Übersichtlicher wird die be- 
sonders für p <^ p bequeme Gestalt derselben Formel : 

Die Formel (2) ist offenbar rielitig für ij -= »^ = - -■ j =- 1. Ihre 
ajlgemeioe Gültigkeit wird dann dadurch bewiesen, daß man den auf- 
gestellten Ausdruck [oder seine Form (2')] in die Rekurs ionsformel (1) 
einsetzt. Mau findet dann die Gleiehuug 

2i,i, ...i^(y- 1) ... (i, - dft- l)(i, - 1) ... (i, - 1) _ 0, 
die erfüllt ist, wenn wenigstens eine der Zahlen i^, 7j . . . » = 1, oder 
p ^ p ist. 

Die erstere Bedingung haben wir aber eben bei unserer sukzessivea 
Bildung der Zahlen [\i^ ■■■ h\ immer Ton denjenigen dieser Zahlen vor- 
ausgesetzt, die bei dieser Bildung wie die in (1) eingehenden Werte 
i^ , *3 . . . i benutzt wurden. Die aus ihnen neugebildeten Zahlen werden 
ebenfalls die Form (2) haben, so daß dieser Ausdruck die Auflösung 
der gestellten Aufgabe in allen Fällen enthält, in welchen sie 
wirklich lösbar ist und eine endliche Anzahl von Lösungen 
besitzt. 

Algebraisch betrachtet kann es freilich vorkommen, daß Ausdrücke 
von der Form (2) die Bedingung (1) nicht erfüllen, nämlich dann, wenn 
keine der Zahlen h •■• i„— 1 und p> Q ist. Dann können also solche 
Zahlen [\i^ - - - »J nicht die hier verlangte Bedeutung haben, was dar- 
auf beruhen muß, daß den Schnittpunkten der Kurve c,. mit c^ mehr 
Bedingungen auferlegt würden, als sie befriedigen können. Man könnte 
sich auch direkt davon Oberzeugen, daß dies wirklich der Fall ist. 

Da wir zum Beweise den Cayley-Briüschen Satz benutzt haben, kann 
die Abzahlung der zusammenfallenden Lösungen, die entstehen, wenn. 
cP mehrfache Elemente hat, mittels der in [116] erörterten Regeln ge- 

1) Siehe Jonquieres' Abhandlung in Crellee Journal, Bd. 66 (1860), S, 389—321, 
Schon in Formel (2) ist eine gröEeie Übersichtlichkeit dadurch erreicht, daß hier, 
nacli einer Anweisung Ton Cayley (Oomptes rendus t. 63, S. 666 — 670, Papers VII, 
S. 41—43), auch die einfachen Schnittpuntte mitgenommen werden. Auf ent- 
sprechende Weise iat die Beweisführung von Brill (Math. Annalen, 6 [1873], 
S. 607—622) modifiziert. 
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schehen. Übrigens wird c^ in Punkten, in denen diese Kurve einfach ist 
und eP in * konsekutiven Punkten eines einfachen Elementes schneidet, 
eine Berührung (i — 1)**' Ordnung haben. Eine andere Art von Koin- 
zidenzen trifft man, wenn eine Kurve c^ aus Teilen besteht, von welchen 
zwei zusammenfallen und eine Doppelkurve bilden. Die hiervon her- 
rührenden Lösungen muß man ausscheiden, wenn man Beruh rungskurven 
sucht. Gehen unendlich viele solcher Kurven durch die gegebenen Punkte, 
so hat die gestellte Aufgabe unendlich viele Lösungen und die gefundene 
Zahl wird dann bedeutungslos. Auf solche Fälle werden wir in [162], 
wo wir Berührungen mit mehreren Kurven behandeln, näher eingehen. 

[137] Ein- und umbeschriebene Vielecke. Den Cayley-Brill- 
sehen Korrespondenzsatz kann man zur Lösung der folgenden Aufgabe 
anwenden: Ein «-Eck zu konstruieren, dessen Ecken sich auf gegebenen 
Kurven befinden, und dessen Seiten gegebene Kurven berühren. Die 
erster« Reihe von Kurven kann durch Gerade, die letztere durch Punkte 
ersetzt werden; auch können mehrere der Kurven identisch sein. Daher 
umfaßt die Aufgaben die in [45] und [46] genannten PoKcefeischen Schlies- 
sungsaufgaben, die Aufgaben [115] 2, und 3. und die in [127] ge- 
nannte iStesMersche Aufgabe. Wie diese löst man sie dadurch, daß man 
versucht, die erste Ecke in einen willkürlichen Punkt Pj der ersten Kurve 
zu legen, und sodann die Seiten und die übrigen Ecken konstruiert. 
Die letzte Seite wird dann die erste Kurve in einem Punkt Q treffen, der 
mit P^ zusammenfallen soU. Die Lösung der Aufgabe beruht also auf 
der Bestimmung der Koinzidenzen von P, und Q, und äer Cayley-Brül- 
sche Korrespondenzsatz wird die Anzahl der Lösungen ergeben. Ist die 
Kurve rational, so genügt der einfache Korrespondenzsatz; daher 
könnten wir schon in [115] die Aufgabe 3. als eine Anwendung dieses. 
Satzes stellen. 

Die Methode wird man kennen lernen durch die Behandlung der 
folgenden Aufgabe, die zwar dadurch vereinfacht wird, daß sie sich nur 
auf Dreiecke bezieht, andererseits aber dadurch erschwert wird, daß eine 
einzige gegebene Kurve alle die oben genannten 2w (oder im vorliegen- 
den Falle 6) Kurven ersetzt. Eben dadurch wird sie ein lehrreiches 
Beispiel für die sukzessive Bestimmung verschiedener Wertigkeiten und 
für das Auftreten verschiedenartiger Koinzidenzen abgeben. 

Wir werden für eine Kurve e^, der wir Plückersohe Singularitäten 
beilegen, die Anzahl solcher gleichzeitig ein- und umbeschriebener Drei- 
ecke suchen, deren Ecken nicht mit den Berührungspunkten zusammen- 
fallen. Versuchen wir eine Ecke eines solchen Dreiecks in einen beliebigen 
Punkt P, der Kurve zu legen. Durch P^ gehen außer der Tangente in 
diesem Punkt selbst «' — 2 Tangenten, die t^ in den n' —2 Punkten Pj. 
berühren (Fig. 28) und sie noch in («' —'2) (n — 3) Punkten Pg schnei- 
den. Von diesen Punkten gehen im ganzen, außer der Tangente in P5 
und der Tangente P1P3, (w— 2) (» — 3)(»'— 3) Tangenten aus, die 
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«^ in ebensoTielen Punkten P^ berühren und nocli in («'— 2) (n — By(n'— 3} 
Punkten F,, schneiden; dadurch werden auf dieselbe Weise 

(n'-2)(n-Sy(n'-3y 

Tangenten Pi,P^ bestimmt mit eben so vielen Berührungspunkten Pg und 

(»-3)*(«'-2)(»'-3)' 
Schnittpunkten P,. SoU wirklich dadurch ein ein- und um beschriebenes 
Dreieck entstehen, so muß P, mit P^ zusammenfallen. 

Die gesuchte Anzahl i; ist also unter den Koinzidenzen der entspre- 
chenden Punkte Pj und P^ zu suchen, und zwar, da sich in jeder der 
drei Ecken allemal zwei Söhnen schneiden, 6-mal. 

Die dieser Korrespondenz zugehörigen 
Zahlen a, und a^ haben den eben gefundenen 
Wert. Ihre Wertigkeit k, finden wir durch suk- 
zessive Bestimmung der Wertigkeiten fc^, ?Cg. .. 
der Korrespondenzen zwischen P^ und Pj, Pg . . . 
Die Wertigkeit k^ ist, wie wir schon in [123] 
gefunden haben 2; wie auch in [123J findet 
man dann, daß Ä^ = «' — 6 ist. Die erste Polare 
des Punktes P^ wird c^ in P^ berühren und sie 
sowohl in dem Punkt Pg als auch in den 
Punkten P^ schneiden. Da durch jeden Punkt Pj w — 3 dieser Polaren 
gehen, die nicht durch P^ gehen, so wird die Wertigkeit h^ der Korre- 
spondenz zwischen P, und P^ durch 

2Ä^-f(«- 3)^2 + ^-^ = 
bestimmt. Also ist 

]c^^ ~ 2(n' - Q) - 2 (n - n) 2(n' + n~9). 

Die Punkte Pg werden durch eine aus Geraden bestehende Kurve aus- 
geaehnitten, die nicht durch P, geht, sondern in jedem Punkt Pg n'— 3, 
und in jedem Punkt P^ zwei zusammenfallende Schnittpunkte hat. Die 
Wertigkeit \ der Korrespondenz zwischen Pj und Pj wird also durch 

{«'- 3)^3 + 2Jtj + 7^5=0 
bestimmt. Also ist 

itj, = - (n'^- 13»'- in + 54). 

Ebenso werden die Wertigkeiten k^ der Korrespondenz zwischen P^ und 
Pg und kj der zwischen P^ und P, durch 

2/.-5 + (n- 5)Jc^ + ^s = 
und 

(u' - 3)]c^ -j- 2k, + h, =0 

bestimmt: somit erhält man: 
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k^^2(n'' + nn' + n^-lQn'- I6n + 81), 
Äj = «'ä-20w'ä-8K«'-4K= + 157«'+ 76W-486. 
Die Anzahl der KoinKidenzeQ der Punkte P^ und P, ist also 
2{n — Zy(n'~-2)(n'--d)^ 
+- 2(»'= - 20w'^ - 8««' — in^+ 157«' + 76« - 486)p. 

Von diesen Koinzidenzeü riihrea wie schon bemerkt, 6 ij tou den ge- 
dachten ein- und umheschrieheneu Dreiecken her. Koinzidenzen können 
aber auch auf andere Weise entstehen. Erstens können schon die Punkte 
Pj und Pj zusammen falle a, und zwar in einem Berührungspunkt einer 
Doppeltangente oder, da wir der Kurve die Plüekerschen Singularitäten 
(d, d'y e, e, 8. [70]) beigelegt haben, in einem Doppelpunkt oder in einer 
Spitze. Im ersten Falle ist P^ der andere Berührungspunkt der Doppel- 
tangente, im zweiten der Berührungspunkt einer von dem singulären 
Punkt ausgehenden, aber nicht in diesem berührenden Tangente. lu diesen 
Fällen fallen zwei entsprechende Grerade P^ P^ und P5 P, zusammen 
in jeder anderen von P^i^P^ ausgehende Tangente, im Falle einer Spitze 
(aber nicht im Falte eines Doppelpunkts) auch in der Tangente in 
diesem Punkt selbst. In den anderen Schnittpunkten dieser Tangenten 
werden Koinzidenzeu von P^ und P, entstehen. Die Anzahl der auf diese 
Weisen entstehenden Koinzidenzen, deren Koeffizienten sich nach den 
gewöhnlichen Hegeln leicht bestimmen lassen, ist 

2d'(n'— 3) (« - 3) -h 2d(n' - 4) («'- 5) {n - 4) 
-I- 3e(M' - 3) (n- - 4) (« - 4) + ein- - 3) (m - 3). 

Ferner können alle Seiten des Dreiecks mit einer Doppeltangeote 
oder einer Wendetangente zusammenfallen und zwar so, daß die Koin- 
zidenz zwischen P^ und Pj entweder in einem der Schnittpunkte oder 
in einem Berührungspunkte einer solchen Tangente stattfindet. Auf diese 
Weise erhält mau 

2d'{n - 4) (h - 5) (n - 6) J- Ad'{n - 4) (« - 5) 
+ 3e' (m — 3) (« - 4) {n-b) + 2e' (n - 3)(« - 4) 
Koinzidenzen. 

Daß sich die hier betrachteten Dreiecke nicht in jeder Beziehung 
als Spezialfälle der gesuchten betrachten lassen, daß sie aEso aus diesen 
ausgeschieden werden müssen, zeigt sich z. B. dadurch daß nicht alle dualis- 
tisch entsprechenden FäUe durch Koinzidenzen der hier betrachteten Korre- 
spondenz zwischen P, und P, bestimmt werden können, was man er- 
kennt, wenn man P^ einem Doppelpunkte oder einer Spitze nähert (denn 
die Fälle, in welchen P, und P, auf verschiedenen Zweigen eines Doppel- 
punktes liegen, ergeben ja keine Koinzidenzen). Eine wirkliche Koinzidenz 
von Pj (Pj, Pj) und P, entsteht jedoch in einer Spitze, wenn Pj und 
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P^ die Berühnmgspiinkte zweier von der Spitze ausgehender, aber nicht 
in der Spitze berührender Tangenten sind, und wenn Pg entweder der 
Berührungspunkt einer dritten solchen Tangente ist oder mit Pg zu- 
sammenfällt. Auf diese Weise entstehen 

.(„•_3)(„'-4)' 
Koinzidenzen. 

Setzt man die oben gefundene Gfesamtzahl von Koinzidenzen gleich 
der Summe der hier aufgeführten Anzahlen der verschiedenen Arten 
von Koinzidenzen, so findet man einen Ausdruck für die gesuchte An- 
zahl Tj. Dieser wird, wenn wir d, d', e, e' durch n,n' und p ausdrücken 
(s. [70]) die folgende Gestalt annehmen: 

6ij = 2n^n'^ — 18«*«'^ — 18«^«'" 

+ n'* + b2nn^+ 162«-w'^-f- 52wV -J- w* 

— 64w'*-462«m'^ — 462»»V- Gin^ + b09n'^+ 12GSnn'+ii09n^ 

— 1298«'- 1298«+ 1200 

— 2j3(9m'^+ 12«h'+9«^-135«'-135«. + 600). 

Wie sich voraussehen ließ, ist dieser Ausdruck symmetrisch in n und 
n. — Wie der Cayley-Briilsche Korrespondenzsatz (s. [124]), wird die 
HO gefundene Formel auch auf zusammengesetzte Kurven anwendbar sein, 
wenn sich nur keine Gerade oder kein Punkt unter den die Kurve zu- 
sammensetzenden Teilen befindet. l)ie Ausnahme folgt daraus, daß weder 
das benutzte Verfahren noch die P^MC/ierschen Formeln auf Gerade oder 
Punkte anwendbar sind.') 

Als einfache Beispiele für das aufgestellte Resultat sind die Fälle 
n = n' = i zu nennen. Hier wird »; = 0, unabhängig von dem Wert von 
p, also sowohl für p = 0, d. h. wenn die Kurve einen Doppelpunkt und 
zwei Spitzen hat, als auch für j>= 1, d. h., wenn sie aus zwei Kegel- 
schnitten zusammengesetzt ist. Dadurch erhält man die früher erwähnten 
Schließungssätze [115] 3 und [45]. 

1) Cayley hat (PhiloBophical Tranaactions ot the Royal ""ociety of London 
101 S. 869—412, 1871. Colleeted Papers VIII & 21J— 257) den hier mittels des 
Coj/iey-iJriHHchen Satz hergeleiteten Ausdruck für ij auf andere Weise gefunden, 
nämlich durch Anwendung aeiner funktionellen Methode [34] m Verbindung mit 
den einfacheren Resultaten, die solche Fälle betreffen, in welchen die Punkte P, , 
P,, Pj. P„ Pj, P, nicht alle derselben Kurve angch'ren Gleichzeitig gibt 
er auch die hier votliegende Beatimmung ineofern an als er die gesamte Anzahl 
der Koinzidenzen von P, und P, findet Twobei eith nur in die Beatimmung der 
Wertigkeit k, ein Rechenfehler eingeschlichen hat; Dagegen findet er nur ganz 
BUmmarisch, durch Abziehen des aut andere Weise gefundenen Ausdrucks der 
Zahl 6»; von der Gesamtzahl von Koinzidenzen die Anzahl derjenigen die nicht 
von ein- und umbeschriebenen Dreietken herrühren, und spezifiziert nicht \>\e 
es hier, wo wir uns allein auf das ' aylty PnHsche Prinzip stutzten, geschehe» 
mußte, die verschiedenen Entstehun^'.arteQ dieser fremden Lösungen 
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Zur Übung empfehlen wir die Bestimmung und Erklärung der Koin- 
zidenz von Pj mit P^. Da die Anzahl dieser Koinzidenzen nur aus bereits 
bekannten Anzahlen zusammengesetzt ist, kann man selbst die Rich- 
tigkeit der Auflosung prüfen. — Dasselbe gilt von den Koinzidenzen 
von Pj und P^. Dagegen führt die Abzahlung der Koinzidenzen von 
Pi und P^ auf ein neues Resultat. — Von Dreiecken kann man weiter 
zu Vierecken usw. übergeheu. Die Abzahlung der zu diesen Unter- 
suchungen dienenden Koinzidenzen wird zwar keine neue Schwierigkeiten 
-darbieten. Dagegen wird die schon für Dreiecke weitläufige Unterschei- 
dung zwischen verschiedenen Arten von Koinzidenzen noch beschwer- 
licher werden. 

[138] tjber die Anwendung auf Raumkurveu, Da die Punkte 
■einer Raumkurve eindeutig auf eine ebene Projektion derselben Kurve 
abgebildet vrerden, kann eine (oj, ß2)-Korrespondenz auf der Raum- 
feurve unmittelbar durch eine auf einer ebenen Kurve stattfindende er- 
setzt werden, wodurch der Cayleff-BriÜBche Korrespondenzsatz auch auf 
sie anwendbar wird. Es handelt sich jedoch darum, eine sich unmittel- 
bar an die Eaumkurve anschließende Bestimmung der Wertigkeit zu 
finden. Dies gelingt dadurch, daß die Raumkurve auf einer gewissen 
riäche liegt, deren Punkte durch dieselbe Projektion wie die der Raum- 
kurve selbst eindeutig auf die Ebene abgebildet werden, nämlich auf 
■einem zu der Kurve gehörigen sogenannten Monoid. 

Nehmen wir, wie in [84], an, daß die Raumkurve c^ von der 
Ordnung n ist und keine mehrfachen Punkte hat. Ist p ihr Geschlecht, 
so bat sie h = j {n — 1) (w — 2) — jj scheinbare Doppelpunkte, oder 
ebenso viele von einem willkürlichen Punkt A ausgehende Bisekanten. 
Diese werden Doppelerzeugende des Kegels ^^ sein, der c^ vom Punkte 
A aus projiziert. Durch sie legen wir einen willkürlichen Kegel ifi^ von 
der Ordnung r (wo r ^ « — 2 ist) mit dem Seheitel A, sodann durch 
die Raumkurve und die Spuren der genannten /( Doppelerzeugenden und 
der übrigen gemeinschaftlichen nr — 2h Erzeugenden der beiden Kegel 
9^ und ij)^ in einer beliebigen Ebene k eine Fläche o^^, von der Ord- 
nung r -|- 1. Die Existenz einer solchen Fläche folgt [39] daraus, daß, 
weil r ^ w - 2, und weil A = 1 für n = 3 und A > 1 für « > 3 ist^), 

-\ (r+2){r-\-5){r + i)~l- (nr -h)>n(r+l) 
wird. Der Kegel Xr + i (*" "^ ■'■)'^' Ordnung, der die Spur der Fläche 
cj^, ^, in « vom Scheitel A aus projiziert, wird dann alle die nr — h 
den Kegeln 90^ und ip^ gemeinschaftlichen Erzeugenden und somit alle 

I) Dies kann man 7- B. daraus schließen, daß die Kurve auf ihre Projektion 
Ton einem Punkt der Kurve aus, also auf eine Kurve (n ^- 1)"' Ordnung, ein- 
deutig bezogen ist. Ihr Gescbleclit ^ (m — 1) (n — 2) — Ä ist also ^^{'n~2){n — S). 
Also ist A > » ^ — 2. Das so erhaltene Minimum von h wird übrigens nur für n == 3 
oder n^i erreicht. 
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nr Schnittpunkte der Eaumkurv'e mit diesen Erzeugenden (von welchen 
die h sie in zwei Punkten schneiden) enthalten ui3(5 weiter durch die 
Spuren der Raumkure in « gehen. Alle Flächen des Büschels 

schneiden also die Eaumkurve in n (r + 1) festen Punkten, Bestimmt 
man also h so, daß die gefundene Fläche (Monoid) noch durch einen 
weiteren Punkt von c^ geht, so wird sie diese Kurve ganz enthalteD., 
Da der Kegel <p^ und das Monoid sieh außerdem nur iu Geraden durch Ä 
sehneiden, so wird die Eanmkurve c^ durch den Kegel und das Monoid 
völlig bestimmt. 

Die Punkte des Monoida werden durch Projektion vom singulären 
Punkt A aus eindeutig auf eine Ebene abgebildet. Nur die Punkte der 
durch A gehenden Geraden des Monoida werden alle in den Spuren 
dieser Geraden abgebildet. Da der Punkt A willkürlich im Räume ge- 
wählt werden kann, kann man es vermeiden, daß die Koinzidenzpunkte- 
einer zu betrachtenden {«, , Kj)-Korrespondenz auf c^ in Schnittpunkte 
dieser Kurve mit den genannten Geraden fallen. Nehmen wir nun an,, 
daß bei dieser Korrespondenz die a^ einem willkürlichen Punkt F, ent- 
sprechenden Punkte Pj durch eine Fläche <a ausgeschnitten werden, die 
in Pj k zusammenfallende Schnittpunkte mit c^ hat, so wird diese Flache 
das Monoid in einer Kurve schneiden, deren Projektion auch die Pro- 
jektion von cf^ in k zusammenfallenden Punkten und außerdem nur in 
den Projektionen der dem Punkt Pj entsprechenden Punkte P^, sowie 
in den festen Spuren der Geraden des Monoids nebat den Projektionen, 
etwaiger fester Schnittpunkte von m und c-^ schneidet. In der Projektion, 
hat man somit eine (Kj, Kj)- Korrespondenz mit der Wertigkeit k. Diese 
hat ttj + «2 + 2kp Koinzidenzen. Dies ist also auch der Fall mit der 
(«,, Kj)- Korrespondenz auf der Raumkurve. Wenn somit die einem- 
Punkt Pj entsprechenden Punkte Pg durch eine Fläche aus- 
geschnitten werden, die in Pj Ä z usammenfallende Schnitt- 
punkte mit derKurve und keine anderen mit, Pj bewegliehen, 
Schnittpunkte als die Punkte Pj und P^ hat, so ist Je die 
Wertigkeit der Korrespondenz, Wenn die sich mit P^ ändernde 
Fläche verschiedenartige Schnittpunkte hat, kann man den Satz fll9] 
über Zusammensetzung von Korrespondenzen unmittelbar auf diesen 
Fall übertragen. 

Um diese Methode sogleich durch ein Beispiel zu erläutern, können 
wir sie zur Bestimmung der Anzahl e" von stationären Schmieg^ings- 
ebenen anwenden, die wir in Art, [84] — dessen Benennungen wir auch 
hier benutzen werden — durch Anwendung der FlücJ-'erschen Formeln 
gefunden haben. 

Im Berührungspunkt einer solchen Ebene fallen vier Schnittpunkte 
zusammen. Wir können sagen, daß die Ebene eine Schmiegungsebene 
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ist, deren Berühruogspunlit P, mit einem ihrer « — 3 Schnittpunkte Pg 
zusammenfällt. Zwischen den Punkten P^ und P^ findet dann eine 
(«"—3, w — 3)-Korrespondenz mit der Wertigkeit 3 statt. Die An- 
zahl e" der Koinzidenzen ist also 

Dieser Ausdruck läßt sich leicht mittels der übrigen Gleichungen in 
[84] auf die daselbst angegebenen Formen reduzieren oder in 

e"=2(3K*- In -6k) 
umformen. 

Die Wertigkeit der Korrespondenz zwischen P^ und Pg kann so- 
dann zu einer indirekten Bestimmung der Wertigkeit der Korrespon- 
denz zwischen zwei Schnittpunkten P, und P^ derselben Schmiegungs- 
ebene mit dem Berührungspunkt P^ benutzt werden. Die einem Punkt 
P^ entsprechenden Punkte P^ (oder umgekehrt) sind die von P^ und 
Pg verschiedenen Schnittpunkte der n" — 3 durch P^ gehenden und 
nicht in P^ berührenden Schmieguugs ebenen. Ihre Anzahl ist also 
(«" — 3) (n — 4) und sie werden von einer aus n" — 3 Ebenen be- 
stehenden Fläche ausgeschnitten, die die Kurve (n"— 3)-mal in Pg und 
dreimal in jedem Punkt Pj trifft. Da die Wertigkeit der Korrespondenz 
zwischenPjUndPgdrei war, wird also die Wertigkeit Ader Korrespondenz 
zwischen P^ und P^ durch die Gleichung 

„" _ 3 = /: + 3 . 3 
bestimmt, und es ist somit k^ n" — 12. 

Die Anzahl v" der Koinzidenzen und also der Schmiegungsebenen, 
die je noch eine weitere einfache Berührung mit der Kurve haben, ist 
somit, wie wir schon anders gefunden haben [84], 

v"^ 2 («"-3) (» - 4) + 2 («"- 12) ji 
oder 

v"=5[n(n^-3n'-Sn + 22) - 2h (2n^+ 3n - 10) + 4/*']. 
[139] Weitere Beispiele; mehrfache Sekanten. In [33] 
haben wir die Anzahlhestimmungeo für Trisekanten und Quadrisekanteii 
eiüer Raumkurve als Beispiel einer Methode benutzt, die wir ausdrück- 
lieh als unvollständig bezeichneten, weil sie voraussetzte, daß die be- 
treffenden Zahlen allein von « und h abhängen. Die Richtigkeit dieser 
Voraussetzung ergab sich zwar aus [64], wo gleichzeitig eine Anleitung 
zu einer anderen Bestimmung gegeben ist. Einfacher und direkter ge- 
schieht jedoch die Bestimmung durch Anwendung des Cayley-BrUlschen 
Korrespondeuzsatzes. Es wird genügen hier zu zeigen, wie man die 
Anzahl t^ der Quadrisekanten der Ranmkurve c^ finden kann, wenn man 
nicht nur den schon in [31] bewiesenen Ausdruck für die Anzahl t^ der 
zwei Uerade achneidenden Bisekanten 

/^= Ä -[. 1 m(jj — 1), 
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sondern auch den Ausdruck für die Anzahl t^ der eine Gerade schnei- 
denden Trisekanten 

t,^{n-2)(h~^n{n-l)) 
kennt. Die ganz entsprechende, aber einfachere Herleitung dieses Aus- 
drucks wird nämlich dann ein gutes Übungsbeiepiet abgeben. 

Zum Gebrauch für unsere Bestimmung erinneni wir noch daran, 
daß die Anzahl der durch einenPunktÜf der Kurve c^ gehenden Geraden, 
die die Kurve noch in zwei Punkten schneiden, h ~ n -\- 2 ist. Diese 
sind Doppelerzeugende des Kegels von der Ordnung n — 1 und dem 
unveränderten Geschlecht p, der die Kurve vom Punkt üf aus projiziert 
(siehe [84]). 

Verbinden wir (Fig. 29) einen beweghchen Punkt Pj der ßaum- 
kurve mit einem festen Pankt A, des 
Eaumes, so gibt es, außer den durch 
P, gehenden, t^—{h~n + 2) Trise- 
kanten, die ji[ P, schneiden. Die Ebene, 
die eine dieser Trisekanten mit einem 
anderen festen Punkt des Raumes A^ 
' verbindet, wird, außer in den Schnitt- 
punkten der Trisekante, die Kurve in 
n — 3 Punkten Pj schneiden. Da die 
^4 einem Punkt Pj entsprechenden Punk- 

te P, ganz auf dieselbe Weise bestimmt 
^ia- S9- werden, so ist für die Korrespondenz 

zwischen den Punkten Pj und P^ 

cci- a,= {is- h + n ^ 2) (» - 3). 
Um die Wertigkeit k^^ dieser Korrespondenz zu finden, müssen 
wir im voraus die zweier anderen Korrespondenzen kennen, nämlich die 
Wertigkeit Äg^ der Korrespondenz zwischen zwei Schnittpiinkten Pj und 
P^ der Triaekante und die Wertigkeit fcja derjenigen zwischen P^ und 
einem dieser Punkte P,. 

Die Wertigkeit der Korrespondenz zwischen I\ und P^ findet man 
leicht, da man bereits die Anzahl ihrer Koinzidenzen kennt. Für diese 
Anzahl v, die wir auch in [84] benutzten, haben wir in [64] den folgenden 
Wert gefunden, den man übrigens leicht mittels des einfachen Korrespon- 
denzsatzes bestimmen konnte (vgl. [115] 8): 

,, = n{n — 2) (m - 5) - 2h{n - 6). 
Dasselbe Resultat muß sich durch Anwendung des Cayley-Brilhf^en 
Korrespondenz Satzes ergeben. Jedem Punkt P^ der Kurve entsprechen 
nun 2(Ä — w -f- 2) Punkte P^ und umgekehrt. Also ist 

n(n - 2) (« - ö) - 2A(m — 6) = Mh - « -|- 2) -|- '2ks^p. 
Da 2p = (n — l)(n — 2) — 2A ist, so findet man hieraus J;^^ = « — 4. 
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Da weiter die einem Punkt P^ eütspreclienden Punkte P^ z 
mit den ihm entsprechenden Punkten P^ durch Ä — « + 2 durch Pj 
gehende Ebenen ausgeschnitten werden, so ist 

und da die einem Punkt Pj entsprechenden Punkte P^ zusammen mit 
den ihm entsprechenden Punkten Pg durch t^ — h -\- n — 2 nicht darch 
Pj gehende Ebenen ausgeschnitten werden, so ist 

Daraus findet man für die uns hier besonders beschäftigende Korrespon- 
denz zwischen Pj und P^ die Wertigkeit 

fti, -- 2 (n — 3) — Ä. 

Sollen die Punkte P^ und Pj koinzidieren, so müssen entweder die 
zwei Ebenen, die sie mit Ä^ und A^ verbinden und sich in einer Triae- 
kante schneiden, zusammenfallen oder diese Trisekante muß die Kurve c^ 
noch in einem vierten Punkt schneiden Im ersten Pall ist die Trise- 
kante eine der tg, die A^ A^ schneiden, und die Koinzidenz findet dann 
in den übrigen « — 3 Schnittpunkten der durch die Trisekante und durch 
A^A^ bestimmten Ebene statt. Im zweiten Pall findet die Koinzidenz in 
jedem der vier Schnittpunkte der Quadrisekante statt. 
Die Cayley-Brillsehc Formel liefert uns also 
2(fs-h + n-2){n-3) + 2(2{n -3) - Ä)iJ - /jC« - 3) + 4t^. 
Durch Einsetzen der Ausdrücke für p und ^ findet man 

h-ii [12Ä(Ä - 4« + 11) - «(« - 2) (» - 3)(m - 13)]. 

Die hier nebenbei gefundene Wertigkeit Jc^^ kann dazu benutzt 
werden, um die Anzahl der Koinzidenzen der Punkte zu bestimmen, die 
wir hier Pj und Pg genannt haben, d. h. um die Klasse der Einhüllenden 
der Ebenen zu finden, die den Ort der Trisekanten in den Punkten der 
gegebenen Kurve berühren. Man findet für diese Anzahl z den Wert 

2= - l n(n — 2) {n — S) + h(n^+ 5« - 22) — 2h\ 

Übrigens gelang uns ja die Bestimmung der verschiedenen Wertig- 
keiten nur dadurch, daß wir die Anzahl der Koinzidenzen einer der 
untersuchten Korrespondenzen, nämlich der zwischen den Punkten Pj 
und P^ stattfindenden, durch ein anderes Hilfsmittel als den Caißetj- 
PriJischcn Korrespondenzsatz gefunden hatten. Dies war notwendig, 
wenn man nicht weiter bis zu einer noch einfacheren Korrespondenz 
zurückgehen woRte, weil es wahrscheinlich keine Fläche gibt, die c^, 
außer in festen Punkten, allein in Pg und den Schnittpunkten (P^) der 
von diesem Punkt ausgehenden Trisekanten schneidet. Es wäre wenigstens 
schwierig, eine solche aufzufinden. Gäbe es eine solche Fläche von der 
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Ordnung r, so i 
die Gleiciiung 



ä maa nämlicli zur Bestimmuiig der Wertigkeit ij. 



^« = ^M+2{Ä- 



» + 2) + /■ 



Wie würde 

Dagegen kai 




and der Wertigkeit Ä55 der Ko: 



aufsteUen, wo f die Anzahl der festen, d. h. der von P^ unabhängigen 
Schnittpunkte ist; da Äj, =- « — 4 ist, wäre also 

/"= r« — 2Ä + «. 
auf solche festen Punkte kommen ? 

die dem Punkte P^ entsprechenden Punkte 
P4 durch eine Fläche ausschneiden, die 
die Kurve noch in anderen beweglichen 
Punkten P^ schneidet, nämlich durch den 
ersten Polar kegel eines beliebigen Punk- 
tes A in Beziehung auf den Kegel mit dem 
Seheitel P^, der die Kurve projiziert 
(Fig. 30). Da dieser Kegel von der Ord- 
nung n — \ ist, so ist sein Scheitel Pg 
ein in — 2)-facher Punkt des Polarkegels. 
Es besteht also zwischen der Wertigkeit li^^ 
ipondenzzwisehen P3 und Pj die Gleichung 
n — %-\^-^\^. 
Die Wertigkeit Ä35, die somit 2 sein muß, hätte man anders bestimmen 
können, da man bereits die Anzahl der Koinzidenzen von Pg und P^, die 
eine [n — 2, w' — 2)-Korrespondenz bilden, kennt. Pj fällt nämlich in den 
n" Punkten, deren Schmiegungs ebenen durch A gehen, mit Pj zusammen, 
und wir wissen [84], daß «"= 3«'— 3« ist. Es soll also 

n + k'— 4 -I- 2fc,5ii — 3k'— 3« 
sein, und da 2 (p — l) = «'~2nist, ergibt diese Gleichung ^g = 2. ') 
Man wird die Wertigkeit der Korrespondenz zwischen den Punkten 
P4 und P5 finden können, da man bereits die Anzahl ihrer Koinzidenzen 
kennt. SoU nämlich P^ mit P5 zusammenfallen, so muß die Ebene, die 
die Trisekante P^P^P^ mit dem festen Punkt Ä verbindet, den Kegel, 
der die Kurven vom Punkt Pg aus projiziert, im Punkte P4, der in diesem 
Fall nicht mit P, zusammenfällt, berühren. Dies geschieht erstens, wenn 
die Gerade P^ Pj selbst die Kurve im Punkte P^ (der dann mit P^ zu- 
sammenfällt) berührt. P^P^ ist dann eine der die Kurve schneidenden 
Tangenten, deren Anzahl v wir schon gefunden haben: 



.-«C«-2)(«-5)-2;.(« 
Sonst muß die durch die Trisekante P.^P^P'^ 



-6> 

nd A gehende Ebene 

1) Dies folgt iilirigena schon daraus, daß die Punkte Pj , die einem Punkt 
Pj entepcecben, dnrch eine Ebene iiusgeschnitten werden, die darcb A geht und 
die Kurve in Pj berührt. 



y Google 



[139] Weitere Beispiele; mehrfache Sekanten 259 

den Ort der Trisekanten im Punkt P^ der Kurve berühren, und wir ha- 
ben eben gesehen, daß die Einhüllende solcher Ebenen von der Klasse 

s = - \n{n - 2) {« - 3) + }i{n^ + öw - 22) - 2A= 
ist. Im letzteren Fall fäUt Pj zweimal mit einem entsprechenden Punkt 
Pj zusammen, da jeder der zwei anderen Schnittpunkte der Trisekante 
als Punkt P^ betrachtet werden kann. Da nun in der Korrespondenz 
zwischen P^ und P^ einem Punkt P^ 

2(«-2)(,»-» + 2) 
Ponkte Pj und einem Punkt Pj 

2(A — w + 2)(w'-2) 
Punkte P5 entsprechen, so hat man 

2(m - 2)(/( — M + 2) + 2(A — « + 2)(w' — 2) + 2ft^jp 
^n{n- 2)(m — 5) ~ 2A(w - 6) - 5«(w - 2){« - 3) 
+ 2h{n^ + 5n — 22) — 4fc^ 
Hieraus erhält man S^ = — 2()i — 4). 

Diese Wertigkeit zusammen mit der schon im voraus gefundenen 
Wertigkeit \^ kann weiter benutzt werden, um die Wertigkeit fc^ der 
Korrespondenz zwischen den anderen Schnittpunkten P^ und Pg zweier 
von dem Punkt Pg der Kurve ausgehenden Trisekanten zu finden. Es 
sei Pj Pj eine der durch Pj gehenden 'h — n-\-2 Trisekanten, Pj einer 
der anderen zwei Schnittpunkte dieser Trisekante, Projizieren wir 
nun die Raumkurve vom Punkt P, aus, so liegen die dem Punkte P^ 
entsprechenden Punkte P^ auf den ersten Polarkegeln eines willkürlichen 
Punktes A in Beziehung auf diese 2{/( — w + 2) projizierenden Kegel. 
Diese gehen je einmal durch P,. Ein Schnittpunkt P^ einer durch P^ 
gehenden Trisekante ist Scheitel eines dieser Kegel (m — 2)"" Ordnung 
und einfacher Schnittpunkt eines anderen, nämlich desjenigen, dessen 
Seheitel der andere Schnittpunkt derselben Trisekante ist. Die übrigen 
(einfachen) Schnittpunkte dieser Polarkegel sind außer den Punkten Pg 
die Berührungspunkte Pg der durch A und die Scheitel der Kegel ge- 
henden Tangentialebenen der Kurve. Also ist 

^« + *46 + (« - l)Jc3. = 2(A - tt -I- 2), 
und da ^45 = — 2(rt — 4), ftj^ — « — 4 ist, wird 

Ä^ «a ^. 5„ _ § ^ 27i. 

Die Anzahl der Koinzidenzen der Punkte P^ und P^ wird also 
2 ■ 4(A - » + 2){Ä - M -M) -H 2ft,5 -p. 
Diese Koinzidenzen können auf doppelte Weise entstehen: 

1. Pj^ kann einer der 4 Schnittpunkte der t^ Quadri Sekanten sein. 
3 der von P^ ausgehenden Trisekanten fallen dann mit der Quadrise- 
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tante Kusammen, und der Punkt Pj ist dann einer der 2 anderen Schnitt- 
punkte dieser Trisekante; für eine der anderen von einem solchen 
Punkt Pj ausgehenden und mit der Quadrisekante zusammenfallenden 
Trisekanten wird P^ a!s einer der anderen Schnittpunkte P^ auftreten. 
Die Quadrisekante gibt also zu 24 Koinzidenzen Anlaß. 

2. Fällt der Koinzidenzpunkt Ton P^ und P^ nicht auf eine Quadrise- 
kante, so muß die Ebene der zwei zusammenfallenden Trisekanten P^ P^ 
und PgPj die Kurve berühren, sowohl in dem Punkte, in dem P^ und 
Pg zusammenfallen, als auch im dritten Schnittpunkt der zusammen- 
fallenden Trisekanten, in welchem also eine weitere Koinzidenz statt- 
findet. Bezeichnen wir mit ^ die Anzahl solcher Doppeltangentialehenen, 
für welche die Verbindungslinie der Berührungspunkte eine Trisekante 
ist, so wird die gefundene Anzahl der Koinzidenzen der Punkte P^ und 
Pg gleich 

Da t^ schon bekannt ist, findet man sodann für g den Ausdruck 
g = _«(,«_ 2) (ÖM - 17) + 2h(_n^ + iti - 22) - 4/A 

[140] SchlieBuug'ssatz tär Samukurveu vierter Ordnung' 
erster G-attung; Beziehung aixt Foncelets allff emeluen Schlies- 
snugBsatz [46]. Eine Raumkurve c\ von der Ordnung 4 und vom fie- 
schlecht 1 (also mit zwei scheinbaren Doppelpunkten) ist die Schnittkurve 
zweier Flächen zweiter Ordnung [7] und somit eines ganzen Büschels 
solcher Flächen. Jede dieser Flächen hat zwei Scharen von Erzeugenden, 
w dieser Scharen P,, M^... B,^, unter denen etwa auch die beiden einer 
der Flächen angehörigen ein- oder mehrmals auftreten können, seien 
gegeben. Sei Pj ein beliebiger Punkt der Kurve, P^Pg die durch ihn 
gehende Erzeugende der Schar Pj. und P^ deren anderer Schnittpunkt 
mit der Ranmkurve, Pg P^ die durch P^ gehende Erzeugende der Schar 
iJg und Pj deren anderer Schnittpunkt mit c^ usw., P„P„+i also Er- 
zeugende der Schar R^. Fällt P„^i nun mit P^ zusammen, so wird von 
Erzeugenden der n Scharen ein geschlossenes «-Eck gebildet. 

Um aufzufinden, wie viele derartige «-Ecke es gibt, müssen wir 
demnach die Anzahl der Koinzidenzen der korrespondierenden Punkte 
Pj und P„^i suchen. Wegen der Eindeutigkeit unserer Konstruktion 
hat man — mit unseren gewöhnlichen Benennungen — 

Die Wertigkeit k^ ^ ^ der den verschiedenen Werten von n entsprechenden 
Korrespondenzen zwischen Pj und P„^_i kann man sukzessive für »= 1, 
2, 3 . . . bestimmen. 

Der einem Punkt P^ entsprechende Punkt P^ wird durch eine 
Ebene ausgeschnitten, die durch P^ und irgend eine feste Erzeugende 
der anderen Schar von Erzeugenden, die der durch die Schar P^ er- 
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zeugten Fläche angehört, gelegt werden kann. Da diese Ebene durch 
i*j geht, ist Jtj = 1. Man findet so, daß die Schar B^ 4 Erzengende ent- 
hält, die cj berühren. 

Der einem Punkt P, entsprechende Punkt Pj wird durch die Ebene 
bestimmt, die durch Pj und irgend eine feste Erzeugende der ajideren 
Schar von Erzeugenden, die der durch die Schar Ä^ erzeugten Fläche 
angehört, gelegt werden kann. Da aber diese Ebene durch Pg im all- 
gemeinen nicht durch P, geht, ist l\ -[- ^j = 0.' Auf dieselbe Weise be- 
stimmt man die folgenden Wertigkeiten und findet dann, daß 

1 = ftj = — Zcj = Ä^ = — Aj . . . 
ist. Durch Anwendung des Korrespondenzsatzes findet man also, daß 
die gestellte Aufgabe oder 4 Auflösungen hat, je nachdem die Seiten- 
zahl des in c^ einzubesehreibenden Vielecks gerade oder ungerade ist. Hier 
ist jedoch die ein für aRemai gemachte Ausnahme zu beachten, daß die 
Anzahl von Lösungen unendlich werden kann. Dadurch findet man den 
folgenden Satz: 

Ist n eine gerade Zahl und P^P^... P^ ein geschlossenes, der Kurve 
cj einbeschriebenes «-Eck, so wird es eine stetige Folge solcher ein- 
beschriebenen K-Ecke geben, deren Seiten der Reihe nach denselben 
Scharen von Erzeugenden derselben Flächen zweiter Ordnung wie P1P3, 
P^P^...,P„Pi angehören. 

Dieser Satz steht in gewisser Beziehung zu einigen anderen, früher 
bewiesenen Schließungssäfczen. Projiziert man die Kurve rf von. einem 
ihrer Punkte A aus auf eine Ebene, so erhaJt man eine ebene Kurve 
dritter Ordnung und die Projektionen der einbeschriebenen Vielecke 
werden Steinersche Vielecke sein [127]. Die hier gefundenen Wertig- 
keiten sind auch dieselben, die wir für die Korrespondenzen fanden, 
deren Koinzidenzen die Schließung der S'femerseben Vielecke bedingten. 

Projiziert man dagegen die Kurve von dem Seheitel einer der 
durch cj gehenden Kegelflächen zweiten Gfrades aus auf eine Ebene £, 
so ist die Projektion ein Kegelschnitt c^, dessen Punkte Q je zwei 
Punkten P der Kurve cj entsprechen. Die Gerade Q^ Q^, die zwei Punkte 
Q^ und Q^ von Cg verbindet, ist Projektion von vier Geraden P^P^, die 
den beiden Scharen von Erzeugenden zweier Flächen zweiter Ordnung 
angehören, die durch c\ gehen und deren Spuren ftj und (Ä"j) auf der 
Ebene s durch die vier auf Cj liegenden Spuren der Kurve cj gehen und 
§j §g berühren. Ein dem Kegelschnitte c^einbeschriebenes, offenes (»—1)- 
Seit, dessen Seiten Q^^Q^, Q^Qz---, Q„-x Q^ der Reihe nach die Kegel- 
schnitte Äj, h'^. . . ft^"" ^' desselben Büschels berühren, ist, wenn Pj, P^...P^ 
beliebige der in die Punkte Q^, Qi-..Q„ projizierten Punkte von c\ sind, 
Projektion eines der Kurve c\ ein beschriebenen, offenen (n — 1)-Seit3 
P^^P^...P^, dessen Seiten Erzeugende der durch die genannten Kegel- 
schnitte gehenden Flächen des Büschels sind. Die Gerade ^„^i ist die 
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Projettion zweier durch P^ gehenden Bisekanten der Itaumknrye, die 
Erzeugende der zwei Flächen des FläehenbU seheis sind, deren Spuren 
i^") und (Z^."') die Gerade Q„Q] berühren. Die eine dieser Geraden, die 
wir kf^^ entsprechen lassen, geht durch P^ und schließt also das w-Eck 
PjPj...P^, die andere geht aber durch den anderen in den Punkt Q^^ 
projizierten Punkt (Pj) der Kurve cj; in letzterem Fall ist P^Pg,..P^(P^) 
eingeschlossenes, der Kurve e\ einbeschriebeties (»4- 1)-Eek, dessen 
letzte Seite (P,)Pj auch Erzeugende einer Fläche des Büschels ist, 
nämlich des die Kurven c\ projizierenden Kegels. 

Ist nun n eine gerade Zahl, so wird die eben gefundene, durch 
F^P^.. .P„ beetimmte, stetige Reihe von M-Ecken in eine stetige Reihe 
von «-Ecken projiziert werden, die c^ einbeschrieben sind und deren 
Seiten die Kegelschnitte Ä^, V^. . .^^"' eines Cj enthaltenden Büschels be- 
rühren. Ist M dagegen eine ungerade Zahl, so wird ebenso P^P^... 
P^{Pj') eine stetige Reihe von (n + 1)-Ecken bestimmen, deren (P^) P^ 
entsprechende Seite immer dorch geht, also in denselben Punkt Q^ 
projiziert wird, während die Projektionen der übrigen Seiten die Kegel- 
schnitte ig, ^j'. . . Ä'^ ~ ^', (Ä;'^ ') berühren. Man erhält also auch in diesem 
Fall eine stetige Reihe von »-Ecken, die Cg ein besehrieben sind, während 
die Seiten die genannten Kegelschnitte berühren. Wir haben somit einen 
neuen Beweis des in [46} anders bewiesenen PoKce/e/sclien Schließungs- 
satzes gefunden.') 

[141] tJbuugfen. 1. Durch Anwendung der Cayley-Brillschen Korre- 
spondenzsatzes die Anzahl der Kegelschnitte zu finden, die durch vier 
gegebene Punkte gehen und eine Kurve c mit gegebenen P^wcferschen 
Singularitäten berühren, und sodann die Anzahlen der Kegelschnitte 
zu finden, die durch drei gegebene Punkte gehen und entweder mit 
der Kurve c Berührung zweiter Ordnung haben oder sie in zwei Punkten 
berühren. 

2. Mit den Bezeichnungen in [129] möge der dritte Schnittpunkt der 
Geraden P^P^ mit c^ P^ und der dritte Schnittpunkt der Geraden P^P^ 
mit Cj Pj benannt werden; man soll die Korrespondenz zwischen den 
Punkten Pj und P^ untersuchen. 

3. Zu beweisen, daß mit den Bezeichnungen Ton[130]eine (3,l)-Korre- 
spondenz mit der Wertigkeit ^ zwischen dem Punkt Pj und dem dritten 
Schnittpunkt der Geraden P-,P^ stattfindet; wo finden die sieben Koin- 
zidenzen statt? 

4. Zwei Punkte Pj und P^ einer harmonischen oder äquianharmo- 
nischen Kurve dritter Ordnung sind gegeben. Wie viele Korrespon- 
denzen mit der Wertigkeit U, -j- ^ oder — -|- enthält die Kurve, in denen 

1) Siehe die neue Behandlung dea Poticektsahen und anderer Sohließangs- 
aätze in einet Abhandlung \on C Juel in einer mir gewidmeten Festauhrift, 
Kopenhagen 1909, an die deiaelbe Verfasser später in „Njt Tidsstrift for Mathe- 
matik" eine Berichtigung geknüpft hat 
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Pg dem Punkt Pj entspricht? Diese Aufgabe wird gelöst durch Be- 
trachtung des Falles, in welchem Pj und P^ zusammenfallen. 

5. In eine harmonische oder äquianharmonische Kurve dritter Ord- 
nung ist ein «-Eck PjF^...P^ ein beschrieben. Wecn nun die Ecken 
sich so bewegen, daß immer zwischen P^ undP^jP^und Pg..., P„_i und 
P^, P^ und P^ gewisse, durch die gegebene Lage bestimmte (l,l)-Eorre- 
spondenzen stattfinden, ao ist die Frage, welche Beziehungen zwischen 
den Wertigkeiten dieser Korrespondenzen stattfinden können. 

6. In den Fußnoten zu [133] und [134] und in [135] selbst sind 
Übungen yorgesehlagen, 

1. Siehe Schluß von [137], Eine * weitergehende neue Aufgabe ist 
die folgende: Die Anzahl der Dreiecke zu finden, die einer Kurve mit 
gegebenen P(«cfcerschen Singularitäten so ein- ond umbeschrieben sind, 
daß jede Ecke der Berührungspunkt der folgenden Seite ist. Ein ein- 
facher Fall ist der, in welchem die Kurve dritter Ordnung iat.^) 

8. Den Cai/ley-Brülschea Korrespondenzsatz zur Bestimmung der 
Ordnung t^ des Ortes der Trisekanten einer Raumkurve anzuwenden [139]. 

9. Eine («j K3)-KorrespoudeDz sei gegeben zwischen den Punkten 
Pj und Pj einer gegebenen ebenen Kurve; die Umhüllungskurve der 
Geraden P^F^ zu untersuchen, 

10. Durch den CayleySrühaiien Korrespondenzsatz den folgenden 
Satz zu beweisen: Die Kurven eines Büschels schneiden eine Kurve 
c^ in Gruppen von m^ -f- jMj beweglichen Punkten und der Büschel ent- 
hält r Kurven, die c^ in Punkten, die nicht Basispunkte sind, berühren. 
Ersetzt man nun m, nicht auf c^ liegende Basispunkte durch solche, die 
auf c^ liegen, so werden die neuen Kurven mit c^ nur m^ bewegliehe 
Schnittpunkte haben; nehmen wir an, daß r^ Kurven des geänderten 
Büschels c^ in Punkten berühren, die nicht Basispunkte sind, so ist 
r = ra + 2m. 

Dieser Satz folgt übrigens unmittelbar aus dem Prinzip der Er- 
haltung der Anzahl. In Severi: Lezioni di Geometria algebriehe, 
Padova 1908 wird er der Lehre von den mehrfachen Punkten einer 
linearen Reihe von Punktreihen auf einer Kurve zu Grunde gelegt. 



c) Korrespondenz von Punkten eines Gebildes mit zwei Dimensionen. 

[142] Korrespondenzsatz für eine Fläche^ zweiter Ordunuff. 

Durch Kombination verschiedener Anwendungen des einfachen Kor- 
respondenzaatzes kann man aucli Korrespondenzen zwischen Punkten 
einer Ebene, des Raumes, ja eines Raumes von beliebiger Dimension 
behandeln. Dabei gelingt es ebenfalls, allgemeine Korrespondenzsätze 
für diese Räume aufzustellen. Um solche Erweiterungen übersichtlicher 



1) Siehe H. Valmtiner, in Feataclirift an Zmüim, i 
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zu machen, wird der in Kapitel VI zu entwickelnde symbolische Kalkül 
nützlich sein, dessen sogenannte Koinzidenzform ein eben Anwendungen 
des Korreapondenzsatzea auadrüeken. So lange man sich jedoch auf 
zweidimensionale Korrespondenzen beschränkt, ist die Methode nebst 
ihren Anwendungen auch ohne diesen Kalkül hinlänglich übersichtlich, 
und die mehr unmittelbare Anknüpfung au die vorhergehende Darstel- 
lung, der man die Regeln für die Abzahlung zusammenfallender Lösungen 
entlehnen kann, wird eine ausführlichere und daher nutzbringende Be- 
handlung dieser Korrespondenzen erlauben. Da konnte es nun nahe 
liegen, mit der Korrespondenz in der Ebene anzufangen. Da aber für 
die Fläcben. zweiter Ordnung wegen der Zweizahl ihrer Scharen von 
Erzeugenden der Beweis des für sie geltenden Korrespondenzsatz es eine 
gewisse Symmetrie annehmen wird, sehen wir uns veranlaßt, jetzt mit 
ihnen anzufangen, um so mehr als später [196] eine Koinzidenzformel 
mehr unmittelbar auf den KoiTespondenzsatz für die Ebene führen wird. 

Wir wollen mit P^ und Pj zwei korrespondierende Punkte einer 
Fläche zweiter Ordnung (p^ bezeichnen und annebmen,daß jedem Punkt Pj 
«g Punkte Pj und jedem Punkt Pj «j Punkte Pj entsprechen. Erzeu- 
gende der einen Schar nennen wir I, I', I". .., Erzeugende der anderen 
Schar II, ir, II"... Durch ^(11, 211) bezeichnen wir sodann die An- 
zahl der Punktpaare P^ und Pj, für welche Pj auf einer gegebenen 
I, Pg auf einer gegebenen II liegt und durch ßi21, III) die Anzahl 
solcher Paare, bei welchen das Umgekehrte stattfindet. 

Wir nehmen an, daß es | isolierte Koinzideuzpunkte gibt, in welchen. 
Pj mit Pj so zusammenfällt, daß die Gerade PjP^ keine bestimmte 
Grenzlage hat, und daß es außerdem eine Koinzidenzkurve gibt, in deren 
Punkten Pj mit P^ so zusammenfällt, daß P^ P^ eine bestimmte Grenz- 
lage bekommt. Durch t;(I) und ?;(II) bezeichnen wir die Anzahlen der 
Schnittpunkte der Koinzidenzkurve beziehungsweise mit einer I oder 
einer II, durch g(I) und S(U) die Anzahlen der Erzeugenden I be- 
ziehungsweise II, die zwei auf der Koinzidenzkurve zusammenfallende. 
Punkte verbinden. 

Betrachten wir nun die Punkte P^ einer Erzeugenden I. II und 
ir seien die Erzeugenden der anderen Schar, die durch einen solchen 
Punkt Pj und einen entsprechenden Punkt Pg gehen. Einer Erzeu- 
genden II entsprechen dann a^ Erzeugende 11' und einer 11' ^(11, 211) 
Erzeugende IL Die. a^ -|- /5(1I, 211) Koinzidenzen entsprechender Er- 
zeugenden finden statt, wenn entweder Pj einer der ?;(I) Schnittpunkte 
der Erzeugenden I mit der Koinzidenzkurve ist, oder die Gerade PiPg 
eine Erzeugende II ist. Also ist die Anzahl letzterer Fälle, oder die 
Anzahl der Punkte Pj einer gegebenen Erzeugenden I, die 
mit einem entsprechenden Punkt P^ auf ein und derselben. 
Erzeugenden II liegen (Fig. 31): 

«, + ^(11, 211) - ,;(!)■ 
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Nennen wir die durch einen solchen Punkt Pg gehende Erzeugende der 
ersten Schar I', so werden ebenaoviele Erzeugende I' der Erzeugenden I 
entsprechen. Durch Vertauschnng der Punkte P^ und P^ findet man, 
daß der Erzeugenden I' 

«. + ,?(2i,in)-,(i) 

Erzeugende I entsprechen. I wird mit I' koinzidieren, wenn I entweder 
durch einen der | Koinzidenz punkte oder dureh einen der £{II) Punkte 
der KoinzidenzkuTve geht, in denen zwei auf derselben Erzeugenden II 
liegende Punkte Pj und P^ koinzidieren. Also findet man: 

(1) I + 2,(1) + «II) -«, + «, + ß(n, 211) + ß{ai, in). 

Durch Vertauschnng der Scharen von Erzeugenden findet man 

(2) I + 2,{II) + S(I) - «, + «,+ |?(2I, III) + /i(ll, 211). 
Daraus folgt wieder, daß 

(S) 2,(1) -«I)-2,(U)- 5(11) 

ist. — Man gebe nun dem Punkte Pj einen unendlich kleinen Abstand 

von einem der | Koinzidenzpunkte, von der / j' 

Koinzidenzkurve oder von einem der t,(\) I 1 

(oder £(II)) Punkte dieser Kurve, für die | l 

Pi^z ^i* ö'^i^r Erzeugenden I (oder einer | | 

II) zusammenfällt. Dann wird sein Abstand * ^1 jP; 

von einem entsprechenden Punkt Pj oder I 

im letzten Fall von der P^ enthaltenden Er- j | 

zeugenden 11 (oder I) unendlich klein von ^'s- äi. 

der Ordnung ^; also muß die betreffende Koinzidenz p-mal gezählt 

werden. Dies folgt aus der Herleitung der Formeln. 

Die Regelfläche, deren Erzeugende Punkte Pj und Pg verbinden, 
die auf der Koinzideuzkurve zusammenfallen, wird eine Erzeugende I 
in ihren j;(I) Schnittpunkten mit der Koinzidenzkurve berühren und in 
ihren Schnittpunkten mit den £(1I) Erzeugenden II, die selbst die ge- 
nannte Eigenschaft haben, schneiden. Ihre Ordnung ist also 2ij(I) 
+ §(II) (oder 2ij(II) + £(I)). Berücksichtigt man noch die Tangential- 
ebenen in den | Koinzidenzpunkten, so erhält man die linken Seiten der 
Gleichungen (1) und (2). 

[143] Berühmag'Bkurve einer Liuleukousfruenz mit einer 
Fläche zweiter Ordumtg. Entsprechende Punktepaare einer Fläche 
q>^ bestimmen die Strahlen einer Kongruenz und werden durch solche 
bestimmt Dies macht die in [142] gefundenen Formeln zur Unter- 
suchung von Linienkongruenzen besonders geeignet. Es seien nun zu- 
nächst Pi und Pg die Schnittpunkte eines Strahls einer Kongruenz von 
der Ordnung K und der Klasse n [8] mit einer F^ehe ip^, von der wir 
" ; voraussetzen, daß sie keine besondere Beziehung zu der Eon- 
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gruenz hat, namentlich daß diese keine ihrer Erzeugenden eathält. Dana 
werden der Korrespondenz zwischen Pj und Pj die folgenden Zahlen 



ß(\l/2U)^ß(2l, 111)^11, 
| = £(I) = £(n) = 0. 
Die Formeln [142] (1) und (2) ergehen also 

,,(1)^ 7,(11) = « + «'. 

Die Beriihrungskurve schneidet somit jede Erzeugende in m + n Punkten. 
Dies folgt übrigens schon aus [31], denn die Strahlen, die tp^ in den 
Punkten einer gegebenen Erzeugenden berühren, werden diese und die 
unendlich benachbarte Erzeugende schneiden. Die Berührungskurve, 
die eine Tangentialebene von (p^ in 2 (n + »') Punkten schneidet, 
muß von dieser Ordnung sein, und die von den berührenden Strahlen 
erzeugte Regelfläche, die ^^ '».ngs dieser Kurve berührt uud sonst nicht 
schneidet, muß dieselbe Ordnung haben. Sie berührt auch eine Erzeu- 
gende in M + w' Punkten. 

In dem Grenzfall, in dem eine Erzeugende I ein Strahl der Kon- 
gruenz ist, wird man diese Anzahlen ebenfalls noch anwenden können, 
wenn man sie nur in Übereinstimmung mit unserer Beweisführung er- 
klärt. Dazu gehört, daß oian die Erzeugende I als Teil der gefundenen 
Berührungakurve betrachtet. Sieht man von ihr ab, so wird rjQTj um 
I vermindert, was £(I) = 2 ergibt. Die Erzeugende I wird also die 
Grenzlage zweier Strahlen der Kongruenz sein, die tp^ berühren: zwei 
der M -f- w' Schnittpunkte der Geraden I mit der Berührungskurve werden 
davon herrühren und I wird doppelte Erzeugende der eben genannten 
Regelfläche sein. (Vgl. [31].) 

Betrachten wir sodann den Fall, in welchem die ganze Schar der 
Erzeugenden I der Kongruenz angehört, und sehen wir von der Be- 
rührung der Erzeugenden selbst ab, die in allen Punkten der Fläche <p^ 
stattfindet, ao hat man 
K^_a^=tt-1, /J{1I, 211) = ,5(21, 111) = )i'- 1, | = g(II) = 0, 

und also [142] (1) 

jj [1] ^ n + n — 2. 

^(11) läßt sich direkt durch die Bemerkung bestimmen, daß [31] 
Strahlen der Kongruenz, die eine Erzeugende 11 achneiden, eine Regel- 
fläche von der Ordnung n + n' erzeugen, auf der II, als Punkt- 
gebilde betrachtet, die Mannigfaltigkeit n und als Ebenengebilde be- 
trachtet, die Mannigfaltigkeit n hat (d. h, daß eine Ebene durch II die 
Fläche in n Piinkten dieser Gerade berührt). Ein Teil dieser Fläche 
ist in dem hier betrachteten FaR 9j selbst. Die Restfläche ist von der 
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'OrdnoHg n -j- n — 2 und auf ihr hat II die Punktmannigtaltigkeit n — i 
und die Ebenehmannigfaltigkeit n'— 1. Betrachtet maü die Berührungs- 
punkte einer willkürlichen Ebene durch II mit <p^ und mit der Rest- 
fläche als korrespondierende Punkte, so findet man, daß diese Flachen 
sich in w -f «' — 2 Punkten der Geraden II berühren. Die Berührungs- 
punkte sind die Schnittpunkte der Geraden II mit der Börührungskurve 
der Kongruenz mit g^j. Also ist auch 

ri(lI)=^n + n-2, ^(1) = 0. 
[144] Oemeiuschaftliche Strahlen zweier Kongruenzen. 
Um die gemeinschaftlichen Strahlen zweier Kongruenzen, deren Ord- 
nung und Klasse wir beziehungsweise »j und nj, n^ und n'^ nennen, zu 
finden, benutzen wir die Korrespondenz zwischen den Punkten P, und 
P^, in welchen Strahlen der Kongruenzen, die sich in einem Punkt Q 
einer Fläche zweiter Ordnung q>,j schneiden, diese nochmals treffen. 
Dann ist 

Der Ort der Schnittpunkte der Strahlen, von denen der eine 1 
in Pi, der andere 11 in P, trifft, wird die Ebene (III) in 

Punkten treffen, nämlich in den n[n'^ Schnittpunkten der in dieser Ebene 
liegenden Strahlen der beiden Kongruenzen, Wj-mal in jedem Schnitt- 
punkte der «j in (III) liegenden Strahlen der ersten Kongruenz mit 
II, Hj-mal in jedem Schnittpunkt der n'^ in (III) liegenden Strahlen 
der anderen Kongruenz mit I und n^n^-mal im Schnittpunkte (III). 
Der Ort ist also eine Kurve von der genannten Ordnung: 

(«1 +»;)(".+«;). 

und die drei letztgenannten Kategorien sind mehrfache Punkte von den 
■Ordnungen n^, n^ und Jt^Wg, weil sie als Schnittpunkte verschiedener 
Strahlen entstehen. Der Ort schneidet die Fläche qsj in 2 (m.i + «^)(w2 +''2) 
Punkten, von welchen n^n[, n^^n'^ und w^M^ in die genannten mehrfachen 
Punkte fallen. Die übrigen sind Schnittpunkte Q solcher Strahlen der 
2wei Kongruenzen, die die Fläche (p^ nochmals in Punkten Pj der 
■Geraden 1 und Pg der Geraden II schneiden; da sich die Anzahl durch 
Vertauschung der Indices 1 und 2 nicht ändert, ist 

ß{n, 211) = /j(2i, III) ^ (tt, + «;}(mj + «j) + «>;. 

Setzen wir voraus, daß die Kongruenzen unabhängig von einander sind 
und namentlich keine Regelfläche gemein haben, und daß die Fläche <p2 
unabMngig von ihnen gewählt ist, so gibt es keine Koinzidenzkurve, 
sondern nur Koinzidenzpunkte. Also werden die beiden ij und die 
heiden £ nuU und 
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Ein Teil der Koinzidenzpunkte sind die Scimittpunkte der Be- 
rühr ungskarven der Kongrueazen mit der Fläche 95^. Diese Kurven 
schneiden beide Seharen der Erzeugenden der Fläche (p„ beziehungs- 
weise je in n^ -\-n[ oder n^-\-n'^ Punkten [143]. Die Anzahl ihrer Schnitt- 
punkte ist also (siehe [28]) 2(mj + mJ){%+ Wg), Die übrigen Koin- 
zidenzpunkte sind die Schnittpunkte der Fläche q>^ mit den Strahlen, 
die beide Kongruenzen gemeinsam haben. Da diese (p^ je in zwei 
Punkten schneiden, gibt es »1 «2 + Mj'k3 gemeinschaftliche Strahlen. 
Dieser früher [32] berührte Satz von Ralphen ist alao jetzt bewiesen. 
Wenn wir ihn jedoch in [149] noch einmal im Anschluß an den Korre- 
spondenzsatz für die Ebene beweisen werden, so geschieht es, teils um 
daran die Behandlung eines Spezialfalles anzuknüpfen, teils als Vor- 
bereitung für die entsprechende Untersuchung einer einzelnen Kon- 
gruenz [150]. 

[145] Schllefimigssatz für Mirstache Kon^rneuzeu. Man 
könnte die in [143] ausgeführte Bestimmung der Strahlen einer Kon- 
gruenz, die eine Fläche ^j berühren, als die Bestimmung eines der Fläche 
9>g einbeschriebenen Einseits (Einecks) betrachten, dessen Seite einer 
Kongruenz angehört. In [144] haben wir dann ein einbeschriebenes 
Zweieck gefunden, dessen zusammenfallende Seiten gegebenen Kon- 
gruenzen angehören. Als Fortsetzung hierzu kommen wir auf die Be- 
stimmung geschlossener Vielecke, deren Seiten gegebenen Kongruenzen 
angehören und von denen wenigstens eine Ecke auf einer Fläche liegt, 
während die übrigen Ecken je einer Bedingung unterworfen sind. Als 
Beispiel werden wir einen Fall betrachten, in welchem die Seiten 
ffirsischen Kongruenzen [44] angehören. 

Sei P, ein Punkt einer gegebenen Fläche zweiter Ordnung cp^, P' 
ein Punkt einer anderen Fläche zweiter Ordnung if'^, die tp^ in vier 
Punkten berührt, also durch vier Erzeugende der Fläche q^g gebt, näm- 
lich durch zwei (a und V) der ersten Schar und durch zwei (c und d) der 
anderen Schar. Seien ferner \ und »*j die diesen Scharen angehörigen 
Erzeugenden der Fläche ip^, die durch Pj geben, und bestimmen wir 
auf 9j einen diesem Punkt entsprechenden Punkt P' als Schnittpunkt 
einer Erzeugenden V der Sehar {ah) und einer Erzeugenden m der 
Schar (c(f), die den folgenden gegebenen projektiven Beziehungen unter- 
worfen sind: 

{a, h, li) 7\ {a, h, V), (c, d, m^ /\ (c d, m'). 

Dann wird der Strahl PjP' einer j3itrs(schen Kongruenz mit den Doppel- 
strahlen a, h, c, d angehören. 

Sei nun weiter rp'^ eine Fläche zweiter Ordnung, die tp'^ in vier 
Punkten berührt und P" ein auf dieselbe Weise bestimmter, dem Punkt 
P' entsprechender Punkt der Fläche <p'^, und fahren wir weiter so fort, 
bis wir endlich zu einem Punkt Pg der ersten Fläche 9g kommen, von 
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der wir also Toraussetzen, daß sie ebenfalls die Torh ergehende Fläche 
^a'''"'* in vier Punkten berührt, so daß wir eine geschlossene Folge von 
r Flächen zweiter Ordnung haben, welche je die vorhergehende und 
nachfolgende Fläche in vier Punkten berühren. (Die Flächen oder einige 
von ihnen dürfen natürlich zusammenfallen.) Die Seiten des offenen 
Vielecks PjP'P"...P<'"~^'Pg werden dann alle Strahlen in Hirstschen 
Kongruenzen sein, während ihre Ecken sich auf zu diesen gehörigen Flächen 
befinden, also auf Flächen, die denselben Büscheln angehören, wie die 
Flächen, aus denen die Brennflächen der Kongruenz bestehen [44]. 
Das Vieleck wird sich schließen, wenn P^ mit Pj zusammenfällt. 

Die Korrespondenz zwischen P^ und P^ ist jedenfalls eine (l,l)-Korre- 
spondenz (ßj = «^ = 1), und durch sukzessive Anwendung der gegebenen 
Projektivitäten findet man, daß auch zwischen den durch P^ und Pj 
gehenden Erzengenden l^, OTj und l^, m^ Projektivität stattfiinden 
muß. Verschiedene Fälle werden dadurch entstehen können, daß die 
entsprechenden Erzeugenden entweder denselben oder ver- 
schiedenen Scharen angehören. 

Betrachten wir zuerst den ersten Fall, in dem 

<1) ft) A (h) und F{m,) A {m,) 

ist; er wird z. B. eintreten, wenn alle die gegebenen Flächen und da- 
mit auch die Brennfläohen demeelben Büechel augehören. Dann ist 
offenbar 

ß(ll, 21I) = ß{21, 1II) = 1. 

Man erhält also nach [142](1) und (2) 

I + 2^(1) + £(U) = 4 =. g + 2^(11) + §(I). 

Dieses Resultat ließe sich übrigens auch ohne unsere allgemeinen 
Formeln herleiten. Bezeichnen wir nämlich mit a^ und &j, Cj und dj 
die Erzeugenden, die die projektiven Scharen (1) entsprechend gemein- 
sam haben, so werden sich die vier Punkte a^c,, a^di, h^t\, \d^ un- 
mittelbar als Koinzidenzpunkte erweisen. Also ist im allgemeinen 

1-4, ,(i)_,(n)_o, s(i)_s(U)_o. 

Findet noch irgendeine andere Koinzidenz statt, so muß es unendlich 
viele geben. Fällt z. B. P^ mit P^ iu einem dritten Punkt der Geraden 
a^ zusammen, so müssen alle entsprechenden Erzengenden m^ und m^ zu- 
sammenfallen. Daraiis folgt, daß «, und ö, eine Korreapondenzkurve bil- 
den, so daß 

S-O, ,(I)-0, ,(II)-2, 5(1) -0, «II) -4 

wird. Die letzte Zahl wird hier jedoch keine Bedeutung haben, weil 
alle Geraden II zusammenfallende Punkte P^ und P^ verbinden, und 
zwar zweimal. 
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Findet eine Koinzidenz in einem nicht auf einer der Geraden a^, \,. 
Cj, rf^ liegenden Punkt der Fläche statt, so muß in jedem Punkt der 
Fläche Pg mit Pj koinzidieren. Dann wird also jeder Punkt der Fläche 
Ecke eines nach den gegebenen, eindeutigen Vorschriften konatrnierten, 
geschlossenen Vielecks sein. Die Voraussetzung hierfür läßt sich wenig- 
stens im oben genannten Fall, in welchem alle die gegeljenen 
Flächen durch dasselbe windschiefe Viereck a, b, c, d gehen, 
erfällen. Dann kann man nämlich nach einer willkürlichen Wahi der 
Funkte P^, P', P" . . , P'"""*) auch die letzte Korrespondenz zwischen 
Pl"""^' und Pj so bestimmen, daß P^ mit Pj zusaramenfällt. Im hier 
genannten Fall werden die Koinzidenzpunkte ac, ad, hc, bd, nur un- 
eigentliche Lösungen ergeben, indem nicht nur Pj und P^, sondern, 
alle Ecken in diesen Punkten zusammenfallen. Die Existenz eines 
eigentlichen geschlossenen Vielecks, das die gegebenen Be- 
dingungen erfüllt, wird also zur Folge haben, daß alle sol- 
che Vielecke sich von selbst schließen. — Im allgemeinen tritt die 
doppelte Unendlichkeit ein, wenn man weiß, daß Koinzidenzen in drei 
Punkten stattfinden, von welchen nicht zwei auf derselben Erzeugenden 
liegen. 

In dem andern Fall, der für eine geschlossene Folge von Flächen, 
deren jede die vorhergehende und nachfolgende in vier Punkten berührt, 
eintreten kann, hat man zwischen den Erzeugenden der Fläche (p^ die 
Beziehungen 

(2) (!,)A (»«.), (»,)Ä(«. 

Dann wird, außer a^ = a^ ^ 1, 

j3(ll, 2II)^(J(2I, 111) -0, 
und also 

I + 2,(1) + C(n) - 2 - I + 2,(11) + 5(1). 
Es wird daher entweder zwei Koinzidenzpunkte geben (g = 2), oder ein 
Ivegeischnitt wird Koinzidenzkurve sein (i;(I) = )j{II) = 1). Da der letzte 
Fall erst dann eintreten wird, wenn Koinzidenzen in drei Punkten der 
Fläche stattfinden, so muß er als Spezialfall betrachtet Verden. Dieser 
wird immer eintreten, wenn die Geraden P^P^ alle durch einen festen 
Punkt gehen, der dann Pol der Koiiizidenzkurve wird, und nur dann; 
denn die Beziehungen (2) werden durch drei gegebene Punktepaare 
FiPi vollständig bestimmt, auch dann, wenn diese alle koinzidierend 
sind; also können zwei Korrespondenzen mit derselben Koinzidenzkurve 
nicht verschieden sein. 

Projiziert man den Punkt Pj einer Fläche ip^ von einem festen 
Punkt Ä des Raumes aus auf dieselbe Fläche, — die Projektion sei P' 
— projiziert man hinwieder P' von einem festen Punkt Ä' aus in den 
Punkt P" usw., pt''-') von A'-''~^> aus in den Punkt P^, so wird man 
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zwisclieii Pj und Pj eine (1, l)-deutige Korrespomienz haben, die durch 
die Projektivitäten (1) oder (2) bestimmt wird, je nachdem r eine gerade 
oder ungerade Zahl ist. Daher lassen sieh unsere Koinzidenzbestim- 
mungen auf die Aufgabe anwenden; Einer Fläche zweiter Ordnung ein 
Vieleck einzusehreiben, dessen Seiten durch gegebene Punkte gehen. 

[146] Erster Korrespoudenzsatz für die Ebene. Da die 
Punkte einer Fläche zweiter Ordnung (1, l)-deutig auf eine Ebene ab- 
bildbar sind, so mnß man aus dem die Fläche betreffenden Korreapon- 
denzsatz einen ähnlichen für die Ebene herleiten können. Nur muß man 
dabei die Fundanaentalp unkte beachten, denen alle Punkte einer Kurve 
(Fundamentalkurve) entsprechen [93]. Zur Abbildung werden wir die 
Projektion von einem festen Punkt der Fläche aus benutzen. 

Sei A ein fester Punkt der Elache zweiter Ordnung qOj, P' ein be- 
weglicher Punkt derselben Fläche, P der Schnittpunkt der Geraden Af 
mit einer Ebene %. Fällt P' mit ^zusammen, so kann P ein willkürlicher 
Punkt der Geraden sein, in der die Tangentialebene an rp^ in A die 
Ebene nr schneidet. Fällt P in die Spur B (oder C) einer durch A 
gehenden Erzeugenden der Fläche 6' (oder c'), so kann P' ein will- 
kürlicher Punkt dieser Erzeugenden sein. Sonst ist der einem Punkt P 
entsprechende Punkt P' vollständig bestimmt, und umgekehrt. Die Er- 
zeugenden, die derselben Schar wie V augehören, werden in die durch 
G gehenden Geraden projiziert, und die Erzeugenden, die derselben Schar 
wie c angehören, in die durch P gehenden. 

Sei nun eine solche Korrespondenz zwischen den Punkten 
Pj und Pg der Ebene si gegeben, daß jedem Punkt P, ctj Punkte 
Pj und jedem Punkt Pj cc, Punkte Pj entsprechen, und wählen 
wir die Fläche rp^ und das Projekt ionszentrum so, daß keine Koinzidenz 
in den Fundamentalpunkten B und C stattfindet. Zwischen den Punkten 
Pj' und P,' wird dann eine durch dieselben Zahlen «^ und o.^ charakteristi- 
sierte Korrespondenz stattfinden. Die Zahl j3 der Punkte P, einer 
gegebeneu Geraden, deren entsprechende Punkte Pj auf einer 
anderen bestimmten Geraden liegen, können wir auf durch B 
und C gehende Gerade anwenden, und dadurch auf die diesen Geraden 
entsprechenden Erzeugenden der Fläche (p^. Man hat also, wenn wir 
durch einen Strich die der Fläche zugehörigen Zahlen bezeichnen, 

Ci = ß;, «2 = «;, ^ = ^'(11, 2n) = ^'(2i, iii). 

Die Anzahl der isolierten Koinzidenzpunkte in der Ebene 
wollen wir % nennen. Wir nehmen auch eine Koinzdenzkurve von 
der Ordnung i; an, in deren Punkten immer eine solche Koinzidenz 
entsprechender Punkte Pj und Pj stattfindet, daß PiP^ gleichzeitig eine 
bestimmte Grenzlage erhält. Die Umbüilungskurve dieser Grenzlagen 
nennen wir die Koinzidenzenveloppe und bezeichnen ihre Klasse 
mit %. Wir wollen noch die Anzahl der Punkte P, (oder P^) auf 
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einer gegebenen Geraden, denen andere Punkte P^ (oder P^) derselben 
Geraden entsprechen, y nennen. I^nu iat 

(1) ß-r + 1, 

was man daraus ersieht, daß die einander entsprechenden ß Punkte 
zweier Geraden, immer wenn diese zusammenfallen, entweder ebenfalls 
zusammenfallen oder entsprechende Punkte einer Geraden sein müssen. 
Man könnte y die Anzahl der einander entsprechenden Pnnktepaare 
einer Geraden nennen, muß aber dann daran erinnern, daß im Fall einer 
Involution ein Punkt eines Punktepaares sowohl dessen Punkt Pj als 
auch Punkt P^ sein kann, bo daß das Punktepaar zweimal in y mitzu- 
zählen ist. 

Die Korrespondenz zwischen den Punkten P/ und P,' hat, außer 
den Projektionen der ^ Koinzidenzpunkte in der Ebene, y Koinzidenz- 
punkte, die in den Punkt Ä fallen, da so viele Punktepaare P1P3 auf 
der A entsprechenden Geraden BC liegen. Den 1) Schnittpunkten 
einer durch B oder G gehenden Geraden mit der Koinzidenzkurve in der 
Ebene entsprechen Schnittpunkte einer Erzeugenden der Fläche (p^ mit 
der Koinzidenzkurve auf q>^, und den durch B oder gehenden £ Tan- 
genten an die Koinzidenzenveloppe entsprechen auf gjj Erzeugende, die 
auf der Koinzidenzkurve koinzidierende Punktepaare verbinden. 

Also ist mit den hier und in [142] benutzten Bezeichnungen 

i + r-r, .j-?'ci)-v(u), £-r(i)-au). 

Durch Einsetzen der mit Strichen versehenen Zahlen in die Formeln 
von [142] findet man 

Diese Gleichung kann man wegen (1) entweder in der Form 

(2) i + 7i + i^c., + a,+ ß 
oder in der Form 

(2') I + s - B, + «, + r 

schreiben und in Verbindung mit (1) benutzen. 

Die Regeln für die Abzahlung zusammenfallender Lösungen [lOö] 
lassen sich auf Korrespondenzen in einer Ebene übertragen (vgl [142]). 

[147] Koinzideuzpunkte projektiver ebener Figuren in 
derselben Ebene. Sind die Punkte einer Ebene projektiv aufein- 
ander bezogen, und sind P^ und Pg beliebige homologe Punkte, so ist 
bekanntlich «j = «^ = 1 . Auch wird (5=1, weil den Punkten P, einer 
Geraden a die Punkte einer anderen Geraden entsprechen, und diese Gerade 
die Gerade h in einem Punkte schneidet. Die Gleichung [146] (1) er- 
gibt dann entweder 7=1, ); = oder y=-0, »; — 1. Da es im ersten 
Falle keine Koiozidenzkurve gibt, so wird es auch keine Koinzidenz- 
enveloppe geben, also wird ^ = 0. Sodann ergibt (2) ^ = 3; es wird 
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also drei Koinzidenzpnnkte geben; zwei von ihnen oder alle drei können 
in Grenzfällen zusammenfallen. 

Im Falle r = 0, ij- 1 ergibt die Formel (2) | + £=-2. Da die 
KoinzidenzkuiTe eine Gerade ist, so muß die entsprechende Koinzidenz- 
enveloppe Spezialfall der Umhüllungskurve der Geraden sein, die Punkte 
Pj einer Geraden a mit den entsprechenden Punkten Pj verbinden. 
Diese Umhüllungskurve ist im allgemeinen von der Klasse cc^ + y, was 
man durch Abzahlung ihrer durch einen Punkt von a gehenden Tan- 
genten findet. Hier wird also g ^^ 1, die Koinzidenzenveloppe somit ein 
Pankt. Man findet nun ^ = 1, d. h. es gibt einen Koinzidenzpuukt. 
Übrigens ist der betrachtete FaU derjenige, in welchem die projektiven 
Figuren in perspektiver Lage sind; der Koinzidenzpunkt wird mit 
der Koinzidenzenveloppe im Perspektivitätazentrum zusammenfallen. 
Die Koinzidenzkurve ist die Perspektivitätaachse. 

Es ist kaum nötig zu bemerken, daß dieser Fall sich auch als Grenz- 
fall einer allgemeinen Projektivität in der Ebene betrachten läßt; dabei 
werden auf ganz gewöhnliche Weise zwei der drei Koinzidenzpunkte 
durch unendlich viele ersetzt. 

Durch Betra«htung des allgemeinen Falles (y^l, sj = 0) findet 
man, daß der Ort der Schnittpunkte der entsprechenden Strahlen zweier 
projektiven Bündel im allgemeinen eine Baumkurve dritter Ordnung 
ist, und daß die Aufgabe ein windschiefes K-Eek zu konstruieren, dessen 
Seiten durch gegebene Punkte gehen und dessen Ecken auf gegebenen 
Ebenen liegen, drei Lösungen hat. 

In ähnlicher Weise lassen sich die Formeln (1) und (2) auf die 
Figuren in derselben Ebene anwenden, die durch eine sogenannte Cre- 
monatranaformation verbunden sind. Auch dann ist (i;j = ffj = l, ß 
ist die Ordnung n der Transformation, d. h. die Ordnung der Kurven, 
die in jeder Figur den Geraden der anderen entsprechen. Im allge- 
meinen werden die Figuren keine Koinzidenzkurve haben. Daher ist 
7j = g = und also wegen (1) y^n; wegen (2) werden 2 + w Punkte 
den Figuren entsprechend gemeinsam sein. Daß die Figuren Fundamental- 
pnnkte haben, denen aUe Punkte einer Kurve entsprechen, spielt bei einer 
allgemeinen Lage der Figuren für ihre gegenseitige Beziehung keine 
RoUe. Nur wenn eine Fundamentalkurve durch den entsprechenden 
Fundamentalpuukt geht, wird dieser offenbar unter die Koinzidenzen zu 
zählen sein. 

[148] Kegel In einem Bändel von Flächen zweiter Ord- 
nung.^) Wir werden den in [146] gefundenen Satz dazu verwenden, den 
Ort der Scheitel der einem Bündel von Flächen zweiter Ordnung znge- 

1) Wir haben zwar in [35] 6 andere Mittel zur Lösung einer die vorliegende 
ninfae senden, allgemeineren Aufgabe angegeben; die vorliegende gibt aber ein 
gutes Beispiel für die Anwendung von [146] ab. 
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hörigen Kegel zu bestimmen. Durcli einen solchen Scheitel gehen die 
Polarebenen vier beliebiger fester Punkte K, L, M, N in Beziehung 
auf den Kegel, und umgekehrt wird, wenn K, L, M, N nicht in einer 
Ebene liegen, die genannte Bedingung dafür genügen, daß eine Fläche 
zweiter Ordnung ein Kegel und der Schnittpunkt der vier Polarebenen 
sein Scheitel ist. Wir nennen nun eine willkürliche Fläche des Bündels 
^j, die Polarebenen der vier Punkte x, A, fi, v, ihre Spuren auf einer 
festen Ebene x Je, l, m, n. Die Ordnung des gesuchten Ortes ist dann 
die Anzahl solcher Punkte in der Ebene a, durch die alle die einer 
Fläche ^j entsprechenden Geraden h, l, m, n gehen. 

Sei nun P^ ein willkürlicher Punkt der Ebene :v. Es wird dann 
1 Bündel eine Fläche t^g von der Art geben, 
a. Beziehung auf sie sowohl P, und K als 
auch J*, und L konjugiert 
sind; denn daß zwei konju- 
gierte Punkte bei der Be- 
stimmung einer Fläche zwei- 
ter Ordnung denselben Einfluß 
ausüben wie ein gegebener 
Punkt, kann man entweder 
durch das einfache Korre- 
spondenzprinzip oder durch 
Betrachtung dea Falles, in welchem die konjugierten Punkte zusammen- 
fallen, erkennen; analytisch wird sich denn auch diese Bedingung 
linear ausdrücken. Die Spuren m und n der Polarebenen der Punkte 
M und N in Beziehung auf dieselbe FKche schneiden sich also (Fig. 32) 
in einem durch Pj eindeutig bestimmten Puukt Pj und ebenso bestimmt 
Pg eindeutig Pj. In der Korrespondenz zwischen den Punkten Pj und 
P^ ist also 

Oj = «j = 1 . 
Um die Anzahl ß zu finden, wählen wir auf einer festen Gerade b der 
Ebene a einen Punkt B^. Die Flächen des Bundeis, bezüglich der 
Bj und M konjugiert sind, bilden einen Büschel, und die Polarebenen 
X und X der Punkte K und L in Beziehung auf die Flächen dieses 
Büschels bilden zwei projektive Büschel, ihre Schnittpunkte A^ und Ä^ 
mit einer anderen festen Gerade a der Ebene x also projektive Punkt- 
reihen. Diese haben zwei Punkte entsprechend gemeinsam, die je in Be- 
ziehung auf eine Fläche ij!^ des Büschels sowohl mit K als auch mit L 
konjugiert sind Die Polarebenen des Punktes N in Beziehung auf diese 
Flächen treffen t m zwei dem Punkte S^ entsprechenden Punkten B^. 
Ebenso entspiechen zwei Punkte £^ dem Punkte JB^. Ihre vier Koin- 
zidei zpunkte sind die Punkte P^ der Geraden h, die Punkten Pj der 
Geraden J entspre hen ilao ist /5 = 4 . Da es bei dieser Bestimmung 
ganz glei hgultig ist ob b von a verschieden ist oder nicht, so ist auch 
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y = 4, also ^ = und damit auch £ = 0. [146] (2) ergibt also 1 — 6, und 
die gesuchte Kurve ist von der sechsten Ordnmig. 

[149] Anderer Beweis des SalphenBchen Satzes über 
Strahleukongraeiizeu. Als Einleitung zu den Untersuchungen in 
[150] über etwaige Doppelstrahlen einer Kongruenz werden wir hier 
auch den Korrespondeiizsatz für die Ebene zur Bestimmung der gemein- 
schaftlichen Strahlen zweier Kongruenzen von den Ordnungen n, uod 
«2 und den Klassen n[ und n'^ anwenden. Diese Bestimmung wird je- 
doch eigentlich von der schon in [144] untemomnienen nur dadurch ab- 
weichen, daß wir jetzt die damals benutzte Fläche zweiter Ordnung q>^ 
durch zwei Ebenen tc und x ersetzen. Wir werden nämlich das Ent- 
sprechen der Punkte Pj und P^ betrachten, in denen die Ton einem 
Punkt Q der Ebene x ausgehenden Strahlen der zwei Kongruenzen die 
Ebene jr schneiden. Auch für diese Korrespondenz ist 
Ui = a^ — WiWä- 

Die Strahlen der zwei Kongruenzen, die beziehungsweise eine Ge- 
rade a und eine Gerade b der Ebene n schneiden, werden Regelflächen 
von den Ordnungen n^ + n[ und »^ 4- n'^ erzeugen [31]. Durch ihre ge- 
meinschaftlichen Schnittpunkte mit x gehen die ß Geradenpaare, die ent- 
sprechende Punkte Pj auf a und Pj auf b bestimmen. Also ist 

Die Spur s der Ebene « auf re wird WjWa-fache Koinzidenzkurve 
sein, weil durch ihre Punkte n,n^ Paare entsprechender Strahlen gehen, 
und sie wird die einzige Koinzidenzkurve sein, wenn man nicht eben re 
durch eine der gesuchten gemeinschaftlichen Strahlen der Kongruenzen 
gelegt hat, und wenn diese sich nicht in einer Regelfläche schneiden 
(d. h. wenn sie nicht beide diese enthalten). Also ist 
jj = «j «j . 

Um die Klasse £ der entsprechenden Koinzidenzenveloppe zu finden, 
kann man ihre durch einen willkürlichen Punkt M der genannten Spur 
s gehenden Tangenten abzählen Diese werden erstens die n^n^ Spuren 
der Ebenen sein, die die durch M gehenden Strahlen der zwei Kon- 
gruenzen verbinden, und zweitens die (wiWg + «jK3)-mal zu zählende 
Spur s selbst. Letztere Zahl findet man, wenn man mittels des ein- 
fachen Korrespondenz Satzes untersucht wie oft zwei Strahlen der zwei 
Kongruenzen sowohl s m demselben Punkte schneiden, als auch in der- 
selben durch s gehenden Ijbene liegen Durch Addition findet man 

5 = n^Ko -j- H^H„ -r %Ma - 

Nun ergibt die Formel [146] (2) 

Die I Koinzidenzpunkte müssen Strahlen der zwei Kongruenzen 
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angehören, die sowohl a als auch x in denselben, unter sich versehie- 
denen Punkten sehneiden, also zusammenfallen. 

Hier haben wir jedoch (wie in [144Jj vorausgesetzt, daß die Kon- 
gruenzen nicht eine gemeinschaftliehe Regelfläche enthalten. Gibt es 
eine solche, und zwar von der Ordnung u, so wird ihre Spur auf w eine 
neue Koinzidenzkurve sein. Die entsprechende Koinzidenzenvelo ppe wird 
die Spur der abwickelbaren Fläche sein, deren Tangentialebenen Grenz- 
lagen solcher Ebenen QP^T^ sind, in welchen zwei von einem Punkt Q 
der Ebene x ausgehende Strahlen der Kongruenzen zusammenfallen, 
wenn sich Q auf x der Spur der bereits genannten Regelfläche nähert. 
Kennt man auch die Klasse t dieser abwickelbaren Fläche, so wird sieh 
für die Anzahl der isolierten, den Kongruenzen gemeinschaftUchen Strah- 
len der Wert 

Mj»3 + «jMg — « — t 

ergehen, 

[ISO] Anwendung derselben Methode anf das Zusammen- 
fallen von Strahlen einer Kongruenz. Wenden wir dasselbe Ver- 
fahren auf verschiedene Strahlen einer Kongruenz an, so werden vor- 
kommende eigentHebe Doppelstrahlen erster Art [43] isolierte und zwar 
zweimal zu zählende Koinzidenzp unkte ergeben, wie in [149] die Strahlen, 
die zwei Kongruenzen gemeinschaftlieh waren, je einen ergaben. Wir 
haben zwar in [43] gesehen, daß Doppelstrahlen nicht notwendig vor- 
kommen, wir können aber der zu untersuchenden Kongruenz solche 
beilegen und annehmen, daß sie d^ eigentliche Doppelstrahlen erster 
Art, dg eigentliche Doppelstrahlen zweiter Art, S punktdoppelte und 
S' ebenen doppelte Strahlen enthalte. Die Existenz einer oder mehrerer 
Gattungen von Kongruenzen, die durch gegebene, bestimmte Werte 
dieser Zahlen und der Ordnung n, der Klasse n und des Ranges r 
charakterisiert werden, muß jedoch in jedem Falle gesichert werden. 

Wir werden voraussetzen, daß die Kongruenz keine anderen Singu- 
laritäten hat, die besondere Bedingungsgleichungen erfordern würden, 
also keine unendliche Schar von Doppelstrahlen und keine Brennkurve, 
was ja auch wenigstens für hinreichend hohe Werte von «, n und r 
und hinreichend kleine von ä^, d^, d und d" erlaubt ist. 

Die Ordnung ?« und die Klasse m' der Brennfläehe wird [104] durch 
die Gleichungen 

{m = 2n(n — 1) — 2r 
m"^ 2n{n -l)-2r 
bestimmt. Hieraus können wir die folgenden Anzahlen ableiten, die wir 
ebenfalls benutzen werden. Die Ordnung (und Klasse [87]) s des Orts 
der Strahlen der Kongruenz, deren Berührung mit der Brennfläehe auf 
ihrer Schnittkurve mit einer festen Ebene stattfindet, ist 
(2) S-». + 2«'-2(„»'-r). 
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Seine SchnittkurTe mit der festen Ebene besteht nämlich aus der Schnitt- 
kurve dieser Ebene mit der Brennfläche und aus den zweimal zu zählen- 
den n' in der Ebene liegenden Strahlen, die den genannten Schnitt 
je in ihren zwei Fokalpnnkten berühren. Ebenso ist die Klasse (und 
Ordnung) s' des Orts der Strahlen der Kongruenz, deren Berührung mit 
der Brennfiäehe auf ihrer Berühiningskurve mit einem umheschriebenen 
Kegel stattfindet, 
(3) s' = m" + 2« = 2(nn' — r) = s. 

Wir bezeichnen mit Pj und P^ die Schnittpunkte, in denen zwei 
Strahlen der Kongi-uenz, die durch einen Punkt Q einer gegebenen 
Ebene x gehen, eine andere gegebene Ebene te schneiden. Für die Kor- 
respondenz zwischen 1\ und Pj erhä,lt man sogleich die Zahlen 
«1 = % = n(n — 1). 

Die Strahlen der Kongruenz, die eine Gerade a oder h in der Ebene 
re schneiden, werden x in Kurven von den Ordnungen n -{- n' treffen [31]. 
Von den (« -f- n')^ Schnittpunkten dieser Kurven werden n in den Schnitt- 
punkten der Ebene x mit den durch den Schnittpunkt (ab) gehenden 
Strahlen hegen, n' in den Schnittpunkten der Geraden {itx) mit den 
n in jr liegenden Strahlen. Die übrigen 

werden die Schnittpunkte der Ebene x mit den durch Punkte P^ von a 
und Pg von 6 gehenden Strahlen sein. 

Die Schnittlinie (ptx) wird ^n(n — I)-mal als doppelt zählende 
Koinzidenzkurve auftreten, doppelt zählend, weil die sieh schneidenden 
Strahlen verschieden sind (vgl. Schluß von [146]). Außerdem wird die 
Korrespondenz eine einfache Koinzidenzkurve haben, nämlich die Schnitt- 
linie mit dem Ort der Strahlen, die die Brennfiäehe in ihrer Schnittlinie 
mit X berühren. Die Ordnung s dieser Kurve haben wir eben in (2) 

[den. Somit ist 

7j = «(m — 1) -f s. 

Um die Klasse der dem ersten Teil dieser Koinzidenzkurve ent- 
sprechenden Koinzidenzenveloppe zu finden, suchen wir die Anzahl ihrer 
durch einen willkürlichen Punkt der Geraden (otk) gehenden Tangenten. 
Deren wird es -j-«(« — 1) geben außer denen, die mit der Geraden (xx) 
selbst zusammenfallen; die Anzahl letzterer ist r. Die Einhüllende ist 
also von der Klasse J-«(w — 1) + »• und muß, weil sie, wie bereits er- 
wähnt, doppelt zu rechnen ist, als Koinzidenzenveloppe von der Klasse 
n(n — 1) ^- 2r gezählt werden. — Der andere Teil der Koinzidenz- 
enveloppe wird die Spur der abwickelbaren Fläche sein, deren Tangen- 
tialebenen durch solche konsekutive Strahlen der Kongruenz gehen, die 
sich auf X, also auf der Schnittlinie der Brennfläche mit dieser Ebene 
schneiden: diese Ebenen werden die Brennfläche in den andern Fokal- 
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punkten der Strahlen berühren, die auf x liegende Fokalpunkte haben. 
Die Klasse dieser abwickelbaren Fläche ist zugleich Ordnung der Kurve, 
in deren Punkten (Fokalpuiikten) sich solche konsekutive Strahlen 
schneiden, deren Ebenen (Fokalebenen) durch einen festen Punkt K 
gehen. Diese Kurve und die eben genannte abwickelbare Fläche habea 
also Eigenschaften, die sich dualistisch entsprechen. Nennen wir die 
Zahl, die gleichzeitig die Klasse der abwickelbaren I'Iache und die Ord- 
nung der Kurve angibt, q, so ist für unsere Korrespondenz 

t = n(n-l) + 2r + q. 

Die Spur eines eigentlichen Doppelstrahls erster Art wird doppelter 
Koinzidenzpunkt sein; andere solche Punkte wird es nicht geben; denn 
sowohl die Schnittpunkte der Geraden (rox) mit der Brenniläche, als 
auch die Spuren der Doppelstrahlen zweiter Art und der puuktdoppelten 
Strahlen treten lediglich als Punkte beziehungsweise Doppelpunkte 
der Koinzidenzkurve auf. Also ist ^ — 2d^. Durch Einsetzen in die 
Formel [146] (2) findet man 

2di + n(n—l) + s + n(n — l) + 2r + q = 2n{n-l) + (n + ny-n — n', 

und durch Einsetzen des Ausdrucks (2) für s 

(4) g = „s 4- k'3 _ »i _ ,i' ~ 2d^. 

Wegen der bereits erwähnten doppelten Bedeutung der Zah! q war 
es vorauszusehen, daß der Ausdruck in Beziehung auf n und «' sym- 
metrisch sein muß. — Die Einführung der eigentlichen Doppelstrahlen 
zweiter Art, der p unkt doppelten und der ebenendoppelten Strahlen hat 
auf den Ausdruck für q keinen Einfluß gehabt. 

Für die Werte » = n' = 2, die immer di = zur Folge haben, weil 
Doppelatrahlen von Kongruenzen zweiter Ordnung und zweiter Klasse 
immer zweiter Art sind (vgl. [104]), findet man z. B. g = 4. Für die 
Hirstschen Kongruenzen ist dieses Resultat leicht direkt nachzuweisen. 

[ISl] Zweiter und dritter Korrespoudenzsatz für die Ebene. 
Dem Satze [146] über die Koinzidenz zweier korrespondierender Punkte 
in der Ebene kann man natürlich "den ihm dualistisch entsprechenden 
Satz über die Koinzidenz zweier korrespondierender Geraden in einer 
Ebene gegenüberstellen, der als der zweite Korrespondenzsatz für 
die Ebene bezeichnet werden mag. Allein sowohl dieser als auch die 
auf ein Strahlen- und Ebenenbündel sich beziehenden Satze, die sich an 
jenen anschließen, werden mittels so einfacher Vertauschungen gebildet, 
daß sie keiner besonderen Formulierung bedürfen. 

Dagegen kann es in der Ebene noch eine Korrespondenz zwischen 
ihren Punkten P und Geraden g geben, und auf diese bezieht sich der 
dritte Korrespondenzsatz. Wir nehmen an, daß jedem Punkte P 
y Gerade g entsprechen und jeder Geraden g % Punkte P, weiter daß 
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es & Verbindungen zwischen einem Punkte P, der auf einer gegebenen 
Geraden a liegt, und einer entsprechenden Geraden g, die durch einen 
gegebenen Punkt B geht, gibt. Dann wird der Ort der Punkte P, die 
auf entsprechenden Geraden g liegen, von der Ordnung y + ^ und die 
Umhüllungskurve der Geraden g, die durch entsprechende Punkte F 
gehen, von der Klasse rc + S- sein. Dies ergibt sich sogleich durch An- 
wendung des einfachen Eorrespondenzsatzea zur Abzahlung der Schnitt- 
punkte des Ortes mit einer beliebigen Geraden und der Tangenten an 
die Umhüllungskurve, die durch einen beliebigen Punkt gehen. 

Ein Koinzidenzpunkt, dem alle durch ihn gehenden Geraden ent- 
sprechen, liefert den Beitrag 1 zu der genannten Klasse, und den Bei- 
trag zu der genannten Ordnung. Das Umgekehrte gilt für eine Ko- 
inzidenzgerade, der alle auf ihr liegenden Punkte entsprechen. 

Für zwei ebene Gebilde derselben Ebene, die sich dualistisch ent- 
sprechen, hat man y = st = # = 1. Die auf ihren entsprechenden Ge- 
raden liegenden Punkte und die durch ihre entsprechenden Pnnkte 
gehenden Geraden erzeugen dann Kegelschnitte. 

[152] Korrespoudeuz zwischen den Funkten einer wlU- 
kürliclisn Fläche; ihre Wertigkeit; zusammengesetzte Eor- 
respoudeuzeu. Wie wir in [146J die (1, l)-deutige Abbildung einer 
Fläche zweiter Ordnung auf eine Ebene benutzt haben, um aus dem für 
die Fläche gültigen Korrespondenzsatz einen für die Ebene geltenden 
abzuleiten, wobei wir auch in umgekehrter Ordnung hätten verfahren 
können, so läßt sich aus dem Korrespondenzsatz für die Ebene ein sol- 
cher für jede auf die Ebene (1, l)-deutig abbildbare Fläche herleiten. 
Was man dadurch erreicht, ist jedoch in einem noch allgemeineren Kor- 
respondenzsatz inbegriffen, der auf alle algebraischen Fachen anwend- 
bar ist.^) 

Wir werden annehmen, daß die algebraische Fläche q> von der Ord- 
nung m, von dem Bange m' und von der Klasse m" sei, und daß sie 
weder eine Rückkehrkurve noch isolierte Doppelpunkte oder mehrfache 
Punkte, dagegen eine Doppelkurve von der Ordnung b habe. Die in einen 
Punkt der Doppelkurve fallenden Punkte verschiedener Mäntel der Fläche 
werden nicht als koinzidierend betrachtet. Die Fälle, in welchen die 
Fläche andere Singularitäten hat, lassen sich jedoch (vgl. [94]) unter die 
hier betrachteten allgemeineren einbegreifen. 

Das Entsprechen der Punkte P, und P^ einer solchen Flache werden 
wir durch Zahlen bestimmen, die wir ebenso wie in [146], wo es sieb 
um das Entsprechen der Punkte einer Ebene handelte, benennen wollen: 
einem Punkt Pj entsprechen a^ Punkte P^, einem Punkt P, Oj Punkte 
Pi; auf einem ebenen Schnitt der Fläche liegen ß Punkte P,, deren 

1) Siebe meine Mitteilnugen in den Comptea rendaa de l'Academie des Sciences, 
t. 143, S. 491 U. 535 (1908). 
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entsprechende Punkte P^ auf einem anderen ebenen Schnitt hegen; die 
Anzahl der isolierten Koinzidenzpunkte (für welche die Grenzlage der 
die zusammenfallenden Punkte Pj und Pj verbindenden Geraden eine 
ganz willkürliche Tangente an g; im Komzidenzpunkte ist) nennen wir 
I, die Ordnung der Ko'inzidenzkurve ri und die Ordnung der Kegelfläehe, 
deren Erzeugende die in den Punkten der Koinzidenzkurve zusammen- 
fallenden Punkte Pj. und Pj verbinden, t. Hierzu fügen wir noch die 
Benennung o für die Anzahl der Schnittpunkte der Koinzidenzkurve 
mit der Berührungskurve eines umbeschriebenen Kegels. Wenn dieF^che 
keine Doppelkurve hat, werden diese Punkte die Schnittpunkte der Ko- 
iuzidenzkurve mit einer ersten Polare sein, and man hat dann (a^rj(n—l). 
Sonst muß man die Schnittpunkte der Koinzidenzkurve mit der Doppel- 
kurve abziehen. 

Für die einfachste Art der Bestimmung entsprechender Punkte wird 
man dann, wie wir in [153] und [155] beweisen werden, die folgende 
Gleichung erhalten: 

(1) | + , + 5-m-«, + «, + Ä-i(J+l), 

WO 

(2) I-m"-2m'+3m-4- 

die bereits in [93] (10) aufgestellte „relative Invariante" ist, die bei der 
Bestimmung der Differenz der Anzahlen von Fundamentalpunkten zweier 
einander entsprechender Flächen benutzt ward, und wo k sich einfach 
bestimmen läßt. Wie für das mehrdeutige Entsprechen der Punkte einer 
Kurve werden wir aber auch hier die Gleichung (2) für alle alge- 
braisch bestimmbaren Korrespondenzen der Punkte einer 
Fläche aufstellen. Dies ist jedenfalls erlaubt, da sich der Wert von 
]c, der sowohl positiv als auch negativ, ganz oder gebrochen sein kann, 
jedenfalls aus der Gleichung (2) bestimmen läßt. Die Lösung der vor- 
liegenden Aufgabe wird nun aber in einer direkten Bestimmung der 
Zahl ft, die wir die Wertigkeit der Korrespondenz nennen, bestehen. 
Wenn die Gruppe der Punkte P^, die demselben Punkt P, 
in einer Korrespondenz mit der Wertigkeit k entsprechen, 
sich algebraisch so in kleinere Gruppen spaltet, daß i' in 
jeden Punkt Pj' einer Gruppe, i" in jeden Punkt P^" einer an- 
deren usw. fallen; uud die Korrespondenz zwischen P^ und 
Pj' die Wertigkeit Ä:' hat, die zwischen P, und P/ die Wertig- 
keit h" usw., so ist 

(3) h-i'}c' + i"k"+--- 

Wie der entsprechende Satz über die Korrespondenz der Punkte 
einer Kurve [119], folgt dieser Satz daraus, daß dieselbe Relation zwi- 
schen den den Korrespondenzen zugehörigen Zahlen c^, «g, ß, co^ ^, ij, 
£ stattfindet, und daß für eine gegebene Fläche k durch diese Zahlen 
linear ausgedrückt wird. 
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Die Bestimmung der Wertigkeit ist auch noch in solchen Fällen 
auszuführen, in welchen aj="0 ist. Fallen alle Punkte Pg, die den ver- 
schiedenen Punkten Pj entsprechen, in einen festen Punkt A, so ist 
^1 = ^1 ^^il einem beliebigen Paukt Pg der Fläche kein Punkt Pj ent- 
spricht; ebenso wird ß^O, k^ = 1, 1=1, tj = g= m = 0. Die 
Wertigkeit der Korrespondenz ist also null, oder man kann auch hier, 
wie bei der Korrespondenz auf einer Kurve, die festen Punkten P^ ^^ 
die Gesamtgruppe der Punkte Pj nach Belieben mit aufnehmen oder 
nicht. 

Auch wenn alle Punkte F^, die den Punkten Pj der Fläche qc ent- 
sprechen, auf eine Kurve c„ fallen, ist a^ = 0, «^ ist die Anzahl der 
Punkte Pj der Kurve c„, die einem beliebigen Punkt P^ der FKche 
entsprechen. Es geht übrigens aus [153] hervor, daß auch eine solche 
Korrespondenz die Wertigkeit hat, wenn die einem beliebigen Punkt 
P^ der Fläche entsprechenden Punkte P^ ihre Schnittpunkte mit einer 
Kurve sind, die durch Pj bestimmt wird und auf einer anderen durch 
c„ gebenden Fläche liegt. Eine solche Korrespondenz läßt sich dann 
auch aus einer zusammengesetzten Korrespondenz ausscheiden. Weil 
wir diesen Umstand schon in [155] anwenden werden, heben wir her- 
vor, daß der hier benutzte Fall des Satzes [153] jener ist, für welchen 
wir ihn bereits in [153] 1 beweisen werden. 

[163] Hauptsatz über die Korrespondenz zwischen Punk- 
ten, die durcli Kurven ausgeschnitten werden; Bevreis für 
einigte SpezialffiJle. Wenn die Punkte Pg einer Fläche <p, die 
einem beliebigen Punkt Pj derselben Fläche entsprechen, ihre 
nicht in P^ fallenden Schnittpunkte mit einer durch P^ be- 
stimmten Kurve c^ sind, die bereits k in den Punkt Pj fallende 
Schnittpunkte mit <p hat, so wird die Korrespondenz zwischen 
den Punkten Pj und Pj die Wertigkeit k haben. Feste Schnitt- 
punkte kann mau nach Belieben unter die Punkte P^ mitzählen oder 
nicht [152]. 

Wie wir es bei dem Cayley-Brillseheu Satz in [117] und [118] 
machten, werden wir auch hier damit anfangen, den ausgesprochenen 
Satz in den FäUen zu beweisen, in welchen entweder k — oder c^ 
aus h durch Pj gehenden Geraden besteht. 

1. Wenn k = ist, geht eine Kurve c^ nicht durch den ent- 
sprechenden Punkt Pj; ihre mr Schnittpunkte mit der Fläche <p sind 
also Punkte P^, wenn man darunter etwaige feste Schnittpunkte einbe- 
greift. Also wird ßg = mr. Wir werden nun den Ort der Schnittpunkte Q 
der deu Punkten P^ entsprechenden Kurven c^ mit den Geraden AP,, die 
die Punkte Pj mit einem festen Punkt A des Raums verbinden, auf- 
suchen. Söi Pj" der Schnittpunkt einer Geraden AP, mit einer Ebene ar, 
Pj' die Schnittpunkte der dem Punkt Pj zugebörigeu Kurven c^ mit 
derselben Ebene, Einem Punkt Pj' werden dann mr^ß^ Punkte Pj' 
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entsprechen. Durch einen Punkt P^ der Fläche gehen «j Kurven c , 
nämlich die, die dem entsprechenden Punkte Pj zugehören. Ebenso- 
viele müssen durch einen beliebigen Punkt des Raumes, also auch durch 
einen Punkt P/ der Ebene x gehen. Dem Punkt P^' werden also a^ 
Punkte Pj' entsprechen. Die den Pnnkten Pj' einer Geraden g der Ebene 
31 entsprechenden Punkte P^' liegen auf der Fläche, welche durch die 
Kurven e^ erzeugt wird, die den Punkten P, der Schnittkurve der Fläche 
ip mit der Ebene Ag entsprechen. Diese schneidet einen anderen ebenen 
Schnitt von 9; in ;3 Punkten und muß also von der Ordnung - - sein und 
eine Gerade der Ebene tc in ebensovielen Punkten schneiden. Bezeich- 
nen wir nun die der Korrespondenz in der Ebene tu zugehörigen Zahlen 
durch Beifügung eines Striches zu den in [146] benutzten Bezeich- 
nungen, so wird 



Weiter ist rf — 0, £'=-0, da der gesuchte Ort jedenfalls nicht für einen 
beliebigen Punkt A eine Fhiche sein kann. Man findet also 

(1) r-"'.+",+i-- 

Pj' und P^' können auf doppelte Weise zusammenfallen. Es geschieht 
erstens in den ij Schnittpunkten der Ebene % mit der Koiuzidenzkurve 
der Korrespondenz zwischen P, und P^ auf der Fläche, und zweitens, 
wenn Q ein im allgemeinen von P■^ verschiedener Schnittpunkt von c^ 
mit ÄP^ ist, der nur die sogleich zu nennenden Koinzidenzen mit 
Pi hat. 

Die Anzahl der Koinzidenzen von Pj und Q werden durch den 
einfachen Korrespondenzsatz bestimmt, und zwar benutzen wir diesen 
in der Gestalt, die wir ihm in [107] gegeben haben. Die Ordnung des 
Ortes der Punkte Q, von denen jetzt die Rede ist, ist %'—i], wo |' 
durch (1) bestimmt wird. Abgesehen von den nach A fallenden k, Punkten 
Q, die ja auf den durch A gehenden Kurven Cj liegen, wird jede durch 
A gehende Ebene diesen Ort und den Ort der entsprechenden Punkte 
Pj in entsprechenden, also in gleich vielen Punkten sehneiden. Der Ort 
solcher Punkte P^ ist daher von der Ordnung |' — ij — Kj. Die Anzahl 
der eine behebige Gerade g schneidenden Geraden P^^, die ja in der 
Ebene Ag liegen müssen, ist ebenfalls |' — i; — « . Die Anzahl der Koin- 
zidenzen von P, und Q ist also 

s' — 1 + r — li — «1 — (s — 'j — «1) = I' — ^? ■ 

Unter den Punkten, in denen diese Koinzidenzen von P^ und Q 
stattfinden, finden sich einige der | Koinzidenzpuukte der Korrespon- 
denz der Punkte P^ und Pj der Fläche, nämlich solche, in denen der 
Punkt P, auf die ihm zugehörige Kurve c^ fäUt, ohne daß die Ebene die 
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durch Pj und die Tangente an c^ geht in dem Punkte, dem Pj sich iiähei-t, 
eine bestimmte Grenzlage bekommt (was für Punkte der Koinzidenzkurve 
stattfinden würde). Die Anzahl solcher Koiuzideiizpunkte von T^ und Pj 
nennen wir |,. Außerdem gibt es aber %^ andere auf der Koinzidenz- 
kurve liegende Koinzidenzpunkte, in welchen c^, und also auch die ge- 
nannte Grenzebene, (f^ berührt. In einem solchen Punkt fällt im allge- 
meinen kein Punkt § mit Pj zusammen; dies ist nur der Fall, wenn die 
genannte Grenzebene durch A geht. Das wird aber für gewisse andere 
Punkte der Koinzidenzkurve eintreten. Nennt man ihre Anzahl k, so ist 

(2) g^+x=r-»!=<.,+«,+^-^. 

Die Anzahl X begegnet uns auch bei der Bestimmung der Ordnung 
t, der Regelfläche, deren Erzeugende die auf der Koinzidenzkurve zu- 
sammenfallenden Punkte Pi nud Pg verbinden. Eine solche Erzeugende 
ist in ihrem Berührungspunkt P^ mit q? Schnittlinie der Tangentialebene 
an 9> und der eben genannten Grenzebene. Durch einen Punkt M^ einer 
Geraden a gehen, wie wir schon in [152] vorausgesetzt haben, <a Ebenen, 
die ip in einem Punkt der Koinzidenzkurve berühren; die entsprechen- 
den Grenzebenen bestimmen also auf a w Punkte Jl/j . Durch M^ gehen 
k Grenzebenen, die je einen Punkt 'M^ bestimmen; M^ und M^ koiuzi- 
dieren, wenn entweder die beiden entsprechenden Ebenen zusammen- 
fallen — dann ist, wie wir eben sahen, der ihnen entsprechende Punkt 
Pi einer der |j auf der Koinzidenzkurve liegenden Koinzidenzpunkte — 
oder -Mj anf der Schnittlinie zweier entsprechender Ebenen, also auf 
einer der % Erzeugenden der eben genannten Kegelfläche liegt. Man 
findet somit 

(3) « + A = g, -^ ^ 

Da die gesamte Anzahl | der Koinzidenzpunkte %^ -\- gj ist, so findet 
man durch Elimination von k aus den Gleichungen (2) und (3) die 
Gleichung 

(4) l + '; + £-<»-«,+ «,+ -^, 

die eben mit [152] (1) übereinstimmt, wenn mau in dieser, in der Ä die 
Wertigkeit bedeutet, fc = setzt. Der aufgestellte Satz ist also für 
diesen Spezialfall bewiesen. 

2. Wenden wir uns nun zu dem Fall, in dem die Kurven c^ aus 
Ä durch P^ gehenden Geraden bestehen, so wird man «j = fc)K — /; 
haben. Da ein Punkt der Fläche fp entweder als Punkt Pj oder als 
Punkt Pg betrachtet werden kann, so werden durch ihn und also auch 
durch einen beliebigen Punkt des Raumes li + % Kurven e^ gehen. Eine 
Koinzidenz wird in einem Punkt der Fläche qo eintreten, wenn eine der 
ÄGeraden, aus denen die Kurve c,., die ihm, als Punkt Pj betrachtet, 
entspricht, besteht, (f in diesem Punkt berührt. Tritt dies ein, so muß 
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die Spur P der Geraden in einer beliebigen Ebene t auf der Spur g der 
Tangentialebene von <p im Punkte P^ liegen. Auf die diese Inzidenz 
betreffenden Anzahlen kann man den dritten Korrespondenzsatz für die 
Ebene [151] anwenden. Benutzen wir die dort angegebenen Benennun- 
gen, so ist 

% = m"ft, y ^k + «1, 

während & unbekannt ist. Der Ort der auf den entsprechenden Geraden 
g liegenden Punkte P, dessen Ordnung y + d' ist, wird aus den folgen- 
den Teilen besteben: 1. aus den Spuren der Tangentialebenen in den 
£, Koiuzidenzpunkten von P, und Pj, 2, aus der Spur der Regelfläche 
von der Ordnung £, deren Erzeugende die auf der Koinzidenz kurve ko- 
inzidierenden Punkte Pj und I\ verbinden, 3. aus der Spur der Fläche 
<p selbst, die t-mal zu zählen ist. Also wird 

Die TJmhüllungskurve der durch die entsprechenden Punkte P gehen- 
den Geraden g, deren Klasse «-(-■& ist, besteht 1. aus der Umbüllungs- 
kurve der Spuren der Tangentialebenen an ip in Punkten der Koinzidenz- 
kurve, deren Klasse wir m genannt haben, und 2. ans der Spur der 
Fläche 9, die wieder Ä-mal zu zählen ist. Da diese Spur von der Klasse 
m ist, wird 

m"k + » = a> + m'k. 

Eliminiert man 9 und setzt (i^=k(m—l'), so findet man 

(1) I + £ — üj = «1 -I- ßj - k(m" — w,' + 2m — 2). 

Noch müssen wir dieOrdnungjj der Koinzidenzkurve aufsuchen. Ihre 
Schnittpunkte mit einer Ebene £ werden sich unter den ß Punkten Pj 
befinden, deren entsprechende Punkte "P^ in einer gegebenen Ebene 
liegen, wenn diese Ebene mit e zusammenfällt; allein ß wird dann noch 
andere in 4 liegende Punktepaare Pj und P^ umfassen, nämlich 1. 2A"-mal 
die h Schnittpunkte mit der Doppelkurve und 2. solche getrennte Paare, 
die durch Gerade in der Ebene e verbunden werden. Diese Gerade liegen 
auf dem Orte der aus k Geraden bestehenden Kurven c^, die den Punkten 
Pj des Schnittes der Fläche ip mit der Ebene s entsprechen. Dieser Ort 
schneidet einen anderen ebenen Schnitt der Fläche <p einmal in den ß Punk- 
ten, die als Punkte P^ Punkten Pj des Schnittes der Ebene s entsprechen, 
und /.:-mal in jedem der m Schnittpunkte der zwei Schnitte. Da er also 
ß -\- km Schnittpunkte mit einer Kurve »»*'' Ordnung hat, muß er selbst 
eine Fläche von der Ordnung — +Ä sein. Er schneidet die Ebene s in 
dem ft-mal zu zählenden Schnitt der Fläche y und im übrigen in Geraden, 
deren Anzahl also - -|- ft — km wird; da jede dieser Geraden außer 
dem Punkt Pj , dem sie zugehört, den Schnitt in m — 1 entsprechenden 
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Punkten Pj achneidet, wird die Anzahl der Paare entsprechender und ge- 
trennter Punkte Pj und Pj in £ 

(^ + k~]cmym—l) 
sein. Man findet also 

ij = ß^2kb-(J^ + lc- Im) (w - 1), 

oder, da »w' = m(m — 1) — 2& ist, 

{2) 'J = m + *'«'- ^(™ — !)■ 

Die Gleichungen (1) und (2) ergeben durch Addition 

(3) ^ + T, + £ - (ü ^ Cj + «ä + -^ - l(m"~2m' + 3m - 3), 

was mit der Gleichung [152] (1) übereinstimmt und also ausdrückt, daß 
k wirklieh die Wertigkeit der hier vorliegenden Korrespondenz ist. 

[164] Hllfssatz. Um den Beweis des Satzes [153] zu vervoll- 
ständigen, brauchen wir noch den folgenden Hilfssatz: Eine Kurve k, 
von der Ordnung s, die durch die mr Schnittpunkte einer Fläche ^^ 
TOn der Ordnung m und einer Kurve c, von der Ordnung »•(<s) geht, 
wird die Flache noch in m (s — r) Punkten aehneiden, die auf einer Kurve 
liegen, deren übrige Schnittpunkte mit ip^ die Schnittpimkte derselben 
Fläche mit einer Kurve sind, die auf einer Fläche Hegt, die unabhängig 
von c^ und k^ gewählt werden kann. 

Beim Beweise dieses Hilfssatzes bezeichnen wir mit ff,^^ die linke 
Seite der Gleichung der ebenfalls q)^ genannten Fläche. Auch ^^ usw. 
sollen gleichzeitig Polynome in den Raumkoordinaten vom Grade «usw., 
und die durch ^„=0 usw. bestimmten Flächen bezeichnen. Für hin- 
reichend hohe Werte von n kann man immer erreichen, daß ^^ und j;^ 
zwei verschiedene Flächen sind, die beide durch die Kurve k, gehen. Sie 
werden sich noch in einer Kurve $„'_, schneiden und die mn^ Schnitt- 
punkte der drei Flächen ^„, x,„ 9™ sind die Schnittpunkte der Kurven 
A, und 3,'_j mit tp^. 

Wir bilden sodann die Gleichungen 

.j, ! i = ^.-m'Pm + r.-»'/'n = 0) 

deren Grad o für die folgenden Bedingungen hinlänglich groß ist; y„_„ 
ist eine beliebig gewählte Fläche von der Ordnung o — n; öo_m imd 
T^_^ sind zwei Flächen von der Ordnung o — m, die durch a„'_,, aber 
nicht durch h^ gehen, und deren Koeffizienten noch so gewählt werden, 
daß die Flächen ^ und tj^ auch durch c,. gehen. Außer in c,. und in 
§„!_, werden diese Flächen sich dann noch in einer Kurve ?„'_„' 4., _r 
schneiden, deren Schnittpunkte mit ip^ diejenigen Schnittpunkte der 
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Flächen |^, r^ und rp^ sein müssen, die nicht schon auf c^ und 3„'_, 
liegen, Sie geht, wie die Gleichungen zeigen, erstens durch die Schnitt- 
punkte der Flächen ^^ und x„ mit ip^, mit denen dasselbe der FaR ist, 
also durch die m{s — r) Punkte, in denen \ die Fläche (p^ außer in ihren 
Schnittpunkten mit c^ schneidet; die übrigen Schnittpunkte werden alle 
auf der Schnittkurve tou 9)^ und der festen Fläche y^ liegen, und sie 
werden durch Kurven, die auf der letzteren Fläche liegen, ausgeschnitten 
werden. Dies ersieht man, wenn man zuerst in der Gleichung ij^ = die 
Fläche ;'j,_„ durch eine Flache 'y'„_„ ersetzt und den vorliegenden Fall 
als den GrenzfaU betrachtet, in weichem 'y'^_„ mit 'y^_^ zusammen- 
gefaUeu ist. Der Satz ist also bewiesen. 

Die hier betrachteten, gemeinsciiaftlichen Schnittpunkte der Kurven 
c^ und ft, sind zunächst getrennt vorausgesetzt. Der Satz ist jedoch auch 
auf solche Fälle anwendbar, in denen die gemeinschaftlichen Schnitt- 
punkte zusammengefaUen sind, wenn nur diese Fälle als Grenzfalle solcher 
betrachtet werden können, in denen sie getrennt auftreten. Diese Be- 
dingung ist bei der Bestimmung der Hilfskurve i, in [155] erfüllt. Hat 
nämlich die Kurve c,. in einem Punkt P^ h zusammenfallende Schnitt- 
punkte mit fp^, so läßt man (wie wir sehen werden) die in P^ zusammen- 
fallenden h Schnittpunkte der Kurve Ic^ dadurch entstehen, daß diese 
teilweise aus ft Geraden besteht, die P^ mit festen Punkten verbinden. 
Wie denn auch von den zusammenfallenden Schnittpunkten der Kurve c^ 
vorausgesetzt wird, daß sie ursprünglich getrennt waren, so wird die 
Grenzform der Kurve, die teilweise aus den Geraden, die diese Punkte 
mit den festen Punkten verbinden, besteht, eben die durch den Grenz- 
punkt gehenden Geraden enthalten. 

[1S6] TerToUständigfung: des Beweises des Satzes [153]. 
Der Beweis des Satzes [153J läßt sich nun durch genau dasselbe Ver- 
fahren vervollständigen, das wir in [120] auf den Cayley-BrilUdhan Satz 
über Korrespondenzen auf einer Kurve angewandt haben. Wir be- 
trachten, dem allgemeinen Satz [153] gemäß, eine solche Korrespondenz 
auf der Fläche y^, in welcher die einem Punkt P^ entsprechenden 
Punkte Pj durch eine durch Pj vollständig bestimmte Kurve c^, die in 
P, bereits h zusammenfallende Schnittpunkte hat, ausgeschnitten werden. 
Die Punkte, in welchen die Geraden, die P, mit k gegebenen Punkten 
A,. ..K verbinden, die Fläche außerdem noch schneiden, nennen wir Pj, 
die, in welchen die Geraden, die P3 mit dem festen Punkt L verbinden, 
die Fläche schneiden, P^. Dann hat (wie in [120]) die Korrespondenz 
zwischen den Punkten Pj und Pg die Wertigkeit h ([1Ö3], Spezialfall 2), 
die Korrespondenz zwischen den Punkten P, und (P^ -1- P^) die Wertig- 
keit ([153] Spezialfall 1), also [152] die Korrespondenz zwischen den 
Punkten Pj und (P^, + P3 + P^) die Wertigkeit Ä-. Läßt man die Kurve, 
die wir in [154] Ä, genannt haben, aus den Geraden .dP^ . .KP^, LF^ 
bestehen, so sieht man, daß die Punkte (P, + PJ durch eine Kurve l 
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ausgeschnitten werden können, die nicht durch Pj geht und deren Übrige 
Schnittpunkte mit qrj^ durch Kurven, die auf einer festen Fläche liegen, 
ausgeschnitten werden. Die Wertigkeit der Korrespondenz zwischen Pj 
und (P3 + P^) ist also null ([153], 1 und Schloß von [152]). Also wird 
[152] die Wertigkeit der vorgelegten Korrespondenz zwischen P^ und 
Pj fc, was zu beweisen war. 

[166] ^Sfe/ne^^schesSchließungfsproblem für Flächen dritter 
Orduuug (vgl. 127). Von dera hier bewiesenen Satze über Korrespon- 
denzen zwischen Punkten auf einer Flache können wir Anwendungen 
machen, die den bereits gemachten Anwendungen des Cat/ley-Srülachea 
Korrespondenzsatzes ähnlich sind, und dabei auch Korrespondenzen mit 
negativer oder gebrochener Wertigkeit antreffen. Hier werden wir uns 
auf eine einzige Anwendung beschränken. 

Es sei gegeben eine allgemeine Fläche <p dritter Ordnung. Dann 
ist m -= 3, m'^ 6, m"^ 12, also i=5, und da die Fläche keine Doppelkurve 
hat, wird ra = 2ij sein [152]. Seien Aj^, A^.. .A^_j, A^ feste Punkte 
dieser Fläche. Mit einem beliebigen Punkt Pj der Fläche kann man 
dann die Konstruktion eines, im allgemeinen offenen, der Fläche ein- 
beschriebenen Vielecks P^P^. . .P^F^_^_^ anfangen, dessen Seiten durch 
die festen Punkte gehen, P^P^ durch A^, P^P^ durch A2 usw., Pj.P^+i 
durch A^. Zwischen den Punkten Pj und P^+i wird dann eine Korre- 
spondenz stattfinden, für welche K^—a2 — l ist. Aus der Bestimmung des 
dem Punkte P^ entsprechenden Punktes P,._^j folgt weiter, daß die 
Wertigkeit fc =- (— l)"""^ ist. Da ein Kegel, dessen Scheitel A auf der 
Fläche tp liegt, und der eine nicht durch A gehende Kurve auf der 
Fläche von der Ordnung s projiziert, die Fläche noch in einer Kurve 
von der Ordnung 2s schneidet, wird ^ = 3 ■ 2''. Setzt man diesen 
Wert in die Gleichung [152] (1) ein, so findet man (da bj — 2»; ist) 
|-7, + e = 2 + 2'+(- 1)^-6. 

Fangen wir nun die genauere Untersuchung mit r = 1 an. Dag Zu- 
sammenfallen der Punkte P^ und Pj wird dann ausdrücken, daß A^P^ 
die Fläche in P^ berührt, und das gefundene Resultat 

wird dann damit übereinstimmen, daß es keine isolierte Tangente gibt, 
also 1 = ist, daß die Berührungskurve der Fläche mit dem umbe- 
schriebenen Kegel mit dem Scheitel A^ von der sechsten Ordnung, 
also 13 = 6 ist, und daß der Kegel selbst vierter Ordnung, also g -- 4 ist. 
Ist r = 2, so finden wir 

|-»j + g=12, 
und wenn die Punkte ^i und Jg nicht auf einer der Geraden der Flächeliegen, 
so wird die einzige Art und Weise, auf die Pj mit P3 zusammenfallen 
kann, darin bestehen, daß alle drei Punkte Pj, P^ und P^ in einen Be- 
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rührimgspunkt einer der zwölf durch A^Ä^ gehenden Tangentialebenen 
der Fläche faUen. Also ist g =■ 12, )j = £ = 0. 

Ist r = 3, so findet man 

I - , + f - 4. 
Fällt hier P^ mit P, zusammen, so muß die Ebene des geschlossenen 
Dreiecks P^P^P^ durch die Funkte Ä^,A^,A^ gehen. Liegen diese 
Punkte nicht in einer Geraden, so werden die Punkte Pj, P^, Pg in die 
Ebene A^A^A^ fallen. Außerhalb dieser Ebene findet also keine Koin- 
zidenz von Pi und P^ statt. Daher wird i? = ? = 0, und man findet 
1 = 4, also Tier isolierte Koinzidenzpunkte. Dies folgt übrigens schon 
aus dem entsprechenden planimetrischen Satz [127]. Liegen dagegen 
A^, A^, A^ in einer Geraden a, so wird zunächst A^ ein Koinzidenz- 
punkt sein und außerdem jede durch a gehende Ebene drei Koinzidenzen 
enthalten. Also wird | = 1, t; = 3, und daher £ = 6. Der Ort der 
Geraden, die zwei auf der Koinzidenzkurve zusammenfallende Punkte 
verbinden, ist also sechster Ordnung. Da jede Ebene durch A^A^A^ 
drei solche Geraden enthält, muß Aj^A^A^ dreifache Gerade dieser Kegel- 
fläche sein. 

Es ist zu erwarten, daß auch für höhere Werte von r die Korre- 
spondenz zwischen P^ und P,^.i im allgemeinen nur isolierte Koinzi- 
denzpunkte und keine Koinzidenzkur ve haben, und daß eine solche 
lediglich für besondere Lagen der gegebenen Punkte Aj^, A^.-.A^ ein- 
treten wird. Betrachtet man nämlich ein geschlossenes j'-Eck, das der 
Fläche einbeschrieben ist nnd dessen Seiten durch A^, A^...A^ gehen, 
so wird man dasselbe r-Eck finden, wenn mau die Punkte P^, Pj . . . P,,, 
^r+i statt auf der Fläche auf ihren Tangentialebenen sich bewegen 
läßt, wahrend die Seiten immer durch die festen Punkte gehen. Dann 
beschreiben die Punkte Pj und P,..^i projektive Figuren, die im all- 
gemeinen nur isolierte Koinzideuapunkte haben, und man sieht, daß, 
wenn der bereits gefundene ein solcher für die projektiven Figuren ist, 
er auch ein solcher für die Korrespondenz auf der Fläche sein muß. 
Besondere Lagen der gegebenen Punkte und der Ebenen können jedoch 
zur Folge haben, daß die projektiven Figuren perspektivisch sind [147], 
und dann würde auch auf der I'lache der Punkt, in dem P^^ und 
^r+i koinzidieren, Punkt einer Koinzidenzkurve sein können. Denkbar 
wäre es also, daß für hinreichend hohe Werte von r die Bedingungen, 
daß A^, A^...A^ auf einer Fläche dritter Ordnung liegen, während sich 
P,, Pg . . . P^, P,.+i auf dieser bewegen, immer den eben genannten Aus- 
nahmefall zur Folge hätten. Dm zu beweisen, daß dies nicht der Fall 
ist, genügt es, eine solche Lage der Punkte A^, A^...A^ anzugeben, för 
die keine Koinzidenzkurve auftritt. Dabei können wir das vorhin 
aufgefundene Ergebnis benutzen, daß die Korrespondenz zwischen P, 
und P, , , für r = 2 und für r = 3 im allgemeinen keine Koinzidenz- 
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kurve hat, und sodann durch vollständige Induktion von r — 2 auf r 
schließen. Wir bemerken zunächst, daß, wenn Ä^_i mit Ä^ zusammen- 
fällt, P^^.1 entweder mit P^_i zusammenfallen oder auf der Schnifct- 
kurve der Tangentialebene in Ä^ liegen muß. Außer den isolierten 
Koinzidenzpunkten, die auf dieser Kurve liegen, hat also die Korrespon- 
denz zwischen Pj und -P^+j nur Koinzidenzen, die in der Korrespondenz 
zwischen P^ und P^_i stattfinden; hat diese keine Koinzidenz kurve, so 
wird jene auch keine haben. 

Für r > 1 ist also im allgemeinen ^ — 0, was g = zur Folge 
hat; man findet daher: 

(1) |-2 + 2'+(-l)'.6. 

Nur für besondere Lagen der Punkte Ä ändert sich dieses Verhältnis, 

Haben wir so für Flächen dritter Ordnung ein Stemer sches 
Schließungsproblem aufstellen können, so sind wir hier doch nicht auf 
die von Steiner entdeckten, eigentümlichen Schließungssätze gekommen. 

Dieselbe Aufgabe hätten wir übrigens auch schon durch Anwen- 
dung des Korrespondenzsatzes für -die Ebene [146] (oder für einen 
Bündel) auf jene Bündel, die von Ä^ aus die Punkte P^ und P^ proji- 
zieren, lösen können. Für die Korrespondenz dieser Bündel hat man 
mit den Bezeichnungen von [146] k^ = a^ = 2, /J = 3 ■ 2''''-. Die 
Koinzidenzen entstehen, wenn sich entweder P,P^...P^ oder schon 
P^Pj.. . P,.,.! schließt. Bezeichnen wir mit |^ und |^_j die Anzahlen 
solcher geschlossener Vielecke, so findet man die mit (1) überein- 
stimmende Rekursionsformel 

4 + 3-2-'^l+l_,. 
[157] Üljungeii. 1, Wieviele r-Ecke gibt es, die einer gegebenen 
Fläche zweiter Ordnung einbeschrieben siuii und deren Seiten in ge- 
gebener Ordnung durch r gegebene Punkte gehen? Die Aufgabe ist 
für gerade und für ungerade r gesondert zu lösen. 

2. Ein einer Fläche zweiter Ordnung ein beschriebenes 4s-Bck sei 
gegeben, dessen Gegenseiten sich schneiden. Wieviele 4s-Ecke, deren 
Gegenseiten sich in derselben Ordnung in denselben Punkten schneiden, 
kann man der gegebenen Fläche einschreiben? 

3. Der Korrespondeuzsatz für die Ebene (deu Bündel) auf die 
Bündel anzuwenden, die von einem festen Punkte Ä aus die Schnitt- 
punkte einer Fläche ij^^, mit den Strahlen eines gegebenen Bündels pro- 
jizieren. 

4. Man verbinde zwei feste Punkte A und J3 im ßaume mit den 
Punkten P einer Flache q:^. Die Kon-espoudenzsätze [152] und [153] 
auf die Korrespondenz zwischen den übrigen Schnittpunkten P^ und Pj 
der Geraden AP und BP mit cp^ anzuwenden. 

5. Den Korrespondenzsatz [15.3] auf die Korrespondenz zwischen 
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den Punkten P^ einer Flache und den Schnittpunkten P^ der Haupt- 
taiigenten in Pj anzuwenden. 

6. Den Korrespondeiizsatz [153] zur Bestimmung der Normalen, 
die von einem gegebenen Punkte Ä aus an eine gegebene Fläche g>^ 
gehen, anzuwenden (Korrespondenz zwischen den Punkten P^ und den 
Berührungspunkten Pj der auf ÄP^ senkrechten Tangentialebenen). 

7. Auf einer Fläche q>^ sei gegeben eine Korrespondenz zwischen 
den Punkten Pj und P^; die Ordnung und Klasse der Kongruenz der 
Strahlen P,F, zu finden. 



Fünftes Kapitel. 

Systeme von Gebilden. 

a) Systeme -von Knrveo. 

[158] Über eigentliche und uneisreutliche Abhängigkeit 
der Bediugaugen. Bis jetzt haben wir in unseren Beispielen meistens 
die Anzahl der durch eine hinreichende Anzahl von Bedingungen voll- 
ständig bestimmten geometrischen Gebilde gesucht. Waren mehrere 
Bedingungen vorhanden, so konnten sie unter sich abhängig oder un- 
abhängig sein. Die im folgenden aufgestellten Ausdrücke für Anzahlen 
von geometrischen Gebilden, die gleichzeitig verschiedenen gegebenen 
Bedingungen unterworfen sind, setzen dagegen eine gewisse Unabhängig- 
keit der Bedingungen voraus, d. h. sie gelten unmittelbar für alle 
Werte der willkürlichen Parameter, die in die verschiedenen, diese Be- 
dingungen ausdrückenden Gleichungen eingehen, mit Ausnahme von 
denen, die gewisse Gleichungen befriedigen, während die Falle, in welchen 
eine durch eine oder mehrere solcher Gleichungen charakterisierte Ab- 
hängigkeit stattfindet, als GrenzfäUe zu betrachten sind. Auf diese 
findet die gefundene Anzahl (siehe [4]) insofern eine mittelbare An- 
wendung, als sie dann verschiedenartige Lösungen umfaßt, von denen 
einige mehrfach zu zählen sind. Wird z. ß. unter den eine Kurve be- 
stimmenden Bedingungen von dieser verlangt, sie soU durch einen Punkt 
P gehen und eine gegebene Kurve c„ berühren, so entsteht eine Ab- 
hängigkeit von der eben erwähnten Art, wenn P auf C„ liegt. Die im 
allgemeinen Fall geltende Anzahl wird dann e inmal die durch P gehenden 
Kurven einbegreifen, die c^ in anderen Punkten berühren, und zwei- 
mal die, die c^ in P selbst berühren. Jede dieser zwei Mengen von 
Kurven sind zwei untrennbaren Bedingungen unterworfen. Als 
solche muß man auch die einer Kurve auferlegten Bedingungen, 
eine gegebene Eure c, zweimal zu berühren, betrachten (vgl. [63]}. 
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Aucli diese Bedingungen sind zwar in den unter sich unabhängigen 
Bedingungen inbegriffen, zwei Kurven zu berühren. Fallen diese beide 
mit c„ zusammen, so sind die c, zweimal berührenden Kurven zweimal 
unter die Kurven, die durch diese unter sich abhängigen Bedingungen 
bestimmt werden, zu zählen, und neben ihnen einmal die, die c„ in 
solchen Grenzpunkten der Schnittpunkte der zusammenfallenden ge- 
gebenen Kurven berühren, die nicht von singulären Punkten herrühren, 
und dreimal die, die mit c^ Berührung zweiter Ordnung haben. Sind 
z. B. die gesuchten Kurven Gerade, so kommt man auf diese Weise auf 
die Formel [70] 

Sind sie höherer Ordnung, so kommen, wie wir gleich sehen werden, 
noch andere Lösungen hinzu, und zwar einmal die Kurven, die einen 
neugebildeten Doppelpunkt auf e^ haben. 

Diese Beispiele genügen, um die Abhängigkeit von Bedingungen 
zu erläutern, die durch Gleichungen zwischen Parameter n charakterisiert 
wird, so daß sich die dadurch entstehenden Fälle als Grenzfälle be- 
trachten lassen. Nur auf diese werden wir die Benennung Ab- 
hängigkeit anwenden. Sie sind aber nicht die einzigen, in welchen 
der sich ergebende Ausdruck für die Anzahl von geometrischen Gebilden, 
die mehreren Bedingungen unterworfen sind, ganz verschiedenartige Lö- 
simgen umfaßt. Es gibt auch solche FäUe, in denen die zurZammensetzung 
der Bedingungen am besten geeignete Formulierung, wenigstens nach 
mehreren Wiederholungen, zu ganz fremdartigen Lösungen Anlaß gibt, 
die entfernt werden müssen, um die Anzahl zu finden, die man eigentlich 
sucht, und besonders um einer noch weiter gehenden Zusammensetzung 
überhaupt einen vernünftigen Sinn zu geben. Man könnte zwar auch 
hier von einer Abhängigkeit der Bedingungen sprechen. Diese würde 
aber uneigentlich sein, insofern sie sich auf die Art der Bedingungen 
bezieht und nicht auf den Werten kontinuierlich veränderlicher Para- 
meter beruht, und die FäUe, in welchen sie stattfindet, lassen sich nicht 
als Grenzfälle auffassen. Eben daher hat sie früher bisweilen Irrtümer 
verursacht. Der Begriff „Abhängigkeit" läßt sich aber in solchen Fällen 
ganz umgehen, wenn man nur die schon in der Einleitung gegebenen 
Regeln festhält, die in den hier vorliegenden Untersuchungen die folgende 
Form annehmen: 

1. Bei der Anwendung der Formeln, die Anzahlen von Ge- 
bilden ausdrücken, diegleiehzeitigverschiedene Bedingungen 
erfüllen, muß man für jede Bedingung genau die Bedeutung 
festhalten, die bei ihrer Einführung in die Formel zugrunde 
gelegt wurde, ohne sich durch einen mehrdeutigen Sprachgebrauch 
täuschen zn lassen, der sich an verschiedene geometrische Auffassungen 
oder an den Gebrauch verschiedener Koordinatensysteme oder anderer 
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analytischer Hilfsmittel anknüpft [5]. Daß zwei Kurven aicli berühren, 
bedeutet z. B. nach Umständen, daß sie sich in zwei zusaiumenfaUenden 
Punkten sehneiden, oder daß sie zwei zusammenfallende gemeinschaft- 
liche Tangenten haben oder beides auf einmal; letzteres kann man eine 
eigentliche Berührung nennen. Hat man bei der Bildung der Formel nur 
eine dieser Bedeutungen beachtet, so muß man bei der Anwendung diese 
Bedeutung festhalten. 

2. Um die Resultate brauchbar zu machen, muß man bei der An- 
wendung der Formeln zwischen den Lösungen unterscheiden, in denen 
die eingeführten Bedingungen auf verschiedene Weise erfüllt 
sind. Hat man z. B. die Bedingung eingeführt, ein gesuchter Kegelschnitt 
soll eine Kurve in zwei zusammenfallenden Punkten schneiden, so muß 
man zwischen solchen Fällen unterscheiden, in denen die Berührung 
im letzten, oben genannten Sinne stattfindet („eigentliche Berüh- 
rung"), ferner solchen, in denen der Kegelschnitt durch einen mehr- 
fachen Punkt der Kurve geht, solchen, in denen er selbst einen Doppel- 
punkt auf der Kurve hat; und endlich solchen, in denen er aus zwei 
zusammenfallenden Geraden besteht. 

3. Die Formeln der abzählenden Geometrie gelten über- 
haupt nur dann, wenn die gestellte Aufgabe eine endliche An- 
zahl von Lösungen hat [S], Ist es möglich, die eingeführten Bedin- 
gungen auf unendlich viele Weisen zu befriedigen, so hat die gefundene 
Formel, immittelbar betrachtet, keinen Sinn. Außer einer kontinuier- 
lichen Folge von Lösungen gilj; es zwar oft auch in solchen FäRen eine 
endliche Anzahl von diskreten Losungen; die Bestimmung dieser An- 
zahl ist aber dann eine ganz neue Aufgabe. Einige Fälle dieser Art 
schließen sich jedoch so eng an die ursprangliche Aufgabe an, daß man 
die ihnen entsprechenden Abzahlungen aus den gefundenen durch einen 
Iji reu zu her gang ermitteln kann; für andere Fälle bedarf es einer neuen 
Formulierung der Aufgabe. Man findet z. B. durch den einfachen Korre- 
spondenzsatz, daß es in einem Systeme von Kegelschnitten mit der Cha- 
rakteristik (i (das ist nach [17] ein solches, in welchem /i Kegelschnitte 
durch einen willkürlichen Punkt gehen), 2;i gibt, die eine willkürliche 
Gterade in zwei zusammenfallenden Punkten schneiden, woraus folgt, daß 
es 2^" (oder unendlich viele) Kegelschnitte gibt, die r gegebene Gerade in 
zwei zusammenfallenden Punkten schneiden und sonst durch gegebene 
Punkte gehen. Durch drei Punkte A,B,G gehen also 4 Kegelschnitte, 
die zwei Geraden d und e in zusammenfallenden Punkten schneiden, 
wenn es nicht unendlich viele gibt. Letzteres wird eintreten, wenn d 
und e zusammenfallen, und das gefundene Resultat wird also dann nicht 
unmittelbar anwendbar. Hier findet aber, wie eben berührt, nur eine 
eigentliche Abhängigkeit der Bedingungen statt, und dieser Fall läßt 
sich daher so als Grenzfall auffassen, daß die Bedeutung der gefundenen 
Anzahl 4 erhalten bleibt. Ein Punkt der Geraden d liißt sich näjnlich 
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dann als Scluiittpunkt mit der unendlich benachbarten Geraden e auf- 
fassen, und der durch A, B uud C gehende Kegelschnitt, der d in diesem 
Punkte berührt, wird eine der 4 Lösungen abgeben. Die 3 ande- 
ren Kegelschnitte, durch die die Aufgabe gelöst wird, bestehen je 
aua zwei Geraden, von denen die eine durch zwei der drei gegebenen 
Punkte (z. B. A und B) geht, während die andere den dritten (C) mit 
dem Schnittpunkte dieser Geraden (AB) mit d verbindet. Hätte man 
hier statt d und e zwei Kegelschnitte d^ und Cj gehabt, so würde es 
6* Losungen geben, und in dem Grenzfalle, in welchem d^ und gj zu- 
sammenfallen, würden diese Lösungen sich so verteilen: Erstens, 
4 Kegelschnitte berühren d^ in seinen Schnittpunkten mit e^; zweitens, 
6 Kegelschnitte bestehen je aus zwei Geraden; drittens, 4 doppel- 
zählende Kegelschnitte berühren d^ je zweimal und viertens, 6 drei- 
mal zählende Kegelschnitte haben mit d^ Berührung zweiter Ordnung, 
was aus den nähereu Bestimmungen hervorgehen wird. 

Unter den 2^ Kegelschnitten, die durch zwei feste Punkte A und B 
gehen und drei Gerade c, d, e in zwei zusammenfallenden Punkten 
schneiden, wird — wie es sich später zeigen wird — die Doppelgerade 
AB für 4 Kegelschnitte zu zählen sein. Übrig bleiben 4 Kegelschnitte, 
die die drei Geraden wirklich berühren. 

Die Anzahlenbestimmungen 2* und 2' von Kegelschnitten, die be- 
ziehungsweise durch einen Punkt gehen und vier Gerade je in zusammen- 
fallenden Punkten sehneiden, oder fünf Gerade je in zusammenfallenden 
Punkten schneiden, erweisen sich sogleich als bedeutungslos dadurch, 
daß es unendlich viele Doppelgerade gibt, die die aufgestellten Bedin- 
gungen erfüllen. Auch in diesen Fällen gibt es zwar bestimmte Anzahlen 
von Kegelschnitten, die die gestellten Bedingungen dadurch erfüllen, 
daß sie die Geraden wirklich berühren. Diese Anzahlen lassen sich aber 
hier nicht durch einen Grenzübergang ermitteln, weil die Unbestimmtheit 
nicht die Folge einer Abhängigkeit der Parameter der gegebenen Punkte 
oder Geraden ist, denen man sieh nähern könnte. Die Bestimmung der 
wirklich berührenden Kegelschnitte ist also in diesen Fällen eine neue 
Aufgabe und ihre Lösung erfordert das Heranziehen anderer Hilfs- 
mittel. 

Wie in diesen Beispielen kann man auch in anderen, wo ähnliche 
Verhältnisse sich in ganz anderer Gestalt darbieten, die Aufstellung eines 
Begritfs von einer anders als durch die Variation der Parameter enstehen- 
den Abhängigkeit umgehen, wenn man nur die allgemeinen Regeln der 
abzählenden Geometrie festhält, also zwischen den verschiedenartigen 
Lösungen einer Aufgabe unterscheidet und die gefundenen Resultate 
überhaupt nicht auf solche Fälle anwendet, in denen eine Gattung von 
Lösungen m unendlicher Anzahl vorkommt. ^) 

1) In [189] Änmeikung 3 werden wir den Einfluß der hier angestellten Be- 
trachtungen auf den Gebrauch BjmholiBcher Rechnungen kennen lernen. 
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[159] Bestimmung von Funkten eines drei- oder mehr- 
dimensionalen Ranuies. Ein einfaches Beispiel für die sukzessive 
ßinfübrung von Bedingungen, das man auct für andere ähnliche Fälle 
verwerten kann, gibt die Bestimmung eines Punktes im Raum ab. Ein 
Punkt, der einer einfachen Bedingui^ unterworfen ist, wird einer Fläche 
angehören, sagen wir von der Ordnung m^; diese wird von einer Geraden 
in ff!j Punkten getroffen. Wenn er gleichzeitig einer anderen einfachen 
Bedingung unterworfen ist, so muß er auch auf einer Fläche von der 
Ordnung m^, also auf der Schnittkurve von der Ordnung m^m.^ liegen. 
Läßt eine dritte Bedingung ihn auf einer dritten Fläche von der Ord- 
nung SKj liegen, so bestimmen die drei Bedingungen im allgemeinen zu- 
sammen m^m^m^ Punkte [16]. Eine Ausnahme findet nur dann statt, 
wenn alle drei Flächen eine gemeinsame Kurve enthalten. Daß die ge- 
fundene Anzahl in diesem Fall illusorisch wird, gibt sich unmittelbar 
dadurch kund, daß die gestellte Aufgabe dann unendlich viele Lösungen 
hat. Die Bestimmung der Anzahl der der gemeinschaftlichen Schnittkurve 
nicht angehörenden Schnittpunkte der Flächen ist dann eine neue Auf- 
gabe, die wir in [109] gelöst haben. Da hier nur eine eigentliche, durch 
die Parameter der Flächen ausdrückbare Abhängigkeit vorliegt, wäre 
jedoch auch ein Grenzübergang möglich gewesen. 

Dieselben Betrachtungen lassen sich auf einen linearen Raum mit 
r Dimensionen ausdehnen. Hier wird es %»ij . . . »Sr Punkte geben, deren 
r Koordinaten r Gleichungen von den Graden »«^, m^,...mr befriedigen. 
Diese Zahl wird die Anzahl der Schnittpunkte von r (r — l)-dimensio- 
nalen Räumen von den Ordnungen Wi, m^,...mr sein. Wenn r = r^^-\-i\ 
ist, kann man auch diese Punkte Schnittpunkte eines {r — r^)- oder 
r^-dimensionalen Raumes [r^. von der Ordnung «j = j», mj^ . . . wir, 
und eines (r — r^)- oder j-j-dimensionalen Raumes [fj]„ von der Ord- 
nung »3 = »i,. ^^m,. _^j. ..m^ nennen. Die Anzahl wird also auch 
das Produkt n^^n^ der Ordnungen der zwei sich schneidenden Räume 
\Ti\<i, ^^^ [''s]«,' ^^^^ 'äßt sich aber nicht nur für den hier erörterten 
Fall beweisen, in welchem die r^ ersten Räume keine anderen Punkte 
gemein haben als die dem Räume [rg]^ angehörigen, die r^ letzten keine 
anderen als die [rj]„ angehörigen, oder anders ausgedrückt, in welchem 
die Gebilde \r^^ und [rj^ als vollständige Schnitte bestimmt sind. 
Der Satz gilt auch, wenn [r^]^ und [rj]„^ nicht vollständige Schnitte 
sind. Dana wird die Ordnung «j eines j-j-dimensionalen Raumes dadurch 
definiert, daß er und r^ lineare (r — l)-dimensiona!e Räume sich in 
% Punkten schneiden; er schneidet also einen linearen (r — l)-dimen- 
sionalen Raum in einem (r^ — l)-dimensionalen Raum von der Ordnung «j. 
Auch dann werden sich die Räume \r^„ und [t-j]„ in «,% Punk- 
ten schneiden. 

Der Beweis des zuletzt aufgestellten Satzes, der auf vollständige 
Schnitte angewandt, die früher genannten umfaßt, wird durch eine Er- 
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Weiterung des Verfahrens gefuhrt, das wir schon in [11] benutzten, 
um den einfachen Besoutschen Satz zu beweisen. Im folgenden Beweise 
setzen wir übrigens voraus, daß der für einen linearen ^-dimensionalen 
Kaum zu beweisende Satz für einen (r — l)-dimensionalen linearen Raum 
richtig ist, was von vornherein erlaubt ist, da er für den zwei- oder drei- 
dimensionalen Raum schon gilt [11] und [16]. Durch vollständige In- 
duktion läßt sich also auch die allgemeine Gültigkeit dartun.') 

Wir verbinden jeden Punkt Pj des [r^]^ mit einem weder auf [j'j]„ 
noch auf [»"j]^ liegenden festen Punkt A durch eine Gerade (einen linearen 
eindimensioaalen Raum). Diese Geraden werden dann einen (r^ + 1)- 
tlimensionalen „Kegel" erzeugen, der einen durch Ä gehenden linearen 
Raum von r — l Dimensionen [r — 1]' in einem rj-dimensionalen Kegel 
M^*"^ Ordnung schneidet, [r — 1]' wird [r^]^ in einem (t\ — l)-dimensio- 
aalen Raum n^"" Ordnung schneiden. Dieser wird, unserer Voraussetzung 
gemäß, den Kegel in n^ti^ Punkten Pj schneiden. Jede Erzeugende AP2 
schneidet auch [r^]^^ in einem Punkte P, (und nur in einem, wenn sie 
nicht Doppeler zeugen de des Kegels ist, und dann ist auch Pj zweifach 
zu zählen). Schneiden wir nun den Kegel durch einen nicht durch A 
gehenden neuen linearen Raum [r — 1]" und benennen wir den Schnitt- 
punkt dieses Raumes mit ^.P^ mitE, so können wir weiter auf .iPj einen 
Punkt Q so bestimmen, daß 

(A,A,P„P„)r.{A,A,E,Q) 
ist, wo die Wiederholung von A bedeutet, daß die entsprechend ge- 
meinsamen Punkte der Projektivität in A zusammenfallen. Dann wird 
jedem der %% im Räume [r — 1]' liegenden Punkte P^ ein Punkt Q 
desselben Raumes entsprechen. Da Q niemals mit A zusammenfallen 
kann, weil weder P^ noch P^ mit A zusammenfallen kann, so sind diese 
Wjjig die einzigen Schnittpunkte des Ortes von Q mit dem Räume [r — 1]'. 
Dieser Ort ist also eine Kurve (ein eindimensionaler Raum) von der 
Ordnung KjWj und muß auch den Raum [r— 1]" inn^n^ Punkte schneiden. 
In jedem dieser Punkte wird Q mit E zusammenfaUen. Dadurch werden 
auch Pj und Pj in einem Schnittpunkte von [r^\ und [r^]„ zusammen- 
fallen. Umgekehrt entspricht jedem solchen Schnittpunkte ein mit dem 
zugehörigen Punkte E zusammenfallender Punkt Q. Die Anzahl der 
Schnittpunkte ist also n^n^, was zu beweisen war. 

[160] Bestimmung ebener Kurven durch verschiedene Be- 
dingungen. DiebiergefundeneZusammensetzung gegebener Bedingungen 
durch Multiplikation läßt sich auch dualistisch auf die Bestimmung line- 
arer (r — l)-dimensionaler Räume in einem linearen r-dimensionalen 

1) Der in dem folgenden Beweis benutzten Ausdrucks weise wird es am 
besten entsprechen, wenn rj^r — 1 vorausgesetzt wird, was für r>.2 immer 
möglich ist. ÜhrigenB zeigt der für r = 2 in [11] gegehene Beweis, wie sich die 
hier heechriebene Beweisführung gestalten wird, wenn r j ^ r — 1 ist. 
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Raum anwenden. Übrigens kann sie auch als Ausdruck für irgend eine 
BestiramuDg Ton r Größen durch r algebraisclie Gleichungen dienen. 
Ein Beispiel ist die Bestimmung einer ebenen algebraischen Kurve «"*' 
Ordnung k„ durch jk(m + 3) = r Bedingungen. Jede solche Kurve ist 
nämlich durch die *■ Verhältnisse der Koeffizienten ihrer Gleichung be- 
stimmt und diese lassen sich auch als Koordinaten einea der Kurve ein- 
deutig entsprechenden Punktes in einem r-dimensionaienlRaum auffassen. 
Aus [159] können wir also schließen, daß, wenn t- = rj + r^ + - ■ ■ j-^ 
ist und die Kurve einer »-^-fachen, einer rj-fachen ■ ■ und einer r^-iBchea 
Bedingung unterworfen ist, die je in Verbindung mit beziehungsweise 
r — Vj^, r —- r^ . ■ . r ^ r^ linearen Bedingungen a^, «^ ■ ■ ■ u^ Lösungen er- 
geben, diese Bedingungen zusammen ti^lt^■■■a^ Lösungen ergeben werden. 
Das einfachste Beispiel einer linearen Bedingung (te = 1) ist die, durch 
einen gegebenen Punkt zu gehen. Ist r^ — 1, so kann man für den ge- 
fundenen Ausdruck a ■ (t schreiben, wo a die Anzahl der Kurven eines 
Büschels ist, die die erste Bedingung erfüllen, ft die erste Charakteristik 
des durch die übrigen bestimmten Systems von Kurven. Beispiele von 
Zahlen a^, cc^ ■ ■ -, die verschiedenen einfachen oder mehrfachen Beding- 
ungen entsprechen, haben wir in [35], [112] und [133] — [136] angetroffen; 
nun können wir also die Anzahl der Kurven angeben, die gleichzeitig 
mehreren solchen Bedingungen uuterworfen sind. Richtig wird (s. [158]} 
der so gebildete Produktausdruck immer, wenn nur die Anzahl der 
den Bedingungen unterworfenen Kurven überhaupt eine endliche ist. 
Um ihn richtig anzuwenden, muß man aber oft zwischen verschieden- 
artigen Lösungen unterscheiden. Aus den Fallen, in welchen die 
Anzahl von Lösungen unendlich wird, werden neue Aufgaben entstehen, 
bei denen sich die Anzahl von Lösungen überhaupt nicht auf diese Weise 
ausdrücken läßt. 

[161] Bestimmung^ von Kurven, die gegebene Kurven je 
in drei in gerader Linie iiegenden Punkten schneiden. Schon 
in [158] haben wir Beispiele von Einschränkungen dieser Art, die bei 
B er iihrungsauf gaben auftreten, angegeben; im folgenden werden wir 
Mittel kennen lernen, um diese Einschränkungen zu umgehen. Hier wollen 
wir ein anderes Beispiel betrachten, in weichem die Einschränkungen 
schon früher auftreten. Suchen wir eine Kurve w'" Ordnung (« > 2), 
welche Kurven c„ ,c„ ■■ ■ c„^ von den Ordnungen w„ n^- ■ ■ n^ ohne mehr- 
fachen Punkte je in drei auf Geraden liegenden Punkten schneiden und 
außerdem durch ^n{n -f- 3) — s gegebene Punkte gehen. Die Anzahl 
der Kurven c„ eines Büschels, die die Kurve c^ in drei Punkten 
einer Geraden treffen, finden wir aus [133] (2), wenn wir dort s ^ 2, 
P = "a'("i ~ -^)(**i ~" ^)j % ™ "**!) ^i — "i setzen.') Sie wird 

1) Da hier aur eiu besonders eiafacher Fall vorliegt, würde man, wenn 
die zitierte aügemeine Formel uns nicht bekannt wäre, die verlangte Anzahl am 
leichtesten durch eine doppelte Anwendung des Cayky-Brilhchen Satzes finden 
können. 
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i(««,-2)(%-2)»,C»-l) 
sein. Die ganze gesuchte Anzahl wird also 

{\(n ~ !))■ n{{nn, ~ 2) («,- - 2)«() 
sein, wo das Produkt II über alle Faktoren auszudehnen ist, die man 
erhält, wenn mau n, durch %, «g, ■ ■ ■ k, ersetzt. 

Ist die Anzahl -J«(m + 3) — s der gegebenen Punkte, die wir i nennen 
woUen, gleich j(w — 1)(k + 2) + 2, also s = « — 1, so werden durch sie 
^{t— X){t~2) Kurven gehen, die aus einer Geraden and einer Kurve 
(« — l)**' Ordnung bestehen, und jede dieser Kurven erfüllt die aufge- 
stellten Forderungen auf (|)' JTWi(w,- — 1) («^ — 2)-fache Weise. Dies 
gibt im ganzen zu 

\{t - l){t - 2)(|)"-iJT(n;(«, - !)(«( - 2)) 

Lösungen eigentümlicher Art Anlaß; diese Zahl wird abzuaieheu sein, 
wenn man nur nach jenen Lösungen fragt, für welche die geraden Linien 
nicht selbst Teile der gesuchten Kurve sind. 

Ist die Anzahl der gegebenen Punkte <^(m — l)(w + 2) + 2, so 
gehen durch sie unendlich viele Kurven n^' Ordnung, die aus einer 
Geraden und einer Kurve (n — l)"' Ordnung bestehen. Die gefundene 
Anzahl ist also nui- der Grad einer identischen Gleichung und wird da- 
her bedeutungslos. 

Diesem Mangel kann man aber sowohl hier wie in anderen ent- 
sprechenden Fällen abhelfen, wenn man von der Aufstellung einer all- 
gemeinen Formel absieht und sich mit einer sukzessiven Einführung 
der einzelnen Bedingungen begnügt. Wir setzen dann voraus, daß wir 
bereits die Anzalil /i der Kurven bestimmt haben, die einen Teil der ein- 
zafährenden Bedingungen erfüllen und noch durch feste Punkte gehen, 
und daß, wenn verschiedene algebraisch trennbare Arten von Lösungen 
möglich wären, ft lediglich die Anzahl von Lösungen einer dieser Arten 
angibt. Im vorliegenden FaUe schließen wir besonders die Lösungen aus, 
die von der Spaltung der gesuchten Kurve c^ in eine Gerade und eine 
Kurve (n — 1)'" Ordnung herrühren. Die hier gesuchte Anzahl „eigent- 
licher" Lösungen ist also für S = rt — 1, ( = \(n — 1)(m — 2) + 2 

H = {\(n— l))'"-^77((mW( — 2)(«,. — 2))j;) 

~ |(i - 1)(( - 2)(})'-''n(n,(n, - 1)(M; - 2). 

Fällt nun die Bedingung, durch einen der gegebenen Punkte zu gehen, 
weg, so wird man ein oo^-faches System von Kurven c„ haben, dessen 
erste Charakteristik ft ist. Wir werden weiter annehmen, daß auch 
dieses System l Kurven enthält, die je aus einer Geraden und einer 
Kurve {« — 1)"' Ordnung bestehen. Im ganzen wird dann das System 

KwM. + i - 2)(m.^.i — 2)«,^i(« - 1) - fi 
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Kurven enthalten, die eine aligemeine Kurve n^^^" Ordnung in drei 
auf einer Geraden liegenden Punkten sehneiden, von denen jedoch 
g'-Wj^,(w,^i— l)(Wj_|_j — 2) den gesuchten nicht angehören. Bei zu behalten 
sind also nur 

-s{««, + i— 2)(m.+i — 2)m,_^i(m — 1);i. — iw,4.i(n,+i - l(».+i — 2)i 
Lösungen. Diese Zahl wird dann die Charakteristik ti eines neuen oo^- 
fachen Systems sein, für das noch eine weitere der Bedingungen, durch 
gegebene Punkte zu gehen, wegfällt. Auf diese Weise kann man alle 
Bedingungen der genannten Art nach einander einführen. 

Sei z. B. n — 3. Dann findet man sogleich, daß es im ganzen 

(3«, - 2){«i - 2)hi(3«3 - 2)(k2 - 2)»a 
Kurven dritter Ordnung gibt, die durch sieben gegebene Punkte gehen 
und die Kurven c^ und c„^ je in drei, in gerader Linie liegenden Punkten 
schneiden. Letztere Bedingungen werden wir kurz [c^^] und [r^] nennen. 
Durch die 7 Punkte gehen aber 21, die aus einem Kegelschnitt und 
einer Geraden bestehen, und jede von diesen ist in der gefundenen Anzahl 

3>,(«i - l)(»i - 2)%(»s - 1)(«„ - 2)-mal 
mitgezahlt. Übrig bleiben 

(1) II = (3«! - 2)(«, - 2)«X3mj - 2}(Ms - 2)mj 

- i>i(Wf - l)(«i - 2)«2(h3 - 1)K ~ 2) 
Lösungen, die als eigentliche betrachtet werden, ft ist die erste Charak- 
teristik eines Systems von (im allgemeinen) nicht zusammengesetzten 
Kurven Cj, die durch sechs Punkte gehen und die Bedingungen [c„ ] und 
[c^ ] erfüllen. Dieses System enthält jedoch auch einzelne zusammen- 
gesetzte Kurven^), deren Anzahl wir X nennen. 

Eine Gerade, die ein Teil einer Kurve c^ des Systems seiii soll, muß 
entweder durch zwei oder wenigstens durch einen der sechs gegebenen 
Punkte gehen. Wir bestimmen für sich die Anzahl Aj der Geraden, die 
durch die gegebenen Punkte A und B gehen, und die Anzahl Ag solcher, 
die allein durch einen gegebenen Punkt A gehen. X wird dann gleich 
15J.1 + 6Aj sein. 

Die Kurven Cg, die die Gerade AS enthalten, müssen sich unter 
den ;x Kurven des Systems befinden, die durch einen dritten Punkt P 
der Geraden AB gehen, und um ihre Anzahl zu bestimmen, muß man 
von /i die Anzahl der nicht zusammengesetzten Kurven subtrahieren, 

1) Mehrere dieser Kurven, und iwar solche, die die eine der auferlegtea Be- 
dingungen erfüllen, ohne daß die Gerade durch drei Schnittpunkte mit Cn^ heziehunga- 
weiee Cn, ein Teil von c, wird, lassen sich zwar direkt bestimmen, nnd abzählen. 
Obige Bestimmung umfaßt aber auch solche, deren in gerader Linie Liegende Schnitt- 
punkte mit den beiden Kurven dem geradlinigen Teil von c, angehören. 
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die dnrch A, B, P und vier andere gegebene Punkte gehen und die Be- 
dingungen [c„J und [c^J erfüllen. Um diese Zahl zu bestimmen, bemerken 
wir zunächst,daß durchvl, B, Pund fünf andere Punkte (3 n, —2) («^ — 2}«, 
Kurven Cggehen, die [c^ ]erfüIlen,undvondiesenbe8tehen{w^(%— l)(m3— 2) 
aus der Geraden AB und einem Kegelschnitt. Die Charakteristik /t^ 
eines Systenis von (im allgemeinen) nicht zusammengesetzten Kurven 
Cj, die durch A, B, F und vier andere Punkte gehen und [c„ ] erfüllen, 
ist also 

(2) {i^ = (3«i — 2)(mi - 2)«, - |kj(Wi - l)(«j - 2). 

In diesem System gibt es im ganzen /t(3«j — 2)(Mj — 2)% Kurven, die 
fc^l erfüllen; darunter sind jedoch solche Kurven inbegriffen, die aus 
der Geraden AB und einem Kegelschnitt bestehen, und dies wird mit 
jeder der ;ij Kurven des Systems, die noch durch einen weiteren vier- 
ten Punkt Q der Geraden ABB geht, der Fall sein. Da eine solche 
-««^{Ma — 1) (Mj — 2)-mal die Bedingung [c, ] erfüllt, ist die gesuchte 
Zahl 

f., [(3«, - 2)(«, - 2)«a) - ^n,(n, - 1)(«, - 2)] 
oder 

(3) [(3»,-2)(«,-2)«,-i«,(«,-l)(«,-2)][(3»,-2)(»,-2)«, 

-|-ii,(>!,~l)(n,~2)]. 
Subtrahiert man diese Zahl von der in (1) angegebenen Zahl /t, so findet 
man, indem wir den Auedrucli so weit zusammenziehen, als es der Über- 
sichtlichkeit nicht schadet, 

(4) A, - ,',«,(«, - 2)%(», - 2)[3(«, - 1)(3«, - 2) + 3(«, - l)(3n,-2) 

-11K-1)(%-1)]. 

Die Bestimmung der Anzahl i^ *^^^ Kurven Cj des betrachteten 
Systems, die aus einer durch den Punkt Ä gebenden Geraden und dem 
Kegelschnitt durch die fünf übrigen gegebenen Punkte besteht, geschieht 
ganz auf dieselbe Weise; wir brauchen nur denPunkt, den wu-P nannten, 
und hierauf den Punkt Q auf diesen Kegelschnitt legen; man erhält über- 
all dieselben numerischen Ergebnisse. Der in (2) gefundene Wert von 
ft^ wird auch die Charakteristik des Systems von (im allgemeinen) nicht zu- 
sammengesetzten Kurven Cg sein, die durch die gegebenen sechs Punkte und 
den auf den genannten Kegelschnitt gelegten Punkt P gehen und [c„ ] er- 
füllen, und (3) wird die Anzahl der nicht zusammengesetzten Kurven Cj 
angeben, die durch die genannten Punkte gehen und [c„^] und [c^ er- 
füllen. Zieht man sodann diese Zahl von der Gesamtzahl der durch P 
gehenden Kurven c^ des Systems ab, so findet man weiter für Aj den- 
selben Wert (4) wie für i-i, und die gesuchte Anzahl X ist also = 21A^. 

Die Anzahl der Kurven des Systems, die noch die Bedingung 
[c„ ] erfüllen, d. h. die Kurve c^ in drei in einer Geraden liegenden 
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Punkten sehneiden, ist /i (Swj — 2){n^ — 2)»j, unter denen sieh jSdoch 
i- j«3(»ij — l)(»ij — 2) zusammengesetzte Kurven befinden. Die Äü7.ahl 
der dareh sechs gegebene Punkte gehenden, nicht zusammengesetzten 
Kurven (^, die noch die Bedingungen[c„J, [c„J und [c^] erfüllen, ist somit 

^(3»3 - 2)(«j - 2)«j - 21A,>s(mj, - 1)(Hj, ~ 2), 

also, wenn man die Werte (1) und (4) von ft und A^ einsetzt, 

n^(n^ — 2)«3(«g — 2)»j(«i, - 2)[(3bj - 2)(3mj - 2)(3k3 - 2) 

- ¥.^ - 1)K - l)(3«i - 2) - ^{«3 - 1)K - 1)(3», - 2) 

- ÄK - 1)(«. - 1)(3% - 2) + JK»i - 1)(". - i)K - 1)]> 

wo der eingeklammerte Ausdruck natürlich noch zusammengezogen 
werden kann. 

Von diesem Werte ausgehend kann man nun in ähnlicher Weise 
die Anzahl der Kurven Cj bestimmen, die durch fünf Punkte gehen und 
die vier Bedingungen [c„], [c„], [c^], [c„J erfüllen usw., und ebenso 
kann man verfahren, um ähnliche Bestimmungen von Kurven höherer 
Ordnung auszuführen, wenn auch möglicherweise die wirkliche Durch- 
führung neue Schwierigkeiten bereiten kann. Es genügt uns jedoch an 
dem hier behandelten Beispiel das allgemeine Verfahren, das sich im 
großen und ganzen auch bei anderen Fällen von sukzessiver Einführung 
neuer Bedingungen anwenden läßt, gezeigt zu haben. 

[162] Berühraugsaufgfabeu. Zur Bestimmung der Anzahl der 
Kurven n^' Ordnung, die durch gegebene Punkte gehen und mit ge- 
gebenen Kurven gewisse Berührungen gegebener Ordnuog haben sollen, 
dientt/ow^wieres' Formel [136]. Die unmittelbare Anwendung dieser Formel 
ergibt als eine solche Anzahl, die wenigstens die der gesuchten berühren- 
den Kurven eiobegreifen muß, das Produkt der Anzahlen der Kurven, 
die mit je eioer der gegebenen die verlangten Berührungen haben und 
im übrigen durch gegebene Punkte gehen. Man muß sich aber — wie 
wir schon in [136] für die Berührungen mit einer einzelnen Kurve be- 
merkt haben — daran erinnern, daß Jonquüres' Ausdruck schlechthin den 
Fall berücksichtigt, wo Schnittpunkte der gesuchten Kurve mit der ge- 
gebenen auf letzterer koinzidieren, was nicht immer eine eigentliche Be- 
rührung [158] ergibt. Zwar ist es erlaubt, die Koinzidenzen, die in den 
singulären Punkten oderSchnittpunkten der gegebenen Kurven stattfinden, 
als eine Art von Berührung aufzufassen und nachher die Anzahl der auf 
diese Weise entstehenden Lösungen abzuziehen; weiter ist zu bemerken, 
daß die gesuchte Kurve nur für besondere Lagen der gegebenen Punkte 
mehrfache Punkte auf einer der gegebenen Kurven haben wird; solche 
Fälle, in welchen also eine eigentliche Abhängigkeit stattfindet, können als 
Grenzfalle betrachtet werden. Von ganz anderer Art aber sind (vgl. [158]) 
die Koinzidenzen, die davon herrühren, daß die Kurve c_ in Teilkurven zer- 
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fallt, TOD welchen zwei zuBammenf allen. Dies wird freilich für allgemeine 
Lagen der gegebenen Punkte, deren Anzahl wir t nennen werden, über- 
haupt nicht eintreten, so lange |( > |(w — 2)(» + 1) + 2 ist. Nimmt 
aber ( diesen Wert an, so wird es Kurven c„ geben, die durch die ge- 
gebenen Punkte gehen und aus einer doppelten Geraden und einer Kurve 
von der Ordnung n — 2 bestehen; die so entstehenden Lösungen sind 
dann besonders zu berücksichtigen. Ist endlich (<|{« — 2)(«-}-l) +2, 
so wi)-d es unendlich viele Kurven c„ mit einem doppelten Teile geben, 
und die Aufgabe, auf welche Jonguicrea' Formel abzielt, wird daher un- 
endlich viele Lösungen haben, so daß diese Formel nicht mehr angewandt 
werden kaim. 

Der Cayl€y-Brill&Q\i& Korreepondenzaatz, der zu dieser Formel führte, 
^ßt sich jedoch auch in diesem Falle anwenden. Nur muß man ihn ledig- 
lich auf die Schnittpunkte, beziehungsweise Berührungspunkte einer 
festen Kurve mit Kurven eines irreduziblen oo^- fachen Systems an- 
wenden. Von diesem darf man nämlich annehmen, daß es nur eine end- 
liche Anzahl von Kurven enthält, die auf andere Weise als durch eine 
eigentliche Berührung zu der neu einzuführenden Koinzidenz Anlaß geben; 
denn eine unendliche Anzahl solcher Kurven würde sich als ein selb- 
ständiges oo'-faehes System ausscheiden lassen. Man findet also eine 
endliehe Anzahl von Koinzidenzen, von welcher die Zahl der Koinzi- 
denzen, die nicht die gesuchten eigentlichen Berührungen ergeben, nach- 
her abzuziehen ist. 

Suchen wir z. B. in einem gegebenen System von oo^ Kurven c^ 
mit der Charakteristik ii diejenigen, die eine Kurve c„ einfach berühren. 
Durch einen Punkt P, der letzteren Kurve gehen (i Kurven c„, die c„ 
noch in nn^ — 1 Punkten Pj schneiden. Die Korrespondenz zwischen 
Pj und Pg wird 

2ft(«»% — 1) + 2ft_Pi 

Koinzidenzen haben, wo y^ das Geschlecht der Kurve c„ ist. Hat diese 
Kurve e^ Spitzen, so wird in jeder von diesen eine Koinzidenz ohne 
Berührung stattfinden. Solehe gibt es auch in den Schnittpunkten der 
Kurve c^ mit den Örtern der mehrfachen Punkte aller Kurven c„ und 
mit den mehrfachen Teilkurven einzelner Kurven c^, wenn es über- 
haupt im vorgelegten System Kurven dieser Art gibt, und zwar gibt 
es in jedem dieser Schnittpunkte eine von den Kurven c^ unabhängige 
Anzahl von Koinzidenzen. Die Gesamtzahl dieser Koinzidenzen wird 
also ein Produkt öHj der Ordnung n^ mit einem nur vom System ab- 
hängigen Faktor <? sein. Die gesuchte Anzahl | ist daher, da2(p^ — 1) 
= e^ ■-{- ttj' — 2% ist, 

(1) I ^ 2^(«M, - 1) + 2iLp, ~ e,a - sn, = ii{2n,(n ~1) + <) - ö«,. 
Die Zahl ö wird in jedem vorliegenden Falle aus einer Untersuchung 
des Systems hervorgehen. Ihre Unabhängigkeit von der Kurve c^^ kann 
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aber zu einer Vereinfach img der Formel selbst benutzt werden. Ersetzt 
man nämlich c^ durch eine Gerade, so wird | die Anzahl der Kurren 
des Systems sein, die eine Gferade berühren. Diese Zahl, die wir mit fi' 
bezeichnen, wird die zweite Charakteristik des Systems genannt [H]. 

Man findet aJso durch Einsetzen von «j = 1, «^ = 
fb = 2ii(n ~ 1) — fl, 
und (1) wird somit durch 
(2) § = !tn[ + (t'w^ 

ersetzt. Dieses Eesultat haben wir schon in [29] und [79] bewiesen, und 
zwar 80, daß es seine Gültigkeit behält, wenn die Kurve c„, auch andere 
singulare Punkte als Doppelpunkte und Spitzen hat. Auch bei der hier 
vorliegenden Beweisführung ließen sich übrigens leicht mehrfache Ele- 
mente berücksichtigen. 

[163] Kurven e» eines oc^-fiicheu Systems, die mit einer 
gegebenen c,,^ Berübrnng zweiter Ordnung haben. Durch (^°), 
{li(t'), (ft'O werden wir hier und im folgenden die Anzahlen der Kurven 
des oo^-fachen Systems bezeichnen, die beziehungsweise durch zwei 
Punkte gehen, durch einen Punkt gehen und eine Gerade berühren, oder 
zwei Gerade berühren; durch ■& die Anzahl derjenigen, die eine ge- 
gebene Gerade in einem gegebenen Punkt berühren; weiter durch d und 
t die Anzahlen derjenigen, die einen ihrer Doppelpunkte beziehungsweise 
Spitzen in einem gegebeneu Punkte haben, und durch d' und t' die An- 
zahlen derjenigen, von welchen eine Duppeltangente beziehungsweise 
eine Wendetangente eine gegebene Lage hat. Alle diese in [163] und 
in [164] vorkommenden Zahlen führen wir schon hier an, wenn auch bei 
der Herleitung der Formeln [163] (1) und [164] (1) ein punktgeometri- 
scher Ausgangspunkt benutzt wird und also im allgemeinen d =• s =' 
ist. Weiter betreffen die Formeln, in die S, d', e, b' eingehen, un- 
mittelbar nur den Fall, in dem für eine beliebige Kurve des Systems 
die genannten singulären Punkte oder Tangenten nur einzelweise vor- 
kommen und nicht zu höheren Singularitäten sieh vereinigt haben. 

Wir werden nun zunächst den Cai/leif-Brilhcheii Korrespondenzsatz 
aufdie Korrespondenz zwischen einemBerührungsp unkt P[ einer Kurve des 
cxj^-fachen Systems mit c„,, der wir vorläufig nur Plückersdhe Singu- 
laritäten beilegen, und den «»[ — 2 Schnittpunkten Pj derselben Kurve 
mit c„j anwenden. Einem Punkte P^ entsprechen &{nn^ — 2) Punkte 
P^- Durch einen Punkt gehen [162] m',(/i^) + «^(ftft') Kurven c„, die 
C^ berühren; ist der Punkt ein Punkt P^ dieser Kurve selbst, so werden 
von diesen 2^" den Berührungspunkt in P^ haben; die Berührungspunkte 
der «i (f*^) + »1 (ftji') — 2^ übrigen werden die dem Punkte Pj ent- 
sprechenden Punkte Pj sein. Die Wertigkeit der Korrespondenz ist 2S-. 
Die Anzahl der Koinzidenzen ist also 

*(m», — 2) + n[(ii^) + Mj(ftft') - 2* -I- 4&p. 
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Koinzidenzen finden erstens in den 13 Punkten statt, in denen c„^ 
mit einer c, eine Berührung zweiter Ordnung hat, sodann & in jeder der 
ßj Spitzen der Eurre c„^. Wenn alie Kurven c„ Doppel puniite, Spitzen 
oder andere singulare Punkte haben, so werden Koinzidenzen auch da- 
durch entstehen, daß die Berührung eben in einem solchen Punkte statt- 
findet. Andere Koinzidenzen können auch hier davon herrühren, daß 
Kurven €„ doppelte oder mehrfache Teilkurven haben. Dabei sind nicht 
alle dem 00^-fachen Systeme angehörigen Kurven dieser Art zu be- 
rücksichtigen, sondern nur solche, die, als Grenzkurven betrachtet, dem 
Systeme der 00* Kurven angehören, die c„, schon einmal berühren. Die 
Anzahl dieser von aingulären Punkten der Kurven des Systems und von 
singulären Kurven herrührenden Lösungen ist also eine endliche; und 
sie lassen sich in jedem vorgelegten Falle auffinden und nach bereits 
bekannten Regeln abzählen. Nennen wir diese Anzahl ^, so findet man 
(1) Tj = -&(»«! — 2) + «;(ft*) -1- », ((tft') — 2& + 4*p, —e^^ — ^. 

Während die Anwendung dieses Verfahrens in bestimmt vorliegen- 
den Fällen bequem sein mag, kann man durch eine andere Charakteri- 
sierung des oo*-fachen Systems auch eine einfachere Formel erlangen, 
in der schärfer zwischen dem Einfluß des Systems und dem der 
Kurven c„ unterschieden wird. Bei der Herleifcung von (1) war auch 
zunächst au eine punktgeometriscbe Darstellung der Kurven des Systems 
gedacht, und der Einfluß etwaiger Spitzen dieser Kurven mit gegeheuer 
Lage müßte demgemäß als ein Grenzfall behandelt werden. Jetzt werden 
wir aber auf eine zu sich selbst dualistische Bestimmung abzielen und 
müssen also sogleich den Kurven des Systems sowohl Spitzen als auch 
Wendetangenten beilegen. Hier werden wir daher auch die Bezeichnung 
f (s. o.) zur Anwendung bringen können. 

Den gesuchten neuen Ausdruck erlangt man am leichtesten durch 
Benutzung der auf eine Wj -fache Gerade g reduzierten Kurve von der 
Ordnung «j, die wir in [29] beim Beweise der eben erwähnten Formel 
»^ft'-|- n[ii anwandten. Diese Kurve hat n[ Seheitel, d. h. solche Punkte, 
in welchen c„ jede durch sie gehende Kurve berührt. Ein solcher Punkt 
bildet einen Übergang zwischen zwei der % mit g zusammenfallenden 
Zweige der Kurve. Eine ähnliche Verbindung findet auch in den 
Spitzen derselben Kurve c^ statt und überhaupt in solchen singulären 
Punkten, in welchen diese Kurve mehrfache Elemente hat. Berührung 
zTpeiter Ordnung mit dieser Grenzkurve, und zwar mit allen ihren «j 
Zweigen, haben erstens die e' Kurven e„, die g als Wendetangente 
haben, was n^ e' Auflösungen ergibt. Die übrigen Berührungen 
zweiter Ordnung müssen dadurch entstehen, d;iß ein Element der Grenz- 
kurve c^ und ein Element einer Kurve c„ mit demselben Mittelpunkt 
wenigstens zwei Schnittpunkte mehr haben, als aus den etwaigen Multi- 
piizitäten der Elemente folgt. Dies wird außer in dem bereits genannten 
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Fall nur dann eintreten können, wenn eine Kurve c„ entweder in einem 
Scheitel der Grenzkurve oder in einer Spitze (oder im Mittelpunkt eines 
anderen mehrfachen Elementes von c„ , wenn es solche gibt) entweder 
g berührt oder seibat da eine Spitze bat. Zwar ist nicht jede so be- 
stimmte Kurve c„ eine solche, die mit unserer Grenzkurve c„ Berührung 
zweiter Ordnung hat. Da es jedoch keine andere Möglichkeiten gibt und 
da wir, wie schon bemerkt, den Kurven c^ hier keine anderen (pnubt- 
geometrisch) mehrfachen Elemente als Spitzen beilegen, so wissen wir 
wenigstens, daß die gesuchte Anzahl ein Ausdruck von der Form 

ist, wo a und ß allein von der Anzahl und der Natur der Singularitäten 
der gegebenen Kurve e abhängen. Durch Anwendung der Grenzform 
für die letztere Kurve, die der eben benutzten Hj- fachen Geraden dua- 
listisch entspricht, findet man, daß ß == n\ ist. Da weiter der Koeffizient 
a allein von der gegebenen Kurve c„ abhängt, kann man ihn durch An- 
wendung eines speziellen Systems finden. Dazu bietet sich das System 
der durch drei gegebene Punkte gehenden Kegelschnitte von selbst dar. 
Für diese? hat man nämlich e = /= 0, # -= 1 und findet also ij = k. 
Somit ist ß die Anzahl der durch drei Punkte gehenden Kegelschnitte, 
die mit der Kurve c„ eine Berührung zweiter Ordnung haben. In [80] 
haben wir gesehen, was übrigens auch aus der vorgenannten Formel 

(1) oder aus der folgenden Theorie der Systeme von Kegelschnitten 
hervorgehen wird, daß ß ■=■ 3wj -f- e^ ist, wo e^ = -S(j', — 1) die Plücker- 
sche Anzahl der Spitzen bedeutet (so daß c„ hier allerlei Singularitäten 
haben könnte). Durch Einsetzen dieser Werte findet man') 

(2) 7i = n,a' + n[B + {dn[ + e^)&. 
Anmerkung. Wie derAusdruekwift+Wift' für die einfach berühren- 
den Kurven eines Systems, ist auch dieser Ausdruck von der Ordnung 
der Kurven des Systems unabhängig und beide lassen sich auch dann 
anwenden, wenn das System durch eine algebraische Differential- 
gleichung definiert wird, also im allgemeinen austranszendentenKurven be- 
steht. Die Differentialgleichung muß im ersteren Falle erster Ordnung 
sein, fi ist ihr Grad in Beziehung auf j^, fi' der Grad der Gleichung 
in X, die man durch Einsetzen von y~ax-l-h, ^-^a erhält. Im letzteren 
Fall muß sie zweiter Ordnung sein, # ist ihr Grad in ^-^, e' der Grad 
jener Gleichung in x, die man erhält, wenn man «/^aar + ö, j =« 
und ji = setzt, und b der Grad jener Gleichung in ^ -, die man er- 

1) Diese Formel ist zuerst von Hdlphen aufgestellt -worilen. Bulletin de la 
Sooiöt^ Mathömatique de France V. {1S7Ü), p. 14. 
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hält, wenn man ^-^ = 00 setzt. Der Wert von »^ f( -[- w, /i', beziehungs- 
weise der durch (2) beatimmte Wert von 1;, wird dann die Anzahl der 
Punkte der Kurve c^ sein, in welchen die Koordinaten und die daraus 
bestimmten Werte von ^ und ^, die gegebene Diiferentialgleichung 
befriedigen. 

[164] Kurven Cn eines oc^-fachen Systems, die mit einer ge- 
gebenen c„, zwei Berührungen haben. Je nach dem verschiedenen 
Zweck kann man auch hier, wie in [163j, auf doppelte Weise verfahren. 

Sind Pj und Pj zwei Schnittpunkte einer Kurve c^, die c^ in einem 
Punkte Pj berührt, so ist die Anzahl der einem Punkt Pi(Pj) ent- 
sprechenden Punkte Pa(Pi) 

(k>^ + «i(/ift') - 3#)(»«j ~ 3). 
Die zusammengesetzte Kurve, die die einem Punkte Pj entsprechenden 
Punkte Pj bestimmt, hat w'i(((^) + «,{ft|ii') — 25' Schnittpunkte in Pj 
und 2 in jedem dem Punkte Pj entsprechenden Punkte Pj. Da nun, 
wie wir in [163] sahen, die Korrespondenz zwischen den Punkten Pj 
und Pj die Wertigkeit 29- hat, so wird nach [119] die Korrespondenz 
zwischen Pj und P^ die Wertigkeit 

ni(^^) + «i(ftft') — Sc- 
haben. Diese Korrespondenz hat also 

(n;(^^') + «i(/ip'))(2MMi - 6 + 2p,) - 2*(2wH, - 6 + 6j?.) 
Koinzidenzen. VondiesenfaUen2£indieBerührungspunkte der ^Kurven 
des 00^-fachen Systems, die c^ zweimal berühren. Durch jede der 
e, Spitzen der Kurve c^ , werden Wi(ft^) + »i(ft^') — 39- Kurven') des 
Systems gehen, die c^ noch in einem weiteren Punkte berühren. Von 
den gefundenen Koinzidenzen fallen daher ebensoviele in die Spitzen. 
Bezeichnen wir noch die Koinzidenzen, die von siugulären Punkten und 
singulären Kurven im System herrühren, und die in jedem vorliegenden 
Falle aufzusuchen und abzuzählen sind, mit ß, so erhält mau 
(1) n= («;(f<^ + n,(^^'))(2«K, _ 6 +2pj - Cj) 

— S-(4«Hi-12+ 12i)i - 3eJ - ß. 

Einen übersichtlicheren Ausdruck werden wir auch hier durch Be- 
nutzung des Falles finden können, in dem die Kurve c„ in eine 
n,-fache Gerade g ausgeartet ist. Die folgenden Kurven des Systems werden 
dann Grenzlagen der zweimal berührenden Kurven sein: 

1. die -J-wK«', — \){^), die durch zwei der n'j Scheitel der ausge- 
arteten Kurve gehen; 



1} Die hier benutzten, von der Spitae herrährenden Koeffizienten sind die- 
elben, die man erhält, wenn die Kurven p,, Gerade sind [123]. 
Zenthao: Abzihlende Uethoden 20 
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2. die n[ (((ijt') — 29'), die durch einen Scheitel gehen und g in einem 
iinderen Punkte berühren; sie sind je n^-mal zu zählen, weil sie jeden 
der ZEsammeaf allen den Zweige berühren können; 

3. die d' Kurven, die <j zweimal berühren, je nj-mal gezählt; 

4. die ^■d^ Kurven, die g in einem Doppelpunkte der ausgearteten 
Kurve berühren; 

5. die Q"n\ Kurven, die g in einem Scheitel der ausgearteten Kurve 
berühren; aie sind je 2(«^— 2)-mal zu zählen, weil sie die w, — 2 Zweige, 
auf denen der Scheitel nicht liegt, berühren; 

6. die »Jd Kurven, die einen Doppelpunkt in einem Scheitel haben; 

7. und 8. die i Kurven, die mit g Berührung zweiter Ordnung haben 
und diejenigen, die auf jf einen neugebildeten Doppelpunkt haben; ihre 
Anzahl ist je mit y«i(«i— 1) zu mnltipli zieren, weil sie als Eerührungs- 
kurven zweier der »j zusammenfaUenden Zweige zu betrachten sind, und 
noch dazu mit Zahlenkoeffizienten, deren Bestimmung sieh jedoch als 
überflüssig erweisen wird.') 

Man hat also 

t = Y*h K ~ l)(f*^) + n\iii{((ifi') — 2&) + nid' + d^d- 
+ 2n[ (mj - 2)«- + n\S + l n^{n^ — l')a, 
wo cc eine Größe ist, die allein Tom System und nicht von der Kurve 



Wenden wir nun diese Formel auf den Fall an, wo c_ aus zwei ge- 
raden Linien besteht, wo also g = (ft'') + 2d', n^ = 2, w"; =0, d^=l 
ist, 80 findet man 

(2) C»'")-2«'+» + «. 

Bestimmt man cc hieraus, so ergibt sich nach einer Reduktion mittels 
der Plückerschßn Formeln 

(3) £ = |-«;(»;.- l)(f.=) + n[n,(iiii-) + |«i{% - 1)(^'^) 

+ n[d + nid' — {-(ßn[+ ei)& . 
[165] Zusammensetzung der zu mehrgliedrigeu Ans- 
drückeu führenden Bediugnugeu. Ausdrücke von der Form 
ßfi -1- a'ft'. Wenn auch weniger einfach, als in den Fällen, in welchen 
jede neue Bedingung zu einem Faktor in der Anzahl der durch diese 
und andere Bedingungen bestimmten Kurven Anlaß gab [160], lassen 
sich auch solche mehrgliedrige, durch Addition oder Subtraktion zu- 
sammengesetzte Ausdrücke wie die in [161]^164] gefundenen zur 
sukzessiven Einfährung verschiedener einfacher oder mehrfacher Be- 

1) Durch Änwendnng der Formel (2) auf ein System von Kegelschnitten 
und auf Kurven dritter Ordnung, die durch beziehungsweise 3 und 7 Punkte 
gehen und einea Kegelschnitt zweimal berühren, findet maa übrigens, daß der 
erste dieser Koeffizienten 3, dar letzte 1 ist (vgl. [158].} 
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dingangen anwenden. Sucht man zum Beispiel eine Kurve c„, die mit 
einer gegebenen Kurve c„ Berührung zweiter Ordnung hat, eine andere 
c^ zweimal einfach berührt und außerdem y«(» + 3) — 4 andere Be- 
dingungen, die wir mit S bezeichnen wollen, erfüllt, so kann man zu- 
nächst die Anzahl der Lösungen durch [163] (2) ausdrücken. /, s und 9- 
bezeichnen dann die Anzahl der Kurven c^, die c„ zweimal berühren, 
die Bedingungen B erfüllen und beziehungsweise eine Wendetangente 
in gegebener Lage, eine Spitze in gegebener Lage haben oder eine ge- 
gebene Gerade in einem gegebenen Punkte berühren. Diese drei An- 
zahlen aind weiter durch [164] (3) zu bestimmen. Bei der Bestimmung 
von e' sind hierbei die in diese Formel eingehenden Zahlen (|ii^) ... ff 
die Anzahlen der Kurven, die die Bedingungen B erfüllen, eine Wende- 
tangeute in gegebener Lage haben und beziehungsweise noch durch 
zwei Punkte gehen, . . ., eine Gerade in einem gegebenen Punkte be- 
rühren; ebenso werden die in der Formel [163] (2) auftretenden Zahlen 
« und ff bestimmt. 

In den Fällen, in denen nur solche verschiedene einfache Bedin- 
gungen zu beachten sind, die sich, wie die Berührung mit einer gege- 
benen Kurve (s. [162] (2)), je für sich durch den zweigliedrigen Ausdruck 
aft -f- «II einführen lassen, wo a und a nur von der betreffenden Bedin- 
gung abhängen, während /t und fi' die Charakteristiken des die übrigen 
Bedingungen erfüllenden Systems von txj^ Kurven sind, kann man auf 
diese Weise einen allgemeinen Ausdruck für die Anzahl der Kurven, 
die solche verschiedene Bedingungen erfüllen, aufstellen. Dieser Aus- 
druck läßt sieh am leichtesten als ein symbolisches Produkt schreiben. 
Sind K^^-|-ßj^', ttjft-l-ßj/i',.,., (i;^^-|-a^;i' die Anzahlen der Kurven eines 
willkürlichen cx)^-fachen Systems, die beziehungsweise die eine, die 
zweite . . ., die r'" von gewissen gegebenen Bedingungen befriedigen, 
so wird man die Anzahl der Kurven, die gleichzeitig alle die Bedin- 
gungen erfüllen und einem gegebenen oo''-fachen System angehören, 
symbolisch durch das Produkt 

(a^ti + «>'}(«s/t. + «;/) . . . {ct^ii -f- «>') 

ausdrücken können, wenn man nach der Multiplikation mit ft'ji'', wo 
s -j- t ■= r ist, die Anzahl der Kurven des System bezeichnet, die durch 
s gegebene Punkte gehen und ( gegebene gerade Linien berühren. Dies 
ist nämlich richtig, wenn r=l ist, und die Einführung einer neuen 
Bedingung durch die Formel cc^^jfi + Dil.^jlt' zeigt, daß, wenn es für 
einen Wert r richtig ist, es auch für r-\-l richtig sein wird. Wenn 
r =-2-n(» + 3) ist, so wird die ganze Anzahl allein von den die Bedin- 
gungen charakterisierenden Zahlen k und tx' und den Anzahlen der 
Kurven «'" Ordnung, die lediglich durch gegebene Punkte und gegebene 
Tangenten bestimmt aind, abhängen. Die Bestimmung letzterer Zahlen, 
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die für n = 2 bekannt ist (siehe [80] und [172]), bat man daher auch 
für « =■ 3 und w =- 4 imtemommen '). 

Wie schon bemerkt, ist diese Methode besonders auf die Fälle an- 
wendbar, in denen die TOrgelegten Bedingungen in einfachen Berührun- 
gen mit gegebenen Kurven bestehen, indem dann «^ = n[, a^-=w, ist; 
im übrigen gibt es auch andere Bedingungen, die man auf diese Weise 
einführen kiinn (Beispiele auch für Kurven höherer Ordnung finden 
sich in [171]), Man darf aber keineswegs annehmen, daß die Anzahl der 
Kurven eines oo^-fachen Systems, die einer neuen einfachen Bedingung 
unterworfen sind, im allgemeinen durch «ji -\- ß'ft' ausdrückbar ist. Diese 
Unmöglichkeit beruht nicht allein darauf, daß Kurven von einer höheren 
als der zweiten Ordnung entweder mehrfache Punkte oder mehrfache 
Taugenten haben, und daß die sich auf diese beziehenden Bedingungen 
zu anderen Ausdrücken führen. Auch solclie Bedingungen, wie z. B. 
die in [161] behandelten, lassen sich nicht auf die genannte Weise ein- 
führen. Wir landen nämlich, daß die Anzahl der Kurven c^ eines durch 
solche Bedingungen und gegebene Punkte bestimmten oo'-fachen Systems, 
die noch eine weitere Bedindingung derselben Art erfüllen, nur so lange 
die Form «ft hat, als die Anzahl der gegebenen Punkte > -|-(h — 1) (w + 2) 
-f- 2 ist. In [163] erfuhren wir dagegen, daß /t' und also auch «ji -i- k'^' 
ein Multiplum von fi bleibt, so lange die Anzahl der gegebenen Punkte 
nur>Y(w — 2) (m-1-1)-|-2 ist. Der Ausdruck ccit-\-a[i' läßt sich also 
jedenfalls nicht auf die Fälle anwenden, in denen die Anzahl der ge- 
gebenen Punkte zwischen diesen Grenzen liegt. 

Für Systeme von Kegelschnitten spielt der Ausdruck a[i -{- a'fi je- 
doch auch für andere Aufgaben als Berührungsauf gaben eine hervor- 
ragende Bolle und die Ausnahmefälle, in denen die Anzahl der Lösungen 
sich nicht so ausdrücken läßt, geben sich durch einfache Kennzeichen 
kund. Zur Bestimmung der Kegelschnitte bieten sich auch einfache und 
weitreichende Methoden dar. Daher werden wir die Systeme von Kegel- 
schnitten einer besonderen Behandlung unterziehen. 

[166] Übnugsaufgabeu. 

1. Inwiefern gilt das in [161] gefundene Hauptresultat auch für 

K = 2,S=1? 

2. In einer Ebene sind dreimal ?> Gerade gegeben. Wie viele Kurven 
dritter Ordnung kann man durch sechs gegebene Punkte legen, die jedes 
dieser Tripel in verschiedenen Punkten schneiden, die auf unter sich 
verschiedenen Geraden liegen? 



1) Sie iflt aber zu weitläufig, als daß sie hier aufgenommen werden könnte. 
Wir begnügen una dalier auf diese Bestimmungen in Zeuthen, Systemer af plane 
Kutver (Det koagelige Üanske Videnskabernea Selskaba Skrifter, 5 Bäkke caturv. 
math. Äfd. Bd. 10. S. 37ö— 393) zu verweisen. Für n = 3 batte Maillard die Re- 
sultate früher gefunden. 
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3. * Eine nacli den vorliegenden Umständen mehr oder weniger weit- 
gehende Fortsetzung der in [161] angefangenen Untersuchungen über 
die Bestimmung von Kurven dritter Ordnung wird gewünscht. 

4. Suche die Anzahl der Kurven dritter Ordnung, die zwei gegebene 
Kegelschnitte berühren, eine gegebene Kurve dritter Ordnung in drei 
in einer Geraden liegenden Punkten schneiden und durch sechs gegebene 
Punkte gehen. 

5. Suche die Anzahl der Kurven dritter Ordnung, die durch vier 
gegebene Punkte gehen und fünf gegebene Kegelschnitte berühren. 

b) Systeme von Kegelselmitten. 

[167] Entartete Eeg^elschuitte. Die im vorigen Abschnitte be- 
trachteten Einschränkungen der Anwendungen der Formel r.u waren 
bei der punktgeo metrischen Darstellung besonders (aber nicht aus- 
schließlich, s. [161]) dadurch veranlaßt, daß alle Kurven eines Systems 
Doppelpunkte oder mehrfache Punkte hatten, oder daß im Syst«m 
Kurven mit mehrfachen Teilkurven auftraten. Im ersten Fall rührt die 
Einschränkung einfach davon her, daß ein System von Kurven c^, denen 
man einen Doppelpunkt beilegt, schon dadurch einer anderen anzahl- 
geometrisehen Definition unterworfen ist, als wenn man einfach von 
Kurven b"' Ordnung spricht; die an zahlgeometrischen Resultate werden 
sich dadurch auch gewöhnlich verschiedentlich gestalten. Die zweite 
Einschränkung rührt davon her, daß eine Kurve mit einer mehrfach 
zählenden Teilkurve durch ihre Gleichung in Punktkoordinaten nicht 
vollständig dargestellt ist, wenn man sie als Grenzkurve auffaßt; und 
Auffassung ist notwendig, wenn sich die Frage erhebt, ob sie 
uem gegebenen System wirklich angehört oder nicht, oder wie weit 
ne gegebene Bedingung als von ihr erfüllt zu betrachten ist. Dies 
wird namentlich von der Lage der sogenannten Scheitel abhängen, 
d. h. solcher Punkte auf dem mehrfachen Zweige, in denen die durch 
einen solchen gehenden Kurven nicht nur die zusammengesetzte 
Kurve c„ mehrfach schneiden, sondern auch diese Kurve berühren, 
wenn man sie als Grenzkurve auffaßt. Man kann sagen, daß in diesen 
Scheiteln die sonst nur zusammenfallenden Zweige der mehrfach zäh- 
lenden Teilkurven zusammenhängen. Über die Lage dieser Scheitel 
auf der Teilkurve sagt die Gleichung der Kurve in Punktkoordinaten 
gar nichts aus, während dagegen die Unken Seiten ihrer Gleichungen als 
Faktoren der linken Seite der Gleichung der Kurve in Linienkoordinaten 
auftreten werden. 

Diese Verhältnisse, sowie die dualistisch entsprechenden, werden 
sich einfach gestalten, wenn wir nns auf Systeme von Kegelschnitten 
beschränken. Für diese läßt sich eine vollständige und zu sieh selbst 
dualistische Theorie aufstellen, die alle möglichen, etwa vorkommen- 
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den Fälle berücksichtigt. Damit wird auch die Bahu frei für solche 
Unter Buchungen, die Kurven höherer Ordnung betreffen, wenn es auch 
schwierig sein würde, für diese allgemeine Sätze aufzustellen. 

Da ein Kegelschnitt mit Doppelpunkt aus zwei Geraden zusammen- 
gesetzt ist, braucheo wir uns hier nicht um solche Systeme zu bümmem, 
in denen alle Kurven Doppelpunkte haben; diese würden nur Sy- 
steme von Geraden sein, und die dualistisch entspreclienden Systeme 
nur Systeme von Punkten. Dagegen können die Systeme von co'- durch 
vier Bedingungen bestimmten Kegelschnitten folgende Ausartungen 
darbieten : 

1. Kegelschnitte, die sich, als PunktÖrter betrachtet, auf eine zwei- 
fach zählende Gerade, dagegen als Umhüllungskurven ihrer Tangenten 
betrachtet, auf zwei auf dieser Geraden liegende Punkte reduzieren. Ein 
solcher „abgeplatteter" Kegelschnitt ist, wenn nnr die zwei Punkte 
(Scbeitel) nicht zusammenfalleu, voUständig bestimmt durch seine Glei- 
chung in Linien koordinaten, aber nur teilweise durch seine Gleichung 
in Punktkoordinaten. 

2. Kegelschnitte, die als PunktÖrter betrachtet aus zwei Geraden 
bestehen, sich aber als Umhüllungskurven ihrer Tangenten auf den 
doppelt zu zählenden Schnittpunkt dieser Geraden reduzieren. Ein sol- 
cher Kegelschnitt ist, wenn die zwei Geraden nicht zusammenfallen, 
völlig bestimmt durch seine Gleichung in Punktkoordinaten, nicht aber 
durch seine Gleichung in Linienkoordinaten. 

3. Eine dritte entartete Form von Kegelschnitten (die Halphen- 
sehen Ausartungen^) kann auch auftreten, die als Punktort betrach- 
tet eine Doppelgerade, als Einhüllende betrachtet ein doppelt zu zählen- 
der Punkt dieser Geraden ist. Sie darf, wenn wir allein diese Erzeu- 
gungsarten beachten, als ein SpezialfaD jeder der eben genannten 
zwei Formen betrachtet werden, tür den beziehungsweise die zwei 
Scheitel oder die zwei Geraden zusammenfallen, und wird insofern be- 
stimmt, wenn man sowohl ihre Gleichung m Punktkoordinaten als auch 
ihre Gleichung in Linienkoordinaten kennt. Doch kann, wie wir sehen 
werden, diese Ausartung als Grenzform, und daraufkommt es bei un- 
serer Anzahlbestimmung an, in einer Gestalt auftreten, so daß diese 
beiden Gleichungen zu ihrer völligen Charakterisierung nicht genügen 
und auf diesem Umstand wird ihr Vorkommen auch in Systemen mit 
vier gegebenen Bedingungen beruhen. 

Außer den Charakteristiken eines co^-fachen Systems u und ft' 
führen wir noch zwei Bezeichnungen ein. l umfaßt alle Kegelschnitte 
des Systems, die punktgeometrisch in Doppelgerade ausgeartet sind, also 
sowohl die Ausartungen erster Art als auch die Halpken scheu Aus- 

I) Hatphen wbt der erste, der die Notwendigkeit bemerkte, diese Ausnabme- 
kuxven besonders und nicht nur als Spezialfälle der zwei ersten Arten zu beachten. 
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artUDgen, i' alle Kegelschnitte des Systems, die linieu geometrisch in 
Doppelpunkte ausgeartet sind, also sowohl die Ausartungen zweiter 
Art als auch die Malphen sehen Ausartungen. Wendet mau das Kor- 
respondenzprinzip an, um zusammenf allen de Schnittpunkte eines Kegel- 
schnitts des Systems mit einer gegebenen Geraden oder zusammen- 
fallende Tangenten durch einen gegebenen Punkt zu finden, so erhält 
man die einander dualistisch entsprechenden Formeln: 

wenn wir nur die Kegeln, die angeben, wievielmal jeder ausgeartete 
Kegelschnitt in A und X' mitzuzählen ist, in Übereinstimmung mit den 
Regeln für die Abzahlung der durch das Korrespondenzpriuzip gefun- 
denen Koinzidenzen [105] bringen. Wir erhalten dann die folgende 
Regel für die Abzähluug von X: Sei A der Schnittpunkt einer dem 
Systeme angehörigen Doppelgeraden mit einer behehigen Geraden g, 
P ein Punkt dieser Geraden, dessen Abstand von Ä unendlich klein 
erster Ordnung ist, P' der andere Schnittpunkt eines durch P gehen- 
den Kegelschnittes des Systems mit g, so wird die Summe der Ord- 
nungen der unendlich kleinen Größen PP' angeben, wievielmal die 
Doppellinie in X mitzuzählen ist. Die dualistisch entsprechende Regel 
wird zur Abzahlung von X' dienen. — Wir bemerken, daß wir die 
Halphenschen Ausartungen nicht durch eine besondere Bezeichnung 
haben ausscheiden können, weil eine solche Ausartung mit verschiede- 
nen Koeffizienten in X und X' vorkorameu kann. 

[168] Einfühmug einer fünften Bedingung. Um die Kegel- 
schnitte zu finden, die einem gegebenen oc^-fachen Systeme angehören 
und noch eine weitere unabhängige Bedingung £ erfüllen, werden wir 
vorläufig solche Kegelschnitte Cj des Sytema suchen, die eine gegebene 
Gerade g in demselben Punkt Bchneiden, wie ein Kegelschnitt c^, der die 
g^ebene Bedingung erfüllt und außerdem einen gegebeneu Kegelschnitt 
Äj in denselben Punkten wie c^ schneidet. Wir benutzen dazu das Korre- 
spondenzprinzip. Durch einen Punkt P der Geraden g gehen (i Kegel- 
schnitte Cg des Systems, die also auf k^ (i Gruppen von vier Punkten aus- 
schneiden. Bezeichnen wir durch ß die Anzahl der Kegelschnitte eines 
Büschels, die die Bedingung jß erfüllen, so wird man durch diese 
fi Gruppen ^ß Kegelschnitte c^ legen können. Jeder schneidet die 
Gerade g in zwei Punkten P'. Einem Punkte P entsprechen also 
2ltß Punkte P". Um die Anzahl der einem Punkte P' entsprechenden 
Punkte P zu finden, muß man fürs erste wissen, wieviele Kegelschnitte 
Cj durch einen Punkt P' gehen. Durch Betrachtung des Grenzfallea, in 
dem dieser Punkt auf dem festen Kegelschnitte /% üegt, findet man, 
daß diese Anzahl jiß ist. Der einem solchen Kegelschnitte c, ent- 
sprechende Kegelschnitt Cj wird g in zwei Punkten schneiden. Einem 
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Punkte P' entsprechea also auch 2fiß Punkte F. Die Anzahl von 
Punkten der Geraden g, durch welche Paare entsprechender Kegel- 
schnitte C) und Cj gehen, ist somit 4/t^. Unter diesen sind offenbar die 
Schnittpunkte der geraden Linie g mit Jc^ je fiß-mal zu zählen. Die 
durch die übrigen 2(iß Koinzidenzpunkte gehenden und h^ in denselben 
vier Punkten schneidenden Kegelschnitte c, und c^ müssen zusammenfaUeti, 
insofern man sie nur punktgeometrisch auffaßt. Da weiter 
solche zueammenf alienden Kegelschnitte durch zwei der Koinzidenz- 
punkte gehen, so erhalt man ßji solche zusammenfallende Kegelschnitte 
Cj und Cj. 

Wenn nun aUe die gefundenen Kegelschnitte durch die angewandten 
punktgeometrischen Best immungen vollständig bestimmt sind, so ergeben 
sie je eine Lösung der Aufgabe, die also in diesem Falle ßji Lösungen 
hat (vgl. [160]). Die genannte Bedingung ist aber nicht in gleicher 
Weise erfüllt, wenn der Kegelschnitt c^ des Systems eine Doppelgerade 
d ist und mit ihm eine Doppeigerade zusammenfällt, die die Bedingung 
B erfüllt. Denn um diese zu erfüllen, muß dieser ausgeartete Kegel- 
schnitt Cg im allgemeinen andere Scheitel haben als der entsprechende, 
punktgeometrisch mit ihm zusammenfallende Kegelschnitt c^. 

Die Scheitel einer solchen Doppelgeraden cj werden durch die 
Forderungen bestimmt, daß sie einer gegebenen Involution angehören — 
nämlich, weil c^, cj und k^ einem Büschel angehören, derjenigen, die 
durch die Scheitel des mit d zusammenfallenden Grenzkegelschnittes c^ 
und durch die Schnittpunkte von d und ij bestimmt wird — , und daß 
der Grenzkegelschnitt cj noch die Bedingung B erfüllt. Da wir keine 
im voraus gegebene Abhängigkeit zwischen dem System und der Be- 
dingung B voraussetzen, so ist also dieser abgeplattete Kegelschnitt 
cj ein solcher, der mit einer beliebigeu Geraden zusammenfällt und dessen 
Scheitel sowohl einer beliebigen Involution angehören als auch so liegen, 
daß der Kegelschnitt cj die Bedingung B erfüllt. Die Anzahl a' solcher 
Kegelschnitte hängt daher ausschließlich von der gegebenen Bedingung 
ab. (Sie wird null, wenn die Bedingung B sich überhaupt nicht durch 
eine beliebig belegene Doppelgerade befriedigen läßt.) 

Natürlich kann man die das System und die Bedingung B bestim- 
menden Parameter so wählen, daß die entsprechenden abgeplatteten 
Kegelschnitte Cj und cj dieselben Scheitel bekommen. In diesem Falle, 
der sich eben, weil er von kontinuierlich variierenden Parameter werten 
abhängt, als ein GreazfaU betrachten ^ßt (vgl. [158]), muß man den so 
bestimmten ausgearteten Kegelschnitt unter die Lösungen der gestellten 
Aufgabe mitzahlen und erst dadurch wird der allgemeine Ausdruck der 
gesuchten Anzahl auch auf diesen Fall anwendbar (vgl [9]). Es gibt 
aber auch einen besonderen Fall, in welchem die Scheitel der aus- 
gearteten Kegelschnitte c^ und cj wegen besonderer Eigenschaften einer- 
seits des Systems, andererseits der Bedingung B, ohne -von einer De- 
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Ziehung zwischen ihren Parametern abzuhängen, zusammenfallen, und 
dieser Fall läßt sich nicht als ein GrenzfaU der gewöhnlichen Lösungen 
auffassen. Er tritt ein, wenn 1. die Scheitel eines abgeplatteten Grenz- 
kegelsehnittes c^ des Systems in einem Punkt E zusammenfallen, der 
dann Doppelpunkt der eben genannten Involution sein muß, und 2. die 
Bedingung B durch eine beliebige Doppelgerade mit Scheiteln, die in 
einem willkürlichen Punkt dieser Geraden zusammenf allen, erfüllt wird. 
Dann werden einige der k dem Grenzkegelschnitt Cj entsprechenden 
Grenzkegele eh nitte c'^ ebenfalls zusammenfallende Scheitel in demselben 
Punkte Stäben, während andere unter ihnen zusammenfallende Scheitel 
iu dem Punkte, der mit J? in Beziehung auf Jc^ konjugiert ist, haben; 
im ersten dieser Fälle tritt jedenfalls etwas Neues ein. 

Vorläufig werden wir jedoch von diesem von Halpkmschen 
Ausartungen herrührenden Falle absehen, der (s. [169]) zu einer 
wichtigen Ausnahme der sonst geltenden Regel ÄnlaB geben wird. Wir 
dürfen dann voraussetzen, daß die Seheitel keines der a einer Doppel- 
geraden des Systems Cj entsprechenden, in derselben Weise ausgearteten 
Kegelschnitte c^ mit denjenigen des genannten Kegelschnittes c^ zu- 
sammenfallen. Durch diese Doppelgerade wird die gestellte Aufgabe 
also nicht gelöst. Nun werden wir sogleich beweisen, daß die für die 
erste Formel [167] (1) angegebene Abzahlung der l Doppelgeraden 
auch hier gilt. Unsere Aufgabe erhält also, nach Benutzung von [167] (1), 



(1) 



li2ßii - 2a l) = (/3 - 2«V+ «>' = 
■0 K = ^ — 2ß' ist. 



Lösungen 

TJm die hier benutzte Annahme über die Zahl l 
wir zu der Korrespondenz 
zwischen den Schnitt- 
punkten P und P' einer 
Geraden ,9 mit zweiKegel- 
Bchnitten Cj und c'^, die 
Ä'j in denselben Punk- 
ten schneiden und bezie- 



t + e 



i beweisen, müssen 



angehören oder die Be- 
dingung B erfüllen, zu- 
rückkehren und die Koin- 
zidenzen abzählen, die im 
Schnittpunkte A der Ge- 
raden j? mit einer Doppel- 




finden. Betrachten wir ^^- '^- 

nun (Fig. 33) einen Kegelschnitt des Systems Cg, der durch einen sich 

dieser Doppelgeraden nähernden Punkt Pj geht, wobei die Strecke AP^ 
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1 Kegels ctnitten 



unendlich klein erster Ordnung angenommen wird, und g noch in Pj 
sclmeidet, so wissen wir schon [167], daß er, wenn r die (ganzzahlige 
oder gebrochene) Ordnung der unendlich kleinen Größe P^P^ ist, r-mal 
in die Zahl l mitzuzählen ist. Dem Kegelschnitte c^ entsprechen, wie 
wir vorausgesetzt haben, «' Kegelschnitte e'^, die Ä^ in denselben vier 
Punkten wie Cg schneiden und gleichzeitig mit Cj in Doppelgerade aus- 
arten, wodurch ihre Schnittpunkte mit^, Pj und Pj kub am raenf allen; so 
ergeben sieh eben 2a'r Koinzidenzen, da PiF[ und P^P'^ auch unend- 
lich klein von der Ordnung r werden. Es genügt, dies für eine be- 
sondere Lage von y zu beweisen;^) denn erstens bat g an und für 
sich eine beliebige Lage in der Ebene; und zweitens muß der Einfluß 
zweier ganz bestimmter, zusammengehöriger Kegelschnitte Cj und c^ 
auf die hier gesuchte Anzahl von Koinzidenzen von dieser Lage unab- 
hängig sein. Läßt man nun g durch den Scheitel des gemeinschaft- 
lichen Polardreiecks der Kegelschnitte c^, Cj und Aj, der im Greiizfalle 
nicht auf der Doppelgeraden liegt, gehen und Cj berühren, so fällt F[ mit 
Pj zusammen und es wird lim 7--=' = ^ . PiPJ und P^P'^ sind dem- 
nach von derselben Ordnung wie P^Pi- Berücksichtigt man alle Kegel- 
schnitte Cj, die sich den Doppelgeraden nähern, so erhält man also, 
wie wir bei der Bildung der Gleichung (1) voraussetzten, auf diese 
Weise 2a X Koinzidenzen von F^ mit F[ oder Pg. Diese Gleichung 
ist somit bewiesen. 

Wir haben in (1) ^ — 2a' = u gesetzt. Diese Zahl a muß wie «' 
ganz und positiv sein ; denn mau hatte auch die dualistisch entsprechende 
Herleitung benutzen können. Diese zeigt, daß a die Anzahl der die Be- 
dingung^ erfüllenden Kegelschnitteist, die aus zwei Geraden zusammen- 
gesetzt sind, welche durch einen willkürlich gegebenen Punkt gehen 
und einer willkürlich gegebenen Involution angehören, 

Wir haben also bewiesen, daß wenn entweder ein oo'-faches 
System von Kegelschnitten keine Doppelgeraden mit zu- 
sammenfallenden Scheiteln enthält, oder eine vom System 
unabhängige Bedingung Bnichtvon einer beliebigen Doppel- 
gal mtSbtlnd n nm 11k Ih b 

Add gfltttAbtlgdK d k m 

ä hiß dßJBtmmgdCd g FF d 1 F hfur 

d Lg jf g tu g t bg h 1 h tur 1 h d Ab 

äh! 11 li d L t t t Ift w 3 l li b tt- 

pktdDpplg d imtA d d li Shtld dDppl 

g d Z t t E. g 1 li tt g ht Üb k nn m hw 

d h Anw d dCthbt f Dkd td 

C djdi bd Djp! d I h dbted d Kglhtt 
dBhlgm hfÜhPld k d dgm hftlh 

ah ddbT iähdb tBt mmim 

d Od g wlb F P d F F dlhklmwd dkt d 

Ugemein beweisen. 
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Punkte zTisainiuenfallea, erfüllt ist, es im Systeme «j* -{- cc'fi' 
Kegelschnitte gibt, die die Bedingungen jß erfüllen. Wie jedem 
System bestimmte Werte von ft und /i' zugehöreDj so gehören auch jeder 
Bedingung ganz bestimmte Werte von k und k' zu. 

Da die a und a bestimmenden Involutionen beliebig sind, so können 
sie auch so gewählt werden, daß die Doppelelemeute zusammenfallen, 
oder daß ein Element von jedem Elementenpaar fest ist, das andere 
willkürlich. Mau kanu daher jeae Zahlen auch so definieren: a iat die An- 
zahl der die Bedingung B erfüllenden Kegelschnitte, die ans einer ge- 
gebenen Geraden und einer durch einen gegebenen Punkt dieser Geraden 
gehenden Geraden zusammen gesetzt sind; a ist die Anzahl der die Be- 
dingung B erfüllenden Doppelgeraden, die einen gegebenen Scheitel ent- 
halten und mit einer gegebenen Geraden zusammenfallen. Dies geht 
übrigens auch aus dem Ausdrucke aji -\- aji hervor, wenn man ihn auf 
die hier genannten oc^-fachen Systeme von entarteten Kegelschnitten 
anwendet. Letzteres ist erlaubt, weil unsere Beweisführung unmittelbar auf 
den Fall, in welchem alle Kegelschnitte des Systems Doppelpunkte 
haben, anwendbar ist, die dualistisch entsprechende auf denjenigen, in 
welchem sie alle Doppelgerade sind. Für das System der Kegelschnitte, 
die aus eiuer festen Geraden und einer durch einen festen Punkt von 
ihr gehenden anderen Geraden zusammengesetzt sind, hat man offenbar 
^^1, jt'=0; die Anzahl dieser Kegelschnitte, die B erfüllen, ist 
also K, Ganz ebenso ist die bereits angeführte Bedeutung von a eine 
Folge davon, daß für die mit einer festen Geraden zusammenfallenden 
Kegelschnitte mit einem festen Scheitel (i = 0, fi = i ist. 

[169] Fortsetzung; Berücksichtiguug der Halphenacheu. 
Ausartungen. Wir kehren jetzt zu dem vorläufig ausgeschlossenen 
FaU zurück, in welchem das System eine Doppelgerade mit zusammen- 
fallenden Scheiteln enthält und die Bedingung J5 von einem mit einer 
beliebigenDoppelgeraden zusammenfallenden Kegelschnitte mit Scheiteln, 
die in einem beliebigen Punkt der Doppelgeraden zusammenfallen, erfüllt 
ist Wir haben dann, indem wir die Benennungen von [168] festhalten, 
gesehen, daß einer (oder einige, von denen wir vorläufig einen be- 
trachten) der der Doppelgeraden c^ im System entsprechenden a ab- 
geplatteten Kegelschnitte c^ ebenfalls in demselben Punkt zusammen- 
fallende Scheitel hat. Wir werden auch hier die den Grenzkegelschuitten 
benachbarten Kegelschnitte Cj und cj, die k^ in denselben Punkten 
sehneiden (Fig. 34), betrachten und ihre Schnittpunkte mit einer be- 
liebigen Geraden^ beziehungsweise Pi,P2 undP^, Pj nennen. Wir stellen 
uns nun die Aufgabe, die Verhältnisse der Ordnungen der unendlich 
kleinen Abstände zwischen diesen Punkten zu finden. Eine Seite -EG des 
den Kegelschnitten Cj, c^, k^ gemeinschaftHchen Polardreiecks wird sich 
der Doppelgeraden nähern. Die Gerade g darf man durch den dritten 
Scheitel dieses Dreiecks F gehen lassen [168], und da eine projektive 
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Änderuag'^) nichts an den hier zu bestimmenden Verhältnissen ändert, 
so darf man auch annehmen, daß die Seite FG des Polardreiecks un- 
endlich fern ist. Dann ist E gemeinschaftliches Zentrum der Kegel- 
schnitte, EG und EF sind gemeinschaftliche konjugierte Durchmesser, 
g eine mit dem letzteren parallele Sehne. Wir werden die Kegelschnitte Cj 
und Cg auf £(? als a:-Achse undi^i^'als y-Achse beziehen, und die Koor- 
dinaten der Punkte P, und Pj x, j/, und x, y^, die der Punkte F[ und 
F'^ X, y[ und x, y'^ und die eines Schnittpunkts der drei Kegelschnitte 




x", y" nennen. Bezeichnen wir weiter die Quadrate der auf EG liegenden 
Halbmesser der Kegelschnitte c^ und c^ mit «' und a'', so ist 

WO man für y sowohl j/^ als auch y^ und für y sowohl y[ als auch y'^ 
schreiben darf. Hieraus erhält man, da x, x" endlich bleiben, während 
a, a', y', y" unendlich klein werden, 
Cl"i «"* = y'^'^ "'—" *' ^ ^"'(3^'"'— " '*) _ a^"'( y '— y *) _ x "\y' -^ y)W —y) _ 

\ > y i' — a* x''—a' a'— o'' a'—a' 

Sei nun (indem AP^ wie in [168] unendlich klein erster Ordnung 
ist) r die Ordnung der unendlich kleinen Größe y"\ sie ist dann auch 
die der Sehne 2y oder P^F^ und % wird in der Abzahlung [167] (!) 
der A Doppellinien des Systems r-mal zu zählen sein. Auch y und 
y -}- j/' oder P^P^ (Fig. 34) werden, wie in dem in [168] behandelten 









: Anwendung dea Caraoischen 
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Falle, Ton der Ordnung r sein. Um die Ordnung Yon y'— y oder P^P^ 
zu bestimmen, müssen wir noch die Ton a nnd a' kennen, welche auch 
als die des Winkels zwischen den Tangenten von F oder von einem ganz 
beliebigen Punkt aus an Cj und e^ bezeichnet werden kann, oder als die 
der Strecken, welche diese Tangenten auf einer beliebigen Geraden ab- 
schneiden. Nennen wir diese Ordnungen p und q, so ist die Ordnung 
von p' — y — r -i- 2p oder r + 2q, je nachdem p^q oder p^q ist. 
p und q hängen von der Art der Grenzübergänge ab, die, wie wir in 
[170] sehen werden, auf die dem Systeme angehörigen oder die die Be- 
dingung J5 befriedigenden Halphenschea Kegelschnitte führen, oder, 
sagen wir kurz, von der Gattung dieser Grenzkegelschnitte. Im Falle 
p = q können die sie näher bestimmenden Koeffizienten zwar auch solche 
Werte haben, daß die Ordnung noch höher wird; in einem solchen 
Grenzfall können wir aber den Halphenschen Kegelschnitt selbst soviel- 
mal unter die gesuchten Auflösungen mitzählen, als die Erhöhung be- 
trat; denn diese Erhöhung, die auf dem Wert eines variierenden Para- 
meters beruht, ist nicht zu beachten, wenn man eben eine allgemeine 
Bestimmung der Anzahl der Lösungen sucht [158], 

Die Anzahl r + 2p oder r + 2q ersetzt also den Wert r, mit 
welchem in [168] die Koinzidenz yon P^ mit Pj, wie noch immer die 
Koinzidenz von P, mit Pj, unter die Koinzidenzen der Schnittpunkte 
der mit einander verbundenen Kegelschnitte Cg und c^ mit der Geraden g 
mitzuzählen war, und der für die gesamte Anzahl der von Doppellinien 
herrührenden Koinzidenzen den Wei-t 2ui. ergab und zum Ausdruck 
I = a^ -j- tfi'f»' <i6r Anzahl der eigentlichen Lösungen führte. Ersterer 
Wert ist also durch 2«'A -|- 2k und die Formel [168] (1) durch 
(4) I = «(t + «V - :t 

zu ersetzen, wo die Anzahl jr folgendermaßen zu bestimmen ist: Jede 
Verbindung zwischen zwei Kegelschnitten Cj und ej, — d. h. zwischen 
jedem Kegelschnitt c, des Systems, der durch einen Punkt P geht, dessen 
Abstand von der Doppellinie eines Halphenschen Kegelschnittes (aber 
nichtvon seinem Doppelscheitel) unendlich klein erster Ordnung ist, und 
jedem Kegelschnitt c^, der die Bedingung B erfüllt, sich einem Halphm- 
schen Kegelschnitte mit derselben Doppelgeraden und demselben 
Doppelscheitel nähert und «inen (nicht durch den Doppeischeitel 
gehenden und die Doppelgeräde nicht berührenden) Kegelschnitt h^ m 
denselben Punkten wie Cg schneidet, — wird p- oder g-mal in jr mit- 
gezählt, wo p und q die Ordnungen der Strecken sind, die die durch 
eiuea beliebigen Punkt gehenden Tangenten an ^ und c'^ auf einer be- 
liebigen Geraden abschneiden, und zwar ist je die kleinere dieser zwei 
Zahlen zu wählen. 

Natürlich läßt sich x auch auf die dualistisch entsprechende Weise 
bestimmen. Daß dies wirklich zu demselben Resultat führt, wird durch 
die Darstellungen in [ITO] leichter verständlich. 
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Anmerkung. Wäre es denn nicht erlaubt, auch hier den Aus- 
druefc an -\- k'^i' anzuwenden und also die Ausartungen nach den jetzt 
gegebenen Regeln unter die Lösungen mitzuzählen? Nähern sich 
doch die hier betrachteten Kegelschnitte t^ und c^ derselben Doppel- 
geraden und ihre Scheitel demselben Punkt dieser Geraden. Ihre 
Grenzform ist ja dieselbe, insofern man sie in einem Koordinaten- 
system darstellt, mag dieses ein Punkt- oder ein Linienkoordiuaten- 
system sein. 

Erlaubt ist es allerdings, sich so auszudrücken, wenn man nur sagt, 
daß man allein auf diese Darstellungen Bezug nimmt, ganz wie es er- 
laubt ist, die Formel k{i zu benutzen, wenn man allein auf die Darstel- 
lung in Punktkoordinaten 1 160], «'[i, wenn man allein auf die Darstel- 
lung in Linienkoordinaten Bezug nimmt. Es ist erlaubt, aber man ge- 
winnt nichts durch diese Redeweise, da man dann doch nachher dieselbe 
Subtraktion vornehmen muß, um die Anzahl der eigentlichen Kegel- 
schnitte des Systems, die die Bedingung erfüllen, zu finden. Und zu- 
dem verliert man — ganz wie bei der entsprechenden Anwendung 
der Formel «.a(e. [161] und [162]) — dadurch die Mögli chkeit, die 
Anwendung derselben Formel zu wiederholen, um in einem System, dessen 
Charakteristiken schon auf diese Weise bestimmt sind, solche Kegel- 
aehnitte zu finden, die einer neuen, von einer willkürlich liegenden 
Halphenschen Ausartung erfüRten Bedingung unterworfen sind. Die 
wiederholte Anwendung derselben Formel wird dann nämlich nur auf 
den Grad einer identischen Gleichung fähren, weil es dann unendlich 
viele Doppelgerade mit zusammenfallenden Scheiteln geben wird, die 
nach der auf die Anwendung der Formel a^i + a'/i' sich stützenden Be- 
trachtung als Lösungen betrachtet werden müßten. Diese Formel läßt 
sich daher nicht zur Bestimmung von Kegelschnitten anwenden, die fünf 
Bedingungen unterworfen sind, von welchen drei von HalphensehQn 
Kegelschnitten mit willkürlich liegenden Doppelgeraden und beliebigem 
Do ppelscb eitel befriedigt werden. Wie man solche Bedingungen dar- 
stellen kann, sowie die Tatsache, daß sie unter sich ganz verschieden 
sein können, werden wir sogleich in [170] erkennen. 

[170] Analytische Charakterlsieruug der Malphenachea 
Ausartungen. Um auf die Jlalphmsehep Kegelschnitte zu kommen, 
wird es bequem sein, besonders die folgenden zwei Parameter eines 
variablenKegelschnittes zu betrachten: erstensdasQuadratw') der Strecke, 
die der Kegelschnitt auf einer beliebig gegebenen Geraden g abschneidet, 
und zweitens das Quadrat v der Strecke, die die durch einen beliebig ge- 
gebenen Punkt F gehenden Tangenten an den Kegelschnitt auf einer 
beliebig gegebenen Geiaden f abschneiden. Gehört der Kegelschnitt einem 

1) Um die Zweideutigkeit des VorzeiclienB zu vermeiden, nelimen wir die 
Quadrate der Strecken. 
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oo^-fachen System an, so muß eine algebraische Gleichung zwischen u 
und V bestehen: 

(1) ip(u,v) = 0. 

Für einen Ealphenschen Kegelschnitt ist gleichzeitig m = und 
V =^0, und wenn ein System gegeben ist, kann man immer g, F 
und f so wählen, daß u und v nur für die flaZp?iCTi8ciien Kegelschnitte 
des Systems gleichzeitig null werden. Eetraehtet man M und v als ge- 
wöhnliche Koordinaten, so stellt (1) eine Kurve dar, deren Punkten die 
Kurven des Systems eindeutig entsprechen.^) Einem Elemente dieser 
Kurve mit dem Mittelpunkt (0,0) wird ein Element des Systems ent- 
sprechen, das aus einem .flai^femschen Kegelschnitte und den sich diesem 
nähernden Kurven des Systems besteht. Ein solches kann man also 
innerhalb des Konvergenz bereichs durch Reihenentwicklungen von der 
Form 

(2) u = t\v^ AP' + ... 

darstellen, wo t ein Parameter ist, der so gewählt ist, daß die Expo- 
nenten ganze Zahlen werden, die Kegelschnitte also eindeutig den Werten 
von t entsprechen. 

Die Kegelschnitte c^, die mit den Kegelschnitten c^ eines gegebenen 
Systems auf die in [168] und [169] benutzte Weise miteinander ver- 
bunden sind, bilden ebenfalls ein System; zwischen den diesem ent- 
sprechenden Werten von « und v wird also auch eine Gleichung 

(3) i^(m, v) = 

bestehen. Gibt es in diesem Hcdphenaii\i& Kegelschnitte, so muß die 
Gleichung (3) durch m = und « = befriedigt werden, und das Ele- 
ment des Systems (c^), das den fiaipAe«schen Kegelschnitt enthält, wird 
durch die Reihen 

(4) M = s", 1, = Bs"' -h . . - 
dargestellt. 

Die Verhältnisse — und — charakterisieren das, waswirin[169] die 
Gattungen eines Satphensuhsa Kegelschnittes des Svstems (Cj) und des 
damit verbundenen Svatema (r„ i genannt hiben '^oll em H tlphen'^cher 
Kegelschnitt wirklieh beiden Systemen angehören, also eine Losung der 
Aufgabe geben, emen KegeKchnitt im System zu finden, der die ge 
gebene Bedingung erfüllt ', ao müssen nicht nui die ihm entsprechenden 
Werte von und gleich =!em, sondern auch die den Kegelst hnitt ge 
nauer bestimmenden Parameter Ä und S denselben Wert annehmen 

1) Dies l^ßt siL.h jpdenfilla durch eine f;eeignete Wahl der Gera len g er 
reichen denn solche Paa,ie von Kegel schiiitten des Sjflfcpms denen dieselben 
Werte von j entsprachen wer len jedenfalls n i_ht aaf allen Gertden gleiuhe Seg 
mente Yü abachneidpn 
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Sind nun die den Systemen (r,) und (c^) entsprechenden Gleichungen 

(1) und (3) bekannt, so kann man die den gesuchten Kegelschnitten 
entsprechenden Punkte (m, v) als Schnittpunkte der Kurven (1) und (3) 
suchen, und dabei die Malphenschen Kegelschnitte, die den in den 
Punkt !( = 0, V = fallenden Schnittpunkten entsprechen, bestimmen 
und berücksichtigen. Hier werden wir aber diese Darstellung nur zur 
Bestimmung der Ton der Zahl afi + afi' abzuziehenden Zahl x [169] 
benutzen. 

Zu diesem Zweck müssen wir fürs erste die Kegelschnitte des ge- 
gebenen Systems betrachten, die durch einen Pmakt Pj gehen, dessen 
Abstand von der Doppelgeraden des ^a^^Aewschen Kegelschnittes un- 
endlich Mein erster Ordnung ist. Wir werden annehmen, daß der Wert 
von t, der einem dieser Kegelschnitte c^ entspricht, von der Ordnung z 
sei. Mit diesem Kegelschnitt sind [169] solche die gegebene Bedingung 
erfüllende Kegelschnitte Cj verbunden, die auf einer Geraden dasselbe 
Stück Y^ abschneiden, wie der Kegelschnitt Cg. Der entsprechende 
Parameter s wird wegen der ersten Gleichung (4), die i''= s" gibt, ff Werte 
annehmen, es gibt also (innerhalb des Konvergenzbereichs der Reihen 

(2) und (4)) für jeden Kegelschnitt c^ ff Kegelschnitte c^, und die ent- 
sprechenden Werte von s sind von der Ordnung — Die Ordnung des 
Wertes von «, der dem Kegelschnitte des Systems c^ entspricht, ist v't, 
die des Wertes von », der c^ entspricht, ist e' — Die Verbindung von 
Cj und cj soll [169] zu jt einen Beitrag liefern, der gleich der kleineren 
von den Ordnungen der so bestimmten Strecken ]/u, also gleich --- 
oder -^— ist; daher wird der ganze von den betrachteten und durch die 
Reihen (2) und (4) dargestellten Halphenschen Ausartungen herrührende 
Beitrag zu jt gleich der kleineren der Zahlen 

*^ ^T oder ^ ^r 

(oder gleich dem gemeinschaftlichen Werte, wenn sie unter sich gleich sind) 
sein. Die Summe ^ist hier über die Werte von ( zu erstrecken, die 
den Kegelschnitten des Systems entsprechen, die durch Pj gehen und 
dem durch (2) bestimmten Element angehören. Um die Summe ^t 
zu bestimmen, betrachten wir die Gleichung, die zwischen t und dem 
Abstand ÄF^ des Punktes P^ auf der schneidenden Geraden g, von ihrem 
Schnittpunkte Ä mit dem Halphensehen Kegelschnitte an gerechnet, be- 
steht. St ist dann die Summe der Ordnungen der Größen t, die einem 
unendlich kleinen Wert erster Ordnung von ÄP^ entsprechen, also [10] 
die Anzahl der verschwindenden Werte von APi, die ( = entsprechen. 
Diese Zahl ist 2, da ff jeden Kegelschnitt, also auch den durch t ^ 
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eindeutig bestimmten, in zwei Puniitea schneidet. Der gesuclite Bei- 
trag- ist somit gleich der kleineren der Zahlen v'e oder vc'. Ebenso 
sind die Beiträge aller Halphenschea Kegelschnitte abzujaililen. 

Die Herleitung der Gleichung (3), die dem System der Hilfskegel- 
Bchnitte Cj zugehört, würde aber oft schwierig sein ; sie läßt sich jedoch 
umgehen. Wenn die einzuführende neue Bedingung unmittelbar als 
eine Gleichung zwischeo M und v auftritt, ist diese eben die Gleichung 
(3). Im allgemeinen muß aber die die Bedingung ausdrückende Glei- 
chung noch drei andere Parameter des Kegelschnitts enthalten. Auch 
dann kann man daraus Reihen von der Form (4) herleiten. Zwar wird 
es dann vorkommen können, daß die Größe B, die nun von den drei 
Parametern abhängt, eben für einen dem System (c^) angehörenden 
Hd^hmschen Kegelschnitt oder <x> wird. Dies läßt sich aber im all- 
gemeinen, d. h. wenn das System und die Bedingung von einander 
unabhängig sind, durch die geeignete Wahl des Kegelschnittes ft^, der 
bei der Konstruktion des Systems (Cg) benutzt wurde [168], vermeiden 
Die Abhängigkeit der Ordnungen der den Kegelschnitten (c^) zuge- 
hörenden unendlich kleinen Größen m und v wird also auch jetzt 
durch die Exponenten der Reihen (4) ausgedrückt, die unmittelbar aus 
der gegebenen Bedingung hergeleitet werden. 

Bezeichnen wir z. B. mit 2a und 2b die Längen zweier konjugierter 
Durchmesser der gesuchten Kegelschnitte, von welchen der Durchmesser 
2« eine gegebene Richtung hat, und stellen sodann die Bedingung auf, 
daß das Verhältnis — (oder der halbe, dem Durchmesser 2a eutspre- 
chende sogenannte Parameter) einen numerisch gegebenen Wert 7c habe 
(also -i = k^], so wird im Falle a = 0, 6 = der Kegelschnitt ein 
Halphenscher sein. Wir können hier die Gerade g, auf welcher die Sehne 
Yu abgeschnitten wird, in der gegebenen Richtung, den Punkt F, von 
dem aus wir zwei Tangenten ziehen, als unendKch fernen Punkt dieser 
Geraden, und die Gerade /J auf der wir das durch die Tangenten ab- 
geschnittene Stück Yv rechnen, senkrecht dazu annehmen. Dann wird 
für unendlich kleine Werte von a und b, wenn man unendlich kleine 
Größen höherer Ordnung vernachlässigt (abgesehen vom Faktor + V'i 1) 
|/i( = 2 I ^|__ , -|/ü = 2ft sin m, 

wo y den Abstand der Geraden g vom Zentrum des Kegelschnitts und 
Ol den Winkel der konjugierten Durchmesser 2a und 2b bedeutet. Die 
Gleichung ■=■ h läßt sich also folgendermaßen schreiben: 



Die Zahlen ff und e, die Halphenschen Kegelschnitten dieser Art, für 

Zentli«n: Abitlhland« MMhodon 21 
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welche weder y noeh sin o) oder oo ist, entsprechen, werden also beide 
= 1 sein. Für einen vorliegenden Salphensfik&a Kegelschnitt läßt sich 
die Beziehung y = durch die Wahl der Geraden g vermeiden. Da 
bei der Einführung einer gegebenen Bedingung der hier zu betrachtende 
Halphrnsehe Kegelschnitt e'^ denselben Scheitel, wie der enisprechende 
Kegelschnitt Cg des Systems hat, wird y nur dann oo, wenn schon das 
gegebene System Halphensche Kegelschnitte mit unendlich fernen zu- 
sammenfallenden Scheiteln enthält. Weiter kann man den benutzten 
festen Kegelschnitt Aj so wählen, daß zwei bestimmte konjugierte Durch- 
messer eines gegebenen Kegelschnittes des Systems c^ auch konjugierte 
Durchmesser des Kegelschnittes Äj und also auch des demselben Büschel 
angehörigen Kegelschnittes c^ werden; dies gilt auch dann, wenn man 
einen Halphenschen Kegelschnitt c^ als Grenzfall betrachtet. Enthält 
also das System keinen Äi/p/^ewschen Kegelschnitt, für welchen sin ra = 
oder oo ist, so können diese Beziehungen auch für den entsprechenden 
Kegelschnitt c, vermieden werden. Da die Zahlen ö and e* von der 
Wahl des Hilfskegelschaittes Jc^ unabhängig sind, so sehen wir, daß 

ö = ß' = 1 
ist, so lange das System, in welchem man die Kegelschnitte sucht, die 
die hier betrachtete Bedingung erfüllen sollen, nicht selbst Salphenache 
Kegelschnitte enthält, für weiche y = <x> oder sin «p = oder oo ist — 
Spezialfälle, die als Grenzfälle behandelt werden können [158]. 

[171] Beispiele für die Bestimmung der Werte a uud a, 
die gfegebeueu Bedingungen entsprechen. Die hier entwickelte 
Theorie zeigt die Wichtigkeit der Bestimmung der einer gegebenen Be- 
dingung B entsprechenden Zahlen a und «'. Diese kann durch irgend 
eine Bestimmung der Anzahlen £j und s^ der Kegelschnitte zweier 
Systeme geschehen, die die gegebene Bedingung erfüllen. Wenn man 
nun die Charakteristiken /ij,/i.^ uad{i^,{i^ dieser Systeme kennt, und ent- 
weder diese keine Halphenschen Kegelschnitte enthalten, oder die Be- 
dingung nicht von solchen in einer beliebigen Lage erfüllt wird, so er- 
hält man auf dieseW eise zwei Gleichungen /^^ k -|- (ijß'=- s^, ft^ k -H /tgV' ^ «a 
zur Bestimmung von a und a'. Man kann z. B. einen Büschel, dessen 
Charakteristiken jt^ = 1 und ^^ = 2 sind, und das dualistisch entspre- 
chende System, dessen Charakteristiken (i^^ 2 und /tg — 1 sind, be- 
nutzen, und dann zur Bestimmung von s^ und e^ die analytische Be- 
handlung verwenden. *j und «^ werden dann die Grade, in welchen die 
Koeffizienten der Gleichung eines Kegelschnittes in gewöhnlichen Punkt- 
koordinaten beziehungsweise Linienkoordinaten in die Gleichung ein- 
gehen, die die Bedingung ausdrückt. 

Einfacher geschieht die Bestimmung von a und a gewöhnlich durch 
Abzählui^ der schon in [168J genannten, teilweise bestimmten Grenz- 
formen, die die Bedingung erfüllen; diese Abzahlung lieferte uns Defini- 
tionen für die zwei Zahlen. 
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Eiidlicli kann man die übrigen abzählenden Methoden, also die 
Methode der Erhaltung der Anzahl, das Korrespondenzprinzip usw. dazu 
anwenden, die Anzahl der Kegelschnitte eines nur dnrch seine Charak- 
teristiken (t und ji bestimmten Systems zu finden, die die Bedingung 
erfüllen. Wird man dann auf einen Ausdruck von der Form a{i + a'ji' 
geführt, ao hat man diesen für die vorliegende Bedingung unabhängig 
von der aUgemeiuen Theorie bewiesen. Auf dieselbe Weise kann man, 
wie wir an einigen Beispielen sehen werden, auch für Kurven höherer 
Ordnung, für welche eine solche Theorie nicht gilt, auf Ausdrücke der- 
selben Form kommen. Aus der für die Kegelschnitte geltenden Theorie 
wissen wir aber, daß immer ein solcher Ausdruck für diese Kurven 
herauskommen wird, wenn die Bedingung nicht von einer willkürlich 
liegenden Salphenschea Ausartung befriedigt wird. 

Wir wollen einige Beispiele der hier genannten Bestimmungen von 
c und a geben: 

1. Aus der Bedeutung [168] von « und a' geht unmittelbar her- 
vor, daß es in einem System jt Kegelschnitte gibt, in Beziehung auf die 
zwei gegebene Punkte, und fi', in Beziehung auf die zwei gegebene 
Gerade konjugiert sind. Daraus folgt, daß man bei allen Bestimmungen 
von Anzahlen von Kegelschnitten durch gegebene Bedingungen, unter 
welchen die, durch einen gegebenen Punkt zu gehen oder eine gegebene 
Gerade zu berühren, auftreten, diese durch die hier genannten allge- 
meineren ersetzen kann und umgekehrt. 

2. Wir können den schon mehrmals bewiesenen Ausdruck w'.u -|- »p' 
der Anzahl der Kegelschnitte, die eine Kure c„ ^ berühren, aus der Be- 
deutung der Zahlen a und a [168] leicht herleiten. Wenn ein aus einer 
gegebenen Geraden g und einer durch einen Punkt P von g gehenden 
Geraden Ä zusammengesetzter Kegelschnitt c^ ^ berühren soU, muß näm- 
lich Ä c„ „■ berühren. Die Anzahl « solcher zusammengesetzter Kegel- 
schnitte ist daher n, und die dualistisch entsprechende Bestimmung 
zeigt, daß tt' = « ist. 

3. Um die Anzahl der Kegelschnitte eines Systems zu bestimmen, 
die zwei Gerade a und & in entsprechenden Punkten projektiver Punkt- 
reihen schneiden, bemerken wir zunächst, daß «' = ist, weil eine will- 
kürlich liegende Doppelgerade a, und 6 nicht in entsprechenden Punkten 
schneidet. Dagegen wird a -= 4, weil ein Kegelschnitt, der aus einer 
festen Geraden g und einer durch einen Punkt P von g gehenden 
Geraden li zusammengesetzt ist, die Bedingung erfüllt, wenn \ entweder 
einer der 2 entsprechend gemeinsamen Strahlen der Büschel ist, die die 
Punktreihen von P aus projizieren, oder durch den Punkt von a oder 
h geht, der beziehungsweise dem Schnittpunkte hg oder ag entspricht. 
Daß die gesuchte Anzahl 4;* ist, findet man auch leicht durch das 
(2(i, 2^)-fache Entsprechen zweier Punkte P^ und Pj auf der Geraden a, 
die so bestimmt werden, daß in der gegebenen Projektivität von a und 6 
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Pj einem Punkt Q von i entspricht, und daß Pg und Q auf d 
Kegelschnitte dea Systems liegen. Wenn a und h zusammenfallen, so 
wird, abgesehen von den durch die entsprechend gemeinsamen Punkte 
gehenden Kegelschnitten, die Anzahl sieh anf 2fi reduzieren; sind die 
Punktreihen in Involution, so fallen die so bestimmten Kegelschnitte 
zusammen und ihre Anzahl reduziert sich also auf fi. 

übrigens läßt sich diese Beatimmungsart auch verallgemeinern, in- 
dem man die Kegelschnitte durch Kurven »*'' Ordnung c^, die gege- 
benen Geraden durch Kurven von den Ordnungen n^ und n^ ersetzt, die 
die Kurven c„ in entsprechenden Punkten einer (v^, Vj) -Korrespondenz 
treffen sollen. Die Anzahl der Kurven c^ eines Systems, die durch diese 
Bedingung bestimmt werden, ^ßt sich durch den Gayley-Brilhciien Satz 
bestimmen, Sie ist »(«.iVj-j- «jV^)^. 

4. Die Ordnung des Ortes der Punkte, in denen die Kurven c^ 
eines Systems die durch einen gegebenen Punkt gehenden Tangenten 
berühren, ist ji -f ji' [18]. Hieraus folgt, daß es in einem System 

Kurven gibt, die je in einem Schnittpunkt mit einer gegebenen Kurve 
von der Ordnung n^ von einer Tangente an eine andere gegebene Kurve von 
der Klasse «j berührt werden. Als nicht projektivischen Spezialfall findet 
man, daß das System ;i + ft' Kurven enthält, die, je in einem Schnittpunkt 
mit einer gegebenen Geraden, mit dieser einen gegebenen Winkel bilden, 
z. B. sie rechtwinkelig schneiden. — ■ Die Kurven des Systems dürfen 
hier von einer beliebig gegebenen Ordnung sein. Für Kegelschnitte folgt 
der Satz einfach aus der Bedeutung von a und a' [168], 

5. Suchen wir die Anzahl der Kurven c„ eines Systems, die eine 
gegebene Kurve c^ von der Ordnung «j und der Klasse n[ rechtwink- 
lig schneiden. Seien P^ und Pj die Punkte, in welchen die Tangenten 
der gesuchten Kurve c^ und der gegebenen Kurve c„ in einem ihrer 
Schnittpunkte Q die unendlich ferne Gerade treffen. Einem Punkte P, 
entsprechen dann Qi + ji)n^ Punkte Q, also auch (,» + /^t')"! Punkte Pj 
und einem Punkte Pg n[ Punkte Q, also n^/t Punkte Pj. Wegen des 
gegenseitig eindeutigen Entsprechens des Punktes Pj und des mit ihm 
in Beziehung auf die Kreispunkte harmonisch verbundenen Punkts P^ 
gelten die hier gefundenen Zahlen auch für das Entsprechen von Pj 
und Pj, und die Koinzidenzen dieser Punkte ergeben die Lösungen 
unserer Aufgabe. Ihre Anzahl ist also («j -]- n^)ii + »^if '■ 

Auch dies gilt für Systeme von Kurven von beliebiger Ordnung. Da 
diese Ordnung hier, wie im Beispiel 4. — wiefrüber die Anzahl «Jft+Wj/i' 
der Kurven eines Systems, die eine gegebene Kurve berühren — gar nicht 
in den gefundenen Ausdruck eingeht, darf sie auch unendlich sein, oder 
das System darf ein solches transzendentes System sein, das durch eine 
algebraische Differentialgleichung erster Ordnung definiert wird (s. 
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[163] Anmerkung). — Für ein System von Kegelschaitten folgt der 
gefundene Ausdruck unmittelbar aus der in [168] gegebenen Deutung 
von K und a. (Vgl. die Abzahlung der Normalen einer Kurve, die 
durch einen gegebenen Pimkt gehen [29].) 

6. TJm die Klasse der Umhüllungskurve der Achsen eines Systems 
von Kegelschnitten zu finden, bemerken wir, daß die Umhüllungskurve 
der Polaren eines gegebenen Punktes von der Klasse ii und der Ort der 
Pole einer gegebenen Geraden von der Ordnung ii ist (siebe Beispiel 1 
oder [17]). Betrachten wir jetzt das Entsprechen zweier durch einen 
festen Punkt A gehender Geraden g^ und g^, von welchen 5, die un- 
endlich ferne Gerade im Pole der Geraden g^ in Beziehung auf einen 
Kegelschnitt des Systems trifft, so werden einer Geraden g^ ji Gerade g^, 
und einer Geraden g^ [i' Gerade g^ entsprechen. Wie im vorigen Bei- 
spiel, ersieht man dann, daß es jt -J- n' aufeinander senkrechte Geraden- 
paare 3, , g^ geben wird. Die so bestimmten Geraden g^ werden eben die 
durch Ä gehenden Aeheen sein, die gesuchte Klasse ist also (t -j- (i. 
— Der Umstand, daß es auch fi -f- ft,' Koinzidenzen von g^ und g^ gibt, 
würde eine neue Bestimmung der Ordnung des Ortes der Berührungs- 
punkte der durch einen gegebeneu Punkt gehenden Tangenten ergeben. 

Auch hier folgen die Werte von a uud a unmittelbar aus ihrer 
Bedeutung. 

7. Der Ort der Brennpunkte der Kegelschnitte eines Sytsems ist 
ein Spezialfall des Ortes der Schnittpunkte der durch zwei gegebene 
Punkte A und Jß gehenden Tangenten an einen Kegelschnitt des 
Systems. Dieser Ort wird eine Gerade durch A, außer in A selbst, in 
2(1 Punkte schneiden und ft'-mal durch A gehen. Seine Ordnung ist 
also 3ft', und 3«^(t' Kegelschnitte des Systems werden einen Brennpunkt 
auf einer Kurve c„ haben. 

8. Wir wollen nun die Werte a und k' bestimmen, die der durch 
die Gleichung [170] (3) 

dargestellten Bedingui^ zugehören, wo w das Quadrat des durch den 
Kegelschnitt auf einer beliebigen Geraden g abgeschnittenen Stücks, v 
das Quadrat des Stücks ist, das die durch einen beliebigen Punkt F 
gehenden Tangeuten an den Kegelschnitt auf einer Geraden /"absehneiden 
Wir werden annehmen, daß diese Gleichung in Beziehung auf « und v 
beziehungsweise vom Grad y und y' ist. 

Diese Aufgabe läßt sich durch Anwendung des Korrespondenz- 
satzes lösen.*) Einfacher ist es aber, von den geometrischen Bedeu- 
tungen von a und a Gebrauch zu machen. Soll der Kegelschnitt aus 
einer Geraden l und einer durch einen Punkt von l gehenden Geraden m 

1) Eine solche Lösung empfehlen wir als Ubnugsbeispiel. 
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bestehen, so ist » = 0. Die diesem Werte von v entsprechenden y Werte 
von u geben für das Stück Yu 2y Werte, durch die 2y Gerade m be- 
stimmt werden. Also ist c: =■ 2j' und ebenso findet man a= 2y'. 

Wie in [170] kann man aus den hier gefundenen Abzahlungen 
einzelner aingulärer KegelBchnitte auch dann, wenn die Bediiiganga- 
gleicbung noch andere Parameter als u und v enthält, die entsprechende 
Abzahlung solcher Kegelschnitte herleiten, die dieselben infinitesimalen 
Eigenschaften darbieten. Betrachten wir z. B,, wie in [170], die Bedin- 
gung, daß der halbe Parameter — , der dem zu einer gegebenen Geraden 
parallelen Durchmesser entspricht, einen numerisch gegebenen Wert k 
haben soll. Um a zu beatimlnen, suchen wir die der Bedingung ge- 
nügenden Kegelschnitte, die aus einer Geraden l und einer durch einen 
Punkt L von / gehenden Geraden m bestehen. SoU dann der Durch- 
messer 2a endlich sein, so muß m die für diesen Durchmesser gegebene 
Richtung haben. In diesem Greuzfalle fällt der konjugierte Durch- 
messer mit dem Durchmesser 2 a zusammen und wird ihm gleich. Also 
ist a ^ & = Ä;, und dieser Kegelschnitt wird vollständig bestimmt und 
ist einmal in a mitzuzählen. ' m kann aber auch mit l zusammenfallen, 
wodurch man einen Halpkensahen Kegelschnitt erhalt, dessen benach- 
barte Kegelschnitte, wie wir in [170] sahen, (unter den dort aufgestellten 
Bedingungen) sich so verhalten, wie wenn sie durch v = Jiii dargestellt 
wären. Dieser Kegelschnitt wird also zweimal in « mitzuzählen sein 
und zweimal unter die auf l liegenden Doppelgeraden, deren einer 
Scheitel in L fällt. Da kein anderer Kegelschnitt letzterer Art die ge- 
gebene Bedingung erfüllt, findet man für diese Bedingung k = 3, a= 2, 

9. Eine andere Bestimmung der letztgenannten Zahlen k = 3, a'= 2 
können wir als Beispiel für die erstgenannte analytisch-geometrische 
Methode geben. Sei 

(1) .Ix* + 2B:c!/ + Cf+ 2Dx + 2Ey + F^0 

die Gleichung eines Kegelschnittes in rechtwinkeligen Koordinaten; 
dann kann man daraus Ausdrücke für den zu der Achse parallelen 
Durchmesser 2a und den zu diesem konjugierten Durchmesser 2h her- 
leiten und damit die Bedingung ausdrücken, daß der Parameter — einen 
gegebenen Wert Ic, oder, da das Vorzeichen des Durchmessers 2a un- 
bestimmt ist, daß -j einen gegebenen Wert h^ haben soll. Man findet 
dann die Gleichung 

(2) {A^+ S')\CD^- 2BDE+Äi;^+ J?F~ACF) = li'ÄiAC- I^f. 

Diese Gleichung ist vom Grade 7 in Beziehung auf die Koeffizienten, 
also auch in Beziehung auf eine in diese linear eingehende Größe. Ein 
Büschel wird also 7 Kegelschnitte enthalten, die die gegebene Be- 
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dingung erfüllen, und da er die Charakteristiken |l^ = 1 und /i —'2 hat, 
so ist 

(3) a + 2a-^l. 

Drückt man dieselbe Bedingung durch die Koeffizienten der Gleichung 
des Kegelschnittes in gewöhnlichen Linienkoordinaten aus, so findet 
man eine Gleichung vom Grade 8, kann also daraus schließen, daß 
2ß + a'= 8 ist. Wir werden aber sehen, daß man die mit dieser Änf- 
lÖBung verbundene, recht ausführliche algebraische Rechnung durch die 
Betrachtung eines Spezialfalles vereinfachen kann, und werden dadurch 
gleichzeitig ein Beispiel dafür erhalten, welche Vor- 
sicht die Anwendung solcher Spezialfälle, in welchen 
das System und die Bedingung nicht von einander 
unabhängig sind, erfordert. 

Wir werden voraussetzen, daß zwei der Tangen- ff(^ 
ten (OM und PiV, Fig. 35) der Kegelschnitte des 
Systems, die vier feste Tangenten haben sollen, unter 
sieh und mit dem Durchmesser 2a des Kegelschnittes 
parallel seien. Als Linienkoordinaten benutzen wir die 
Stücke OM^u und PN^v, die eine willkürliche 
Gerade J/iV auf den zwei parallelen festen Tangenten, 
von den festen Punkten und P aus gerechnet, ab- 
schneiden; diese Punkte wählen wir so, daß OP senk- ' j-^g 35 
recht auf den Parallelen OM und PK steht, und 
setzen OP = c. Die Gleichung des Kegelschnittes wird dann die Form 

2Btiv + 2Du + 2Ev + F^ 
haben. Die Berührungspunkte der parallelen Tangenten ü und S werden 
durch u = cx>, « =■ — ^ und if = 00 f = — =, bestimmt. Also wird der 




Durchmesser SR die Länge 2&--T/c'-|- ( — ^ — j haben. Für die mit 
SR parallelen Tangenten ist « — « H —- und also 

(4) 2Bv^+ ADv + F+2^-^^-D = 0. 

Die Länge 2a des zu OR und PS parallelen Durchmessers wird gleich 
der Differenz der Wurzeln dieser Gleichung sein. Also ist 



" = ¥{3} -2B B'—- 

Die Bedingung —^ — k^ wird daher durch die Gleichung 

(5) c*B*+2c'B^ [D - Ey+ (D - Ef^ 8h' (2DE-JbB) _B» 

ausgedrückt werden. Diese Gleichung ist vom vierten Grade in Be- 
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Ziehung auf die Größe, die solche Kegelschnitte des Systems bestimmt, 
die die gegebene Bedingung erfüllen. 

In diesem Falle hat die Aufgabe also 4 Losungen. Das System 
und die neue Bedingung sind aber nicht unter sich unabhängig. Der 
Fall muß also als ein GrenzfaU betrachtet werden [158], Der Grenz- 
übergang, der der Annahme, zwei der gegebenen Tangenten des Systems 
sollen zum Durehmesser 2a parallel sein, zugrunde liegt, hat zwar keinen 
Verlust an Lösungen, die in diesem B'alle als uneigentlich hätten übersehen 
werden können, zur Folge gehabt, er kann aber das Zusammenfallen 
mehrerer Lösungen bewirkt haben. Da die 4 gefundenen Lösungen 
von einer irreduziblen Gleichung abhängen, muß in jeder von ihnen die 
gleiche Anzahl | von Lösungen der allgemeinen Aufgabe zusammen- 
gefallen sein. Diese allgemeine Aufgabe, in welcher keine die fünfte 
Bedingung betreffende Beziehung zwischen den Lagen der vier Tangenten 
und der konjugierten Durchmesser besteht, hat also 4| Lösungen, wo 
^ eine ganze, positive Zahl ist. Also ist 

(6) 2« + «■-?. 4, 

eine Gleichung, die in Verbindung mit (3) zur Bestimmung von a und 
a dienen soll. Die einzigen ganzen, positiven Zahlen, die diese Glei- 
chungen befriedigen, sind k = 3, a' = 2. 

10. Der einem Kegelschnitte Cj auferlegten Bedingung, mit einem 
gegebenen Kegelschnitte t^ in solcher Verbindung zu stehen, daß es ein 
— und also unendheh viele — dem 4 einbeschriebene Dreiecke gibt, 
die in Beziehung auf ij Polardreiecke sind, entsprechen Zahlen a und 
a, die man leicht durch Benutzung der Grenzkegels eh nitte [168] finden 
kann. Ist nämlich in diesem Falle c^ ans zwei Geraden zusammen- 
gesetzt, so muß die eine durch den Pol der andern in Beziehung auf ft^ 
gehen, und die Bedingung wird im allgemeinen von einer Doppelgeraden 
nicht erfüllt. Also ist a = 1, «'= 0. Bekanntlieh wird auch die Be- 
dingung durch eine Gleichung ersten Grades zwischen den Koeffizienten 
der Gleichung des Kegelschnitts in Punktkoordinaten ausgedrückt. — 
Im dualistisch entsprechenden Falle ist k = 0, «' — 1. 

[172] Bestimmung der Charakteristiken eines Systems; 
elementare Systeme. Zur Bestimmung der Anzahlen von Kegel- 
schnitten eines Systems, die eine gegebene Bedingung erfüUen, braucht 
man in den Fällen, in welchen die Formel a^ -\- u fi anwendbar ist, 
außer den die Bedingung charakterisierenden Zahlen ce und k', noch die 
Charakteristiken ft und ji des Systems. Diese lassen sieh zwai in den 
meisten Fällen durch sukzessive Einführung der das System bestim- 
menden vier Bedingungen finden [165]. Ein Mittel zur direkten Be- 
stimmung, das sich auch dann anwenden läßt, wenn dies 
untrennbar sind, geben aber die Gleichungen [167] (1) 
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ab. Die Bestimmuiig der Zahlen l und l' ist nämlich einfacher als die 
nnmittelbare Abzahlung von Kegel sehn itt.en, da die Ausartungen aus 
Geraden und Punkten bestehen. Schwierigkeiten bietet zwar die Be- 
stimmung der Koeffizienten, mit denen die verschiedenen Ausartungen 
abzuzählen sind, dar; diese lassen sich aber überwinden, entweder durch 
direkte Bestimmung der Oi-doungen unendlich kleiner Größen, von 
welchen diese Koeffizienten nach den in [167] aufgestellten Regeln ab- 
hängen, oder indirekt durch die Betrachtung bekannter Spezialfälle, oder 
durch verschiedene Bestimmung derselben gesuchten Anzahl [62]. Eine 
Gelegenheit, den letzteren Weg einzuschlagen, verdankt man dem Um- 
stände, daß dieselbe Zahl als die Charakteristik ,»' eines Systems und 
die Charakteristik ii eines andern, bei dessen Bestimmung ein gegebener 
Punkt durch eine gegebene Tangente ersetzt ist, auftritt. Die nach- 
folgenden Beispiele werden diese verschiedenen Methoden beleuchten. 

Die Anzahlen der Kegelschnitte, die durch gegebene Punkte gehen 
und gegebene Gerade berühren, sind zwar wohl bekannt, ja müßten als 
bekannt vorausgesetzt sein, um (nach [165]) die Charakteristiken anders 
bestimmter Systeme durch sukzessive Einfuhrung von vier neuen Bedin- 
gungen zu finden. Sie lassen sich aber auch folgendermaßen als Charak- 
teristiken der durch Punkte und Tangenten bestimmten, 
elementaren Systeme herleiten. Als bekannt setzen wir hierbei r 
aus, daß em Kegelschnitt durch fünf gegebene Punkte bestimmt ist, daß 
also em Büschel die Charakteristik ;* = 1 hat. Der einem Büschel ent- 
Bpreebende Wert von X ist offenbar = 0, und die Gleichungen [167] (1) 
gehen sodann j/ = 2, X' = 3. Da der Büschel wirklich drei aus Geraden 
bestehende Kegelschnitte enthält, ist jeder von diesen einmal in l' mit- 
zuzählen. 

Die Charakteristik n' dieses Systems ist Charakteristik ji des durch 
einen Punkt und drei Gerade bestimmten Systems; X ist auch hier = 0, 
also fi = 4, Ä'= 6. Die drei sieh hier vorfindenden Kegelschnitte, die 
aus zwei Geraden bestehen, deren Schnittpunkt auf einer der gegebenen 
Geraden liegt, sind also je zweimal in X' mitzuzählen. Die Dualität eri 
gibt die entsprechenden Bestimmungen der Zahlen ji, ft' X und X', die 
den durch vier gegebene Tangenten oder durch drei Tangenten und 
einen Punkt bestimmten Systemen zugehöreu. Dadurch erhält man auch 
die Charakteristiken ^ ^^ 4, fi' -- 4 des durch zwei Punkte und zwei 
Tangenten bestimmten Systems^), und man findet sodann /l = 4, A' = 4. 
Hier kommt nur ein aus zwei Geraden bestehender Kegelschnitt vor: 
der Schnittpunkt der Geraden fällt in den Schnittpunkt der gegebenen 

1) Daß dieses Sjatem. in zwei Systeme mit den Charakteriatiken (i = 2, ji' =: 2 
zerfallt, geht aus der Beatimmung seines Gesciileolita hervor [79j. 
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Tangenten. Dieser Kegeleehnitt ist also in X viermal mitzuzählen. Die 
entsprechende Abzahlung von X erhält man mittels des Dualitätsprinzips. 
Die Herlejtung der Koeffizienten, mit welchen die verschiedenen hier 
genannten Ausartungen auftreten, läßt sich übrigens unschwer direkt 
durch die Bestimmung der Ordnungen unendlich kleiner Größen bewerk- 
stelligen. 

[173] System von Kegelschnitten, die eine gegebene Eorve 
viermal berühren. Ein System von Kegelschnitten, die durch ein- 
fache Berührungen mit gegebenen Kurven bestimmt werden, entMlt 
Ausartungen, von denen die hier genannten solche Spezialfälle sind, 
in welchen eine gegebene Kurve durch eine Gerade oder einen Punkt 
ersetzt ist, und die eben [172J für diese Spezialfälle gefundenen Ab- 
zahlungen der Ausartungen haben allgemeine Gültigkeit. Andere Aus- 
artungen werden hinzukommen, wenn die Kegelschnitte eine Kurve in 
mehreren Punkten berühren sollen. Auf diese Weise kann man die in 
[163] und [164] ausgeführten Resultate besonders für Kegelschnitte 
wieder finden.^) Als Beispiel werden wir aber hier einen weitergehenden 
Fall betrachten; wir woUen die Charakteristiken eines Systems von 
Kegelschnitten bestimmen, die eine gegebene Kurve c, mit Flücker- 
sclien Singularitäten in vier Punkten berühren. 

In Übereinstimmung mit den schon in [172] gefundenen ausge- 
arteten Kegelschnitten der elementaren Systeme sind hier in i' mitr 
zuzählen: 

1. einmal die \d'(d' — 1) Kegelschnitte, die aus zwei der d' Doppel- 
tangenten bestehen; 

2. zweimal die (?'(m~4)(«'— 4) Kegelschnitte, die aus einer Doppel- 
tangente und einer der durch einen ihrer w — 4 Schnittpunkte gehenden 
«' — 4 anderen Tangenten bestehen; 

3. viermal die d-j{n'— 4)(m'— 5) Kegelschnitte, die aus zwei Tan- 
genten bestehen, die die Kurve in einem der d Doppelpunkte schneiden. 

Hierzu werden noch kommen: 

4. dreimal die e ■ \ {«' — 3)(«' — 4) Kegelschnitte, die aus zwei Tan- 
genten bestehen, die die Kurve in einer der e Spitzen schneiden. Ein 
solcher Kegelschnitt ist nämlich der Grenzfall eines Kegelschnitts, der die 
Kurve in zwei Punkten berührt, deren Abstand von der Spitze unend- 
lich klein erster Ordnung ist, während ihr Abstand unter sich von der 
Ordnung -|- ist. Eine Gerade a, deren Abstand von der Spitze unendlich 
klein erster Ordnung ist, wird (Fig. 36) zwei solche sich demselben Grenz- 
kegelschnitt nähernden Kegelschnitte berühren, und der Winkel zwischen 
a und der andern durch einen Punkt A von a gehenden Tangente a an 
einen dieser Kegelschnitte ist von der Ordnung | ; der Koeffizient ist 
also wirklich 2 ■ -'- = 3. Diese Ordnungen lassen sich analytisch nach- 



1) Dies wird ah tjbung empfohlen. 
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weisen; die Richtigkeit unserer Angaben wird aber ganz offenbar in 
dem Grenzfall, in welchem die hier unwesentlichen Bedingungen durch 
die ersetzt werden, daß die Kegelschnitte des Systeme alle abgeplattet 
(Doppellinien) sein und durch einen gegebenen unendlich fernen Punkt 
gehen sollen. Übrigens kann man auch, da Ausartungen derselben Art 
schon dann vorkommen, wenn die Kegelschnitte des Systems c„ zweimal 
berühren und durch feste Punkte gehen, den gesuchten Koeffizienten 
dadurch indirekt bestimmen, daß in diesem Falle die Charakteristiken 
schon bekannt sind [164]. Man hat also 

X'^^d'(d'- 1) + 2d'{n - 4)(m'- 4) + 2d(n—4)[n—D) 
+ le{n' — 3)(«' — 4) 
und findet ebenso dualistisch 

X = l-did - 1) + 2d{n,'-4)(n - 4) + 2d'(n - 4)(w - 5) 
+ l-e'(n — 3)(n-i). 
Die Charakteristiken /i und [i werden sodann ([167] (1)) durch 
fi ^ ^(2X + 1-), ii' = \(2X' + X) 

bestimmt und können mittels der Plückerschen Gleichungen durch drei 
der Plückerschen Zahlen der gegebenen Kurve ausgedrückt werden. 

[174] System von Eegfelscfanitten, die mit einer gegelieiieu 
Kurve Berührunjf vierter Ordnung haben. Wir werden nun das 
System der Kegelschnitte betrachten, die mit einer Kurve c„ mit Flücker- 
schen Singularitäten Berührung vierter Ordnung haben, sie also in fünf 
konsekutiven Punkten schneiden und fünf konsekutive Tangenten mit 
ihr gemeinschaftlich haben. Die einzigen Doppel geraden, mit welchen 
das eratere der Fall ist, berühren c„ in 
ihren e Spitzen und e Wendepunkten, 
und die einzigen, aus zwei Geraden 
bestehenden Kegelschnitte, mit wel- 
chen das letztere der Fall ist, haben 
den Doppelpunkt in einem der hier 
genannten Punkte, und um beide Be- 
dingungen zu erfüllen, müssen die in 
diesen Punkten berührenden Kegel- 
schnitte gleichzeitig beiden Gattungen 
von Ausartungen angehören. Sie wer- 
den also Salpkensche Ausartungen 
sein. Diese werden aber [167] so- 
wohl in l als in T mitgezählt, und 
zwar nach denselben Regeln wie die 
übrigen ausgearteten Kegelschnitte, 
die in diesen Zahlen einbegriffen sind. 
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Ohne diese Regeln anzuwenden, haben wir wegen der Dualität 
i " ^e + Be, 
l'^Be + Ae', 
wo A und B ganz bestimmte, aber vorläufig unbekannte ganze Zahlen 
sind. Daraus folgt, daß 

iL = \(ßA + B)e + U + 2B)e). 

li'^ 1-{{A + 2B)e + {2A + B)e) 
ist. Die Werte der Zahlen A und B lassen sich durch Betrachtung 
solcher Spezialfälle finden, für die man eine andere Bestimmung yon 
(i und [i besitzt. Ist z. B. c„ eine Kurve dritter Ordnung mit einem 
Doppelpunkt B, so kann ein durch diesen gehender Kegelschnitt, der 
schon hier zwei Schnittpunkte hat, nicht fünf andere Schnittpunkte 
haben. Die einzigen Kegelschnitte des Systems, die durch B gehen, be- 
rühren also den einen oder den andern der durch diesen Punkt gehenden 
Zweige von c„, und wir wissen aus [15], daß diese je für fünf der [i 
durch B gebenden Kegelschnitte des Systems zählen. Also wird ^ -= 10. 
Da in diesem Falle e = 0, e' = 3 ist, so findet man A -j- 2B — 10. Be- 
trachten wir sodann den Fall {« = 3, e = e' = 1), in welchem die Kurve 
c„ dritter Ordnung ist ond eine Spitze in E hat. Dann haben wir schon 
gesehen, daß der in E berührende Kegelschnitt des Systems 6 kon- 
sekutive Schnittpunkte hat. Er wird also [15] für 6 der durch E 
gehenden jt Kegelschnitte des Systems zu zählen sein, und da er der 
einzige ist, der durch E geht, so ist in diesem Falle ;i. = 6. Setzt man 
diesen Wert in den Ausdruck für ft ein, so findet man A -\- B = &. 
Also ist A — 2, B -^ 4 und man findet sodann für jt und ii' die all- 
gemeinen Ausdrücke 

fi= l(Se + lOe"), /t'=A(10e + Se). 
Die Anzahl der Kegelschnitte dieses Systems, die eine neue Bedingung 
erfüUen, lassen sich durch einen Ausdruck ßjt -[- a'/i' bestimmen, so 
lange die neue Bedingung nicht von einer Halphenschen Ausartung mit 
beliebiger Lage der Doppellinie und des doppelten Scheitels erfüllt wird. 
Im hier genannten Ausnahmefall muß man aber für die beiden Arten 
von Salphenschen Kegelschnitten, die dem System angehören, die Zahlen 
bestimmen, die wir in [170] v und v genannt haben. 

[176] Berücksichtigung von Bedingungen, die von Halphen- 
schen Ausartungen befriedigt werden. Die Bestimmung der eben 
genannten Zahlen werden wir mit einer direkten analytisch-geometri- 
schen Bestimmung der in [174J auf andere Weise gefundenen Koeffi- 
zienten A und B verbinden. In der Nähe eines Wendepunkts kann man, 
indem man einen etwaigen konstanten Koeffizienten in die Ordinate y ein- 
bezieht, die Kurve c„ durch die Reihe 
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daretelleD, Im Punkte mit der unendlich kleinen Abszisse x = t hat 
man also unter Vernachlässigung unendlich kleiner Größen höherer Ord- 
nung 

x = t,y — t^,y'=- Zi\ «/"" 6^, y"' ^ 6, j/"- 24Ä. 

Die Gleichung eines Kegelschnittes und die hieraus gebildeten Differen- 
tialgleichungen können so geschrieben werden: 

Ax-\-By + B _ Sx+_Cy -|-_E ^ I>x-\^E y + F _ A + JBy' -\- C y* 
y' ~ —1 ~ —xy-\-y y" 

^ aJBy-+3Cy'y" _ iBy- + ACy"'+ i Cy-y- 
y" y'-^ 

Sie ergeben als Bedingung für die Berührung vierter Ordntmg mit c„ im 
Punkte X ^ t,y '^ t" 

At + Bf+D ^ Bt+ Cf M-^ _ Bt -i- Et'+F ^ A + 6B i^ +9Ct* 

_ 3 .Bt-f aCf _ 2^5 + 16Cf^ 
"~ "" i ~ ""2Ä 

Vernachlässigt man die Glieder höherer Ordnung, so gibt die letzte 
Gleichung 2B -j- 15C(* = 0; aus ihr und den übrigen Gleichungen findet 
man daher 

-i _ 3£ _ I3_ E ^ __C 

ibt* I6i' _ra('~'_20<' bt" —i' 

Die Gleichung des Kegelschnittes ist also 

(1) Abfx^ + Ibfxy - y^- Mfx ~ 40^^ -(- öf^ 0. 

Geben wir hier x einen endliehen Wert, während t und y unendlich 

klein angenommen werden, so zeigt die Gleichung, die aus den Gliedern 

niedrigster Ordnung besteht, nämlich 

daß durch den Punkt {x, y) 4 Kegelschnitte des Systems gehen, die 
sich der Doppelgeraden y^—0 nähern, und daß die Sehnen, die von 
diesen auf der durch x bestimmten Geraden abgeschnitten werden, 
den Wert + ]/405 t^x haben, also von derselben Ordnung wie y sind. 
Die Doppelgerade ist also (s. [167]) viermal ia X mitzuzählen, ein Er- 
gebnis, das wir in [174] durch Anwendung auf einen Spezialfall fanden. 
Die Berührungspunkte der zu der y-Achse parallelen Tangenten 
werden durch die Gleichung 

bestimmt, die mit (1) die Gleichung 

bx^-ieix + 20t^=-0 
ergibt. Diese zeigt, daß eine durch einen unendlich kleinen Wert von 
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X bestimmte Tangente zwei Kegelschnitte des Systems berührt, und daß 
diese imd die zu ihr parallele Tangente auf den Geraden 3/ = das Stück 
± ~i V~ 1 " ' abschneidet, das von derselben Ordnung wie x ist. Der 
Doppelscheitel ist also 2-mal in X' mitzuzählen, was wir bereits in 
[174] fanden. 

Die Quadrate der hier bestimmten Stücke yiOöi^ und jY— It 
sind eben die Größen, die wir in [170] u und v nannten, und die zur 
Bestimmung der Kegelschnitte des Systems dienen, die eine Halphen- 
sche Bedingung erfüllen. Man hat also mit 'den Bezeichnungen von [170] 

u = 405t^+---,v ^^^t' +■■; 

wo die weggelassenen Glieder auch Potenzen von t mit ungeraden Ex- 
ponenten enthalten. Also wird 



Auf Grund der Dualität sieht man, daß die einer Spitze zugehörigen 
Halphenachea Kegelschnitte durch die Zahlen v = 2, v ■^ i charakteri- 
siert werden. Suchen wir z. B, die Anzahl der Kegelschnitte, die mit 
einer Kurve mit gegebenen PZitcferschen Zahlen Berührung vierter Ord- 
nung haben und deren zu einer gegebenen Geraden parallelen Durch- 
messern ein gegebener Parameter — entspricht, so wissen wir schon 
aus [170], daß dieser Bedingung die Zahlen ff-=ö'=l entsprechen. 
Nach der in [170] aufgestellten Regel werden dann die dem Systeme 
angehörigen e + e' Salphenschen Kegelschnitte alte den Beitrag 2 (die 
kleinere der Zahlen vö" und v'e) zur Zahl 31 leisten. Da weiter der 
hier kufgesteKten fünften Bedingung die Zahlen a = d,a'—2 ent- 
sprechen ([171] (8) und (9)), so wird die gesuchte Anzahl 

3fi + 2{i~ 2(e + e') = -J(38e + 400 
sein, wobei (i und fi' die in [175] gefundenen Werte haben. 

[176] Eeg^elschuitte, die einer doppelten und einer drei- 
fiichen Bedingung unterworfen Bind. Die vorangehenden Regeln 
setzen voraus, daß wenigstens eine der aufgestellten, unter sich unabhän- 
gigen Bedingungen einfach ist, sie sind also nicht auf den Fall anwendbar, 
in welchem ein Kegelschnitt durch eine dreifache Bedingung B^ und 
eine doppelte Bedingung B^ bestimmt werden soll. Auch für die An- 
zahl der Lösungen dieser Aufgabe werden wir einen einfachen Ausdruck 
finden, der anwendbar bleibt, so lange es nicht solche .ff(rfpAe»3ehe Kegel- 
schnitte gibt, die zwar gleichzeitig B^ und Sj befriedigen würden, wenn 
man nur die Lagen der Doppelgeraden und des Scheitels, nicht aber die 
übrige Bestimmung dieser Formen als Greozformen (s. [170]) in Be- 
tracht zöge. In der folgenden Untersuchung werden wir voraussetzen, 
daß es solche nicht gibi Im entgegengesetzten Falle würde man 
übrigens auch auf dem hier einzuschlagenden Wege etwaige Halphenache 
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Kegelschnitte berücbeichtigen und die davon kerrührenden subtraktiven 
Glieder bestimmen können. 

Wir werden durch (/i^), (jin') und (ji^) die Anzahlen der Kegel- 
schnitte bezeiebuen, die j?, erfüllen und beziehungsweise durch zwei ge- 
gebene Punkte gehen oder durch einen gegebenen Punkt gehen und eine 
gegebene Gerade berühren oder endlich zwei gegebene Gerade berühren. 
Wie in [168] betrachten wir die KoiTespondenz zwischen Punkten Pund P' 
auf einer festen Geraden ff, in welchen diese von Kegelschnitten c^ und 
Cg geschnitten wird, die sich in vier Punkten eines festen Kegelschnittes 
7Cj sehneiden. Hier soll aber angenommen werden, daß c^ der dreifachen 
Bedingung B^, cj der doppelten Bedingung J3^ unterworfen ist. Die 
Kegelschnitte, die durch P gehen und JB^ befriedigen, bilden ein System 
mit den Charakteristiken (fi^) und (ftfi'). Daß ein Kegelschnitt Cg dieses 
Systems k^ in vier solchen Punkten schneide, durch welche ein Kegel- 
schnitt Cg geht, der die Bedingungen B^ erfüllt, ist eine neue unab- 
hängige Bedingung. Es gibt also [168] «(jt^) + «'(ftft') solche Kegel- 
schnitte, wo K und tt ausschließlich von JB^ abhängen, und somit 2(i(fi*) 
-\- 2«'(ft^') Punkte P', die P entsprechen. Da a(^^) + «'(iiit) die erste 
Charakteristik des Systems von Kegelschnitten e^ ist, so findet man die- 
selbe Anzahl, wenn P auf h^ Hegt; diese Zahl wird daher die Charak- 
teristik der Kegelschnitte cj sein. Durch einen Punkt P' von g gehen also 
ebeusoviele Kegelschnitte c^, deren entsprechende Kegelschnitte c^ die Ge- 
rade g in 2a(ft*) -\- 2a (flu') dem Punkte P' entsprechenden Punkten P 
schneiden. Koinzidenzen finden also in 4a{ii^) + 'ia'(ii(i') Punkten statt. 
Von diesen faUen aber 2a(^^) -j- 2a'(fi(t') in die Schnittpunkte der 
Geraden g mit Ic^. Die übrigen 2a(ji^ -f 2ci'{(iii") werden die Schnitt- 
punkte der Geraden g mit a(jt^} -|- a'(ftji') Kegelschnitten sein, die, 
wenn man sich nur an die puuktgeometrische Bestimmung 
hält, gleichzeitig B, und B^ erfüllen. Unter diesen geben aber etwaige 
Doppelgeraden keine wirklichen Lösungen; denn wegen der Unabhängig- 
keit der Bedingungen B^ und B^ darf man annehmen, daß die sich auf 
dieselbe Doppelgerade reduzierenden Kegelschnitte Cj und c, nicht die- 
selben Scheitel haben. 

Die die Bedingung B^ erfüllenden Doppelgeraden bilden ein System 
von oo^ Kegelschnitten, das durch diese dreifache Bedingung und die 
Bedingung, daß die Systemkurven Doppelgerade sind, bestimmt wii'd; 
seine Charakteristiken sind nach [167] (1) 

.« =■ 20^^) - ilig-') and [L = 2(,ufi') — (ft'^). 
Unter diesen Doppelgeraden sind solche zu bestimmen, die die Bedin- 
gung erfüllen, daß ihre Scheitel, die Schnittpunkte der Doppellinie mit 
dem Hiifskegelschnitt k^, und die Scheitel, die die doppelte Bedingung 
Bj auf derselben Doppelgeraden bestimmen würde, in Involution sind 
(vgl, [168]). Die Anzahl dieser Kegelseiini tte wird durch einen Aus- 
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druck von der Form a'ii + ß"ii' bestimmt.*) Zieht man diese Anzahl 

uneigentlicher LÖsuEgen von der gefuadeDen Anzahl «(/i-^) + a([iii) ab, 

so findet man für die Anzahl £ der eigentlichen Kegelschnitte, 

die gleichzeitig S^ und B^ befriedigen, einen Ausdruck von der 

Form 

(1) t = ß(ii')^ß'{!ift') + ß-(ß:% 

wo ß, ß' und ß" allein von der Bedingung B^ abhängen. 

Um .diese Koeffizienten zu bestimmen, braucht man also nur B^ 
zu spezialisieren. Wenn die dreifache Bedingung B^ eine Doppelgerade 
mit noch unbestimmten Scheiteln ergibt, so wird (;*') = (ft/t') = 0, 
(fi'^ = 1 (weil dann eben zwei Tangenten die Scheitel bestimmen 
werden), also ^ = ß". Also ist ß" die Anzahl der einer Doppelgeraden 
von gegebener Lage zugehörigen Scheitel, die die Bedingung B^ erfüllen. 
Ebenso findet man durch die Betraehtimg einer Bedingung Uj, der 
((**) = 1, {ftft') = 0, (ji'2) = entspricht, daß ß die Anzahl der Geraden- 
paare eines gegebenen Büschels ist, die ^j erfüllen. 

Übrigens kann man alle drei Zahlen ß, ß', ß" dadurch finden, daß 
man drei der Anzahlen (ft'), (ft^ft'), {/i-.w'^)? (i*') der Kegelschnitte be- 
stimmt, die Bj erfüllen und außerdem durch 3, 2 1, gegebene Punkte 
gehen und beziehungsweise 0, 1, 2, 3 gegebene Gerade berühren. Er- 
setzt man in der Formel (1) B^ durch diese Bedingungen, so findet man; 

((.'.,.■) - 2/i + 4^' + 4/i", 

(,.,.■■) + 4(i + 4^- +2/)", 

(/■)-4/i + 2/i- + r. 

Die hieraus folgenden Ausdrücke 2(jx^) — (ft^f-'} = 4j5" und 2(/i'') 

— (/l;^'^ = 4^ führen übrigens auf die oben gegebenen Bestimmungen 

von ß" und /3; der Faktor 4 ist in [172] erklärt. 

Durch eine Kombination verachiedener Methoden werden wir die 
Werte Ton ß, ß' und ß" bestimmen, die einer Berührung zweiter Ord- 
nung mit einer gegebenen Kurve c„ mit PÜMcftefschen Singularitäten 
n, »', d, d', e, e entsprechen. Es folgt unmittelbar aus der genannten 
Bedeutung von ß und ß", daß ß = ß" = ist. Daraus wird folgen, daß 
in diesem Falle 

(?*') " i (f^V) = Kf^/O = il^'^) - 2/3' 
ist. Da die Bestimmung von (fi^) in der allgemeinen JonquiereSBchea 
Formel inbegriffen ist, wird die gestellte Aufgabe schon hiermit gelöst 
sein. Die folgenden Betrachtungen werden es aber ermöglichen, die 



1) a" wird übrigena sein, weil die einzuführende neue Bedingung ledig- 
lich die Bestimmung der Scheitel betrifft. 
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direkte Bestiminuag auf einen sehr einfachen Fall zu beschränken. Die 
zwei ersten der angeführten Zahlen sind die Charakteristiken in dem 
System von Kegelschnitten, die durch zwei gegebene Punkte A und B 
gehen und mit c„ Berührung zweiter Ordnung haben. Die Anzahl X 
der Doppelgeraden dieses Systems i.st null. Die Anzahl X' der Kegel- 
schnitte mit Doppelpunkten umfaßt aber folgende Kegelschnitte: 

1. einmal die e', die aus der Geraden AB und einer der e' Wende- 
tangenten bestehen; 

2. iT-mal, wo K eine vorläufig unbekannte ganze, positive Zahl 
ist, n + 2n' Kegelschnitte, die aus einer Tangente an c„ und einer 
Geraden durch den Berührungspunkt bestehen; 

3. i-mal, wo L eine vorläufig unbekannte ganze, positive Zahl ist, 
e Kegelschnitte, die aus zwei, sich in einer Spitze von c, schneidenden 
Geraden bestehen. Also wird 

1 = 0, X'=e' + K(n + 2k') + Le, 
woraus folgt, daß 

ist. Für die Anzahl (^'') findet man den dualistisch entsprechenden 
Ausdruck. Die Gleichung (ji^) = (/t'") ergibt sodann 
K(n'-n)=-{L—l)(e-e). 

Da diese Gleichung für alle algebraischen Kurven mit P^wc^erschen 
Singularitäten gelten soll, muß sie mit der einzigen Gleichung, die 
immer zwischen diesen vier Plückerschea Zahlen stattfindet, nämlich 
e'~ e = 3(»'— «), identisch sein. Also ist K^ 3(X — 1). Es genügt 
nun, die Aufgabe in einem einzelnen Falle zu losen. Ist die gegebene 
Kurve z. B. ein Kegelschnitt (?* = «' = 2, e — e' ■= 0), so ergibt eine 
einfache Anwendung des Korrespondenzprinzips, daß (jt^) = 6 ist. Also 
wird jK" = 3, L = 2. — Eine direkte Bestimmung der Zahl L würde 
übrigens nicht schwierig sein. Am bequemsten setzt man sie in Ver- 
bindung mit dem Wert von l, der dem System von Kegelschnitten zu- 
gehört, die zwei Gerade berühren und mit c„ Berührung zweiter Ord- 
nung haben. 

Der gesuchte Wert von ß' wird nun 

^'=|(3w + e-)=i(3«'+e}. 

[1771 Fünffache Bedin^ugeu. Zur Bestimmung der Kegel- 
schnitte, die fünf untrennbaren Bedingungen unterworfen sind, kann 
man zwar die Methoden nicht mehr anwenden, die zur Zusammen- 
setzung unabhängiger Bedingungen dienen. Sie lassen sich jedoch unter 
den Kegelschnitten eines vier Bedingungen unterworfenen Systems auf- 
suchen. Dies geschieht durch eine Anwendung der gewöhnlichen ab- 
zählenden Methoden, bei welcher in der Regel einige von Ausnahme- 
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kurven her rülir ende, un eigentliche Lösungen auszuschließen sind 

(Tgl. [161]). 

Die Kegels ciinitte, die Berührung fünfter Ordnung mit einer ge- 
gebenen Kurve c„ haben, lassen sich z. B. entweder unter denen, die eine 
Berührung vierter Ordnung haben, oder unter denen, die eine Berührung 
dritter Ordnung und eine erster Ordnung haben, oder unter denen, die 
zwei Berührungen zweiter Ordnung haben, aufsuchen. Im ersten Fall 
sucht man die Anzahl der FäUe, in welchen der Berührungspunkt mit 
einem Schnittpunkt zusammenfällt, in den anderen die der Fälle, in 
welchen zwei Berührungspunkte zusammenfallen. Dabei kann man, wie 
beim Beweise der Jonquieressahem Formel [136], die ja in diesem Fall 
nicht selbst anwendbar ist [162], den Cayley-Briüschea Korrespondenz- 
satz anwenden. 

Betrachten wir z. B. die Korrespondenz zwischen dem Berührungs- 
punkt Pj und einem Schnittpunkt Pg einer gegebenen Kurve c„, der 
wir Plückersche Singularitäten beilegen, mit einem Kegelschnitte, der 
mit ihr Berührung vierter Ordnung haben soU. Einem Punkte P^ ent- 
sprechen dann 2« — 5 Punkte Pg. Durch einen Punkt Pj gehen nach 
[174] {(Se+ lOe') Kegelschnitte, die mit c„ Berührung vierter Ord- 
nung haben. Derjenige, der c„ eben in Pg berührt, zählt [15] für 5. 
Dem Punkt P^ werden also J (8e -j- lOe') — ö Punkte entsprechen. Die 
erste dieser Bestimmungen zeigt, daß die Wertigkeit der Korrespondenz 
5 ist. Es wird also 

2w + ;-(8e + lOe') - 10 -|- lOp 
Koinzidenzen geben. Außer in den Berührungspunkten der gesuchten 
eigentlichen Kegelschnitte werden solche auch in den e Wendepunkten 
und e Spitzen stattfinden, wenn der in einem dieser Punkte berührende 
Kegelschnitt eine Doppelgerade (hier ein Ealphenacher Kegelschnitt) 
wird, und zwar je eine Koinzidenz in jedem dieser Punkte, 

Es genügt, wenn man sich hierüber für einen dieser Punkte über- 
zeugt. Man kaim nämlich dem gefundenen Ausdruck für die Anzahl 
der Koinzidenzen die in Beziehung auf dualistisch entsprechende Sin- 
gularitäten symmetrische Form geben: 

4b + 4b'+22(j)— 1). 
Da nun die den Kegelschnitten auferlegte Bedingung zu sich selbst 
dualistisch ist, müssen auch die abzuziehenden Glieder e und e den- 
selben Koeffizienten haben. 

Suchen wir nun die Anzahl der Koinzidenzen der eben betrachteten 
Korrespondenz zwischen P, und P^, so findet man (Fig. 37), daß, wenn 
eine Spitze E reell ist (vgl. [47]), E auf der konvexen Seite eines 
Kegelschnittes liegt, der in einem hinreichend naheliegenden Punkt P^ 
mit der Kurve eine Berührung vierter Ordnung hat; denn die Krüm- 
mung der Kurve, die in P^ denselben Wert hat wie die des Kegel- 



y Google 




[177] Fünffache Bedingnngeu 339 

sclinittes, wächst auf der Kurve F^E ioa Uneadliclie. Daraus wird 
folgen, daß der dem Punkt E benachbarte Schnittpunkt P^ der zwei 
Kurven auf dem anderen Zweig der Kurve e^ liegen muß. Da sich nun 
Pj und P3 in der Nähe von £ gegenseitig eindeutig entsprechen, wird 
nur eine Koinzidenz in JS stattfinden. Um die gesuchte Anzahl abfinden, 
muß man also von der Anzahl der Koinzidenzen e -\- e oder n + n' 
+ ^{p — 1) abziehen. Mit Cayley (s. u.) könnte man die Koeffizienten 
auch durch genauere Untersuchung eines Spezialfalles bestimmen. 

Die Anzahl der Kegelschnitte, die mit c„ Berührung fünfter Ord- 
nung haben, ist also 

3« + 3w'+ \%p — 18. 
In ähnlicher Weise findet man die Anzahlen der Kegelschnitte, die an- 
deren fünffachen Berührungsbedingungen unterworfen sind. 

Ursprünglich hat Cayley diese Anzahlen durch Anwendung seiner 
funktionalen Methode [34J gefunden, für die 
die Beatimmung der eben gefundenen Anzahl 
das einfachste Beispiel liefert. Cayley setzt 
voraus, daß sie eine Funktion dreier PfäcÄ^c- 
scher Zahlen sein muß. Um einen symmetri- 
schen Ausdruck zu bekommen, wählt er die 
Ordnung n, die Klasse n und die Anzahl a, 
die sowohl gleich 3» + e als auch gleich 

3«' -|- e ist. Die gesuchte Anzahl ist also ip{n, «', ß), wo (p eine noch 
unbekannte Funktion ist. Dieser Ausdruck muß auch auf den Fall 
anwendbar sein, in welchem die Kurve aus zwei Kurven mit den Zahlen 
^^l, n[, «j und n^, n'^, a^ zusammengesetzt ist. {Nur darf diese Zu- 
sammensetzung nicht Gerade und Punkte umfassen, weil die IPlücker- 
sehen Gleichungen nicht auf diese anwendbar sind). Die Zusammen- 
setzung wird zur Folge haben, daß die gesuchten Kegelschnitte die 
verlangte Berührung mit der einen oder der anderen Kurve haben. 
Also wird 

CP(m^ -j- Mj, Mj + «3, ttj -\- Ci^'j = 9'(»i, «1, «0 + g'(»äi "si ^2)- 
Aus dieser Differenzengleichung folgt, daß die gesuchte Anzahl 
ip (n, n', a) = An + Bn + Ca 

wird, wo A, B, C vorläufig unbekannte Koeffizienten sind. Wegen der 
dualistischen Symmetrie ist A^ B\ A und Ü lassen sieh sodann durch 
die Betrachtung einfacher Spezialfälle finden. 

Bei der Lösung der übrigen Aufgaben wird der Umstand, daß der 
gesuchte Kegelschnitt, wenn die Kurve c, eine zusammengesetzte ist, 
einige (eine) der vorgeschriebenen Berührungen mit der einen Kurve, 
andere mit der anderen haben kann, den Differenzengleichungen eine 
kompliziertere Form geben. Sie werden jedoch alle lösbar, und die 
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Konstanten lassen sich durch die Betrachtung von Spezialfällen be- 
stimmen. 

Anmerkung. Die ausdrückliche Aufstellung der Yoraussetzung, 
daß die hier gesuchten Anzahlen von Kegelschnitten allein von n, n 
und a (oder von den PMcJerschen Zahlen) abhängen, war deswegen 
notwendig (vgl. [33] und [34]), weil es [5] Terschiedene solche Gat- 
tungen (Mengen) vou Kurven mit denselben Zahlen n, n, a gibt, die 
nicht durch kontinuierliche Änderung gewisser Parameter ineinander 
übergehen. Daß die für die Anwendung der funktionellen Methode 
notwendige Voraussetzung in den hier vorliegenden Fällen erfüllt ist, 
darüber könnte man sieh jedoch durch eine vorläufige Anwendung des 
Cayley-Brühahea Korrespondenzsatzes Sicherheit verschaffen. Wenn man 
sieh nur hierbei darüber Rechenschaft abgelegt hat, daß sowohl die Gesamt- 
zahl der Koinzidenzen als auch die Anzahlen solcher KoiuzideuKen, die 
keine Lösungen der gestellten Aufgabe ergeben, lediglich von den 
JPlücJierschen Zahlen abhängen, so darf man die funktionelle Methode 
anwenden, ohne sieh um die Bestimmung der Koeffizienten dieser Koin- 
zidenzen zu kümmern. Auf diese Weise werden die von Oayley durch 
die funktionale Methode gefundenen Eesultate') völlig sichergestellt. 
Übrigens erfordert ja auch die funktionale Methode Bestimmungen von 
Koeffizienten, die eben die gleichen sein würden, die bei der Anwendung 
des Korrespondenzsatzes am schwierigsten wären. 

[178] Übungsaufsralieu. 1. Welche Werte von a und «' [171] 
entsprechen der einem Kegelschnitt auferlegten Bedingung, einem ge- 
gebenen Kegelschnitt ähnlich zu sein? 

2. Die Punkte P^ einer Kurve c^ von der Ordnung «j und die 
Tangenten t^ einer Kurve % von der Klasse «^ sind so aufeinander be- 
zogen, daß jedem Punkt Pj v^ Tangenten t^ und jeder Tangente t^ Vj 
Punkte P^ entsprechen. Wie viele Kurven c von der Ordnung m und 
der Klasse w' werden einem gegebenen System mit den Charakteristiken 
ji und ii' angehören und gleichzeitig durch einen Punkt Pj gehen und 
die entsprechende Tangente t^ berühren? — Anwendung auf den Fall, 
in welchem q und c^ zusammenfallen und P^ der Berührungspunkt der 
Tangente ifg ist. — Wie läSt sich das gefundene, aRgemeine Resultat 
im Falle n = n' = 2 aus der geometrischen Bedeutung der Zahlen a 
und a herleiten? 

3. Suche die Charakteristiken der Systeme von oo' Kegelschnitten, 
die mit einer gegebenen Kurve entweder a) zwei Berührungen zweiter 

1) Seine Ergebnisse hat Caijley in den Philosophical Transactiona (1865) 
p. B9 {Fapers VI, p. äl6) im Anschluß an die früher in Zeuthens Dissertation 
(Kjöbenhavn I8Ü6) gefnndenen Anzahlen von Kegelschnitten, die höchatens vier- 
fachen BerühtungabedingQngen mit gegebenen Kurven unterworfen sind, auf- 
gestellt. 
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Ordnung oder b) eine Berührung dritter Ordnung und eine erster Ord- 
nung haben. 

Auflösung: a) [i. = \-(3n' + ef — d{Sn + e) - 8e ~ 9e', 
fi' _ >- (3n' + e)» - 3 (3«' + e)-9e~- 8e'; 
b) i = 4,i + 4rf' + 4e(«-3) + 5e'(w-3) 

4. Von der Betrachtung ausgehend, daß die Evolute einer Kurve 
(mit FlüekerBciien Singularitäten) Ort der Mittelpunkte der Kreise ist, 
die mit ihr Berührung zweiter Ordnung haben, soll man ihre Ordnung 
und die Anzahl ihrer' Spitzen bestimmen (vgl. 77). 

5. Wenn ein Kegelschnitt einen gegebenen Brennpunkt F und mit 
einer gegebenen Kurve c„ eine Berührung zweiter Ordnung hat, so wird 
der Ort des anderen Brennpunktes die Katakauatika von Fin Beziehung 
auf c^ genannt. Suche die Plückerachea Zahlen der Katakaustika, wenn 
c„ gegebene Plüökersahe Zahlen hat. Welche optische Bedeutung werden 
die Anzahlen der Doppeltangenten der Katakaustika haben, und wie er- 
klärt mau. ihre Wendetangenten? 

6. Welche Werte von ß, ß,' ß" entsprecheo [176] den einem Kegel- 
schnitt auferlegten Bedingungen, eine gegebene, allgemeine Kurve «.'" 
Ordnung in einem Punkte zu berühren und in einem anderen recht- 
winklig zu schneiden? 

7. Suche die Anzahl der gleichseitigen Hyperbeln, die mit einer 
gegebenen Kurve (mit Flücketscheu Singularitäten) Berührung vierter 
Ordnung haben. 

8. Suche die Anzahl der Kegelschnitte, die ein gegebenes Polar- 
dreieck haben und einen gegebenen Kegelschnitt in zwei Punkten be- 
rühren. 

9. Suche die Anzahl der Kegelschnitte, die die Seiten eines ge- 
gebenen Sechsecks in demselben Verhältnis teilen. 



c) Systeme tob Pläclien. 

[179] MnltiplikatiTe Zasammensetzung:. Die Aufgaben über 
die Bestimmung von Kurven, z. B. Kegelschnitten, im Räume oder von 
Flächen lassen sieh teilweise dadurch lösen, daß man sie auf die Auf- 
gaben zurückführt, die Kurven in einer Ebene betreffen, so z. B. durch 
die Bestimmung der Projektionen der gesuchten Kurven oder der schein- 
baren Kontur der gesuchten Fläche, oder die der Schnittkurve der zu 
einer Raumkurve gehörigen Tange ntenÜäehe oder der gesuchten Hache. 
Teilweise lassen sich jene Aufgaben auch mehr direkt durch dieselben 
Methoden erledigen, die wir zur Bestimmung der Kurven in einer Ebene 
benutzt haben. Der Jonquieressche Satz, der durch den Cayley-Brülschen 
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Korrespondenzsatz bewiesen wird, muß z. B. aucli für die SchDÜtpunkte 
einer Raumkurre mit Fliiehen im Eaum gelten [138] und zur Be- 
stimmung von Flächen, die mit einer gegebenen Ranmkurve Berührungen 
von gegebener Ordnung haben sollen, benutzt werden können. Die Er- 
höhung der Zahl der Dimeasionen wird aber auch die Anzahl und den 
Umfang der sich hier darbietenden Aufgaben erweitern. Hier, wo wir 
nur die Metboden der abzählenden Geometrie lehren sollen, müssen 
wir uns auf solche Erörterungen und Beispiele beschränken, die zeigen 
werden, wie es in der Tat möglich ist, das so eröffnete größere Feld zu 
beherrschen. Der Übergang zu diesem Gebiet wird es auch verständlich 
machen, wie man weiter von hier aus zu Gebilden von noch höherer 
Dimension übergehen kann. 

Was wir in [160] von der Übertragung der Bestimmung eines 
Punktes in einem mehrdimensionalen Raum auf die einer ebenen Kurve 
gesagt haben, wird auch von der Übertragung auf die Bestimmung anderer 
Gebilde gelten, die eindeutig durch gewisse Parameter bestimmt werden, 
also auf die Bestimmung einer Fläche gegebener Ordnung m, beziehungs- 
weise gegebener Klasse »»", Halten wir uns an den ei'sten dieser sich 
dualistisch entsprechenden Fälle, so geben die 

Verhältnisse der Koeffizienten der Gleichung, die die FBche in Punkt- 
koordinaten darstellt, solche Parameter ab. Ist nun r = »-, -[-»"aH »'^jUnd 

unterwirft man die Fläche gleichzeitig einer rj -fachen, einer »"j-f ach en, . . . 
einer fj-faehen Bedingung, die eich alle durch Punktkoordinaten 
vollständig ausdrücken lassen, und die je mit nur linearen Be- 
dingungen verbunden (z.B. denen durch r — rj, r — r^ ... r — r, 
Punkte zu gehen) beziehungsweise k^, «g, . . . «, Flächen liefern würden, 
so wird es ß^, «j, ... ß, — oder unendlich viele — solche Flächen geben. 
Es kann aber geschehen, daß die abgezählten, durch Punktkoordinateu 
ausgedrückten Lösungen verschiedenartig sind. Um die zu finden, die 
man eigentlich sucht, muß man also die fremdartigen ausscheiden, und 
wenn letztere in unendlicher Anzahl vorkommen, so wird die gefundene 
Zahl bedeutungslos. Letzteres kann aber, wenigstens wenn die zuletzt 
einzuführenden Bedingungen einfach sind, wie in [161] dadurch ver- 
mieden werden, daß man bei der sukzessiven Einführung sogleich die 
zuerst auftretenden un eigentlichen Lösungen ausscheidet, so daß die 
folgende Bedingung wieder durch Multiplikation eingeführt werden 
kann, ohne daß man zu Aufgaben gelangt, die in der Tat unendlich 
viele Lösungen haben; in dieser Weise kann man fortfahren. 

Das einfachste Beispiel zu diesen Bemerkungen wird die Bestim- 
mimg einer Fläche liefern, die durch r^ Punkte gehen, r^ Geraden und 
j's Ebenen berühren soll, wo r.^ -\- r^ -\- r^ ■^ r ist. Die ersten r^ Be- 
dingungen sind linear. Um die übrigen in Ponktkoordinaten aus- 
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zudrücken, muß man sie folgendermaßen umschreiben : die Fläche soU 
rj Gerade je in zwei zusammenfalleudeii Punkten und r^ Ebenen je in 
Kurven mit einem Doppelpunkt schneiden. Ein Büschel von Flächen 
jk'" Ordnung enthält 2(m — 1) Flächen, die eine Gerade in zwei zu- 
sammenfallenden Punkten schneidet; er schneidet eine Ebene in einem 
Büschel von Kurven m'" Ordnung und unter diesen haben nach [35] 1 
3(ni — 1)'' einen Doppelpunkt. Die Anzahl der gesuchten Flächen wird 
also (_2{m — !))'■« (3 (m — IfY' oder unendlich sein. Letzteres wird ein- 
treten, wenn r^<.\m(m — l)(m -\- 1) + 2 ist, weil man dam durch 
die j*! gegebenen Punkte unendlich viele Flächen legen kann, die ans 
einer Doppelebene und einer Fläche (m — 2)'" Ordnung bestehen ~ 
also unmittelbar die übrigen Bedingungen erfüllen, oder wenn 

»"i +^a<-6('»+ l)(m + 2)(m + 3) —3m + 2 
ist, weil es dann unendlich viele Flächen mit einer Doppelgeraden gibt, 
die die ersten Tj + r^ Bedingungen erfüllen. Eine Fläche mit einer 
Doppelgeraden in der s- Achse wird nämlich, da in ihrer Gleichung alle 
Glieder wenigstens vom zweiten Grad in Beziehung auf x und y sein 
müssen, -^-(jw + 1) (m + 2) (»m + 3) — 3)» — 2 Parameter enthalten, und 
wenn die Lage der Doppelgeraden unbestimmt ist, noch vier weitere. 
Hat fj oder r, + r^ eben den einen oder anderen hier genannten Wert, 
so gibt es eine endliche Zahl der genannten Augnahmeflächen und die 
Anzahl der hiervon herrührenden Lösungen der durch die Formel 
wirklieh gelösten punktgeometrischen Aufgabe muß man von der ge- 
fundenen Anzahl abziehen, um die Anzahl der Flächen zu erhalten, die 
eigentliche Berührungen haben. Die so gefundene Anzahl (i kann weiter 
benutzt werden zur Bestimmung der Anzahl von Flächen, die man er- 
halten wird, wenn ein gegebener Punkt mit einer Geraden oder einer 
Ebene vertauscht wird, die die Fläche berühren soll. Das durch die 
Wegnahme des gegebenen Punktes entstehende System wird dann be- 
ziehungsweise {t •2{m ~ 1) und ft - 3(m — 1)* Flächen enthalten, die 
die Gerade in zwei zusammenfaUeuden Punkten oder die Ebene in einer 
Kurve mit einem Doppelpunkt schneiden, und da das System (für unter 
sich unabhängige Lagen der gegebenen Punkte, Geraden und Ebenen 
[158]) nur eine endliche Anzahl von Ausnahmefiächen, die übrigens 
dann auch andere Gestalt annehmen können, enthält, so sind nur die 
endlichen Anzahlen von den gefundenen abzuziehen, um die Anzahl 
von Flächen zu finden, die mit der neu eingeführten Geraden oder 
Ebene eine wirkliche Berührung haben. Auf dieselbe Weise kann man 
noch einen Punkt mit einer Geraden oder einer Ebene vertauschen usw. 
Dabei wird jedoch die Bestimmung sowohl der abzuziehenden Zahlen 
als auch der Koeffizienten, mit welchen sie auftreten, rasch steigende 
Schwierigkeiten bereiten, und wir werden die Rechnungen (in [183]J 
nur für »» = 2 durchführen, wobei wir auch andere Hilfsmittel heran- 
ziehen müssen. 
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AusiialimGfläclieit derselben Natur kommen bei der Einführung 
von Berührungen mit gegebenen Kurven oder Flachen vor. Derartige 
Bestimmungen werden jedoch, wie wir in [180] sehen werden, erleichtert, 
wenn man die Aufgaben bereits für gegebene Gerade und Ebenen ge- 
löst hat. 

Bei anderen Aufgaben sind andere Ausnahm efläehen zu beachten. 
In einem System von oo' Flächen, von welchen ;* durch einen gegebenen 
Punkt gehen, gibt es z.B. Ajt — oder unendKch viele — , die eine ge- 
gebene Eaumkurve in vier Punkten schneiden, die in derselben Ebene 
liegen, und B(i — oder unendlich viele — , die eine gegebene Flache in 
einer Raumkurve schneiden, die eine vierfache Tangentialebene hat, wo 
Ä und B Ausdrücke sind, die von der gegebenen Kurve oder Fläche 
abhängen. Uneigentliche Lösungen wird man aber antreffen, wenn das 
System schon eine aus einer Ebene und einer Fläche (m — 1)"' Ord- 
nung zusammengesetzte Fläche enthält. Führt man sodann, ohne im 
voraus die uneigentlichen Lösui^en auszuschließen, noch eine neue Be- 
dingung derselben Art durch Multiplikation mit dem ihr entsprechenden 
Faktor ein, so bekommt man einen bedeutungslosen Ausdruck, weil die 
Anzahl der un eigentlichen Lösungen dann unendlich ist. 

Die Bestimmung des hier genannten Ausdrucks B würde schwierig 
sein. Die Zahl Ä läßt sich dagegen durch wiederholte Anwendung des 
Korrespondenz Satzes bestimmen. Bei ihrer Bestimmung darf man, um 
eine Multiplikation aller Glieder durch ji zu vermeiden, voraussetzen, 
daß das System ein Büschel ist Die gegebene Kurve c^, der wir keine 
singulären Punkte beilegen werden, sei von der Ordnung n und dem 
Geschlechte p. Man findet dann (ungefähr wie in [133]) die folgenden 
Resultate: Durch zwei gegebene Punkte von c„ gehen 
(»IM — l)(w — 3) — ^ 

Ebenen, die c^ in zwei anderen Punkten schneiden, welche auf derselben 
Fläche des Büschels liegen; durch einen gegebenen Punkt von c^ gehen 

I (mn - 1) (mn — 2) (» - 3) - (mn — 2)p 

Ebenen, die c„ in drei anderen Punkten schneiden, die auf derselben 
Fläche des Büschels liegen; es gibt 

|(mM — 1) {mn - 2)(mn — 3) (w - 3) - } (mn - 2) (mn - d)p 

Ebenen, die e„ in vier Schnittpunkten mit einer Fläche des Büschels 
schneiden. Letztere Zahl ist eben der gesuchte Wert von Ä. 

[180] Berührnugsanfffaben. Für die Anzahl der Flächen eines 
co'-fachen Systems, die eine gegebene Fläche (p berühren, haben wir 
schon in [29] einen allgemeinen Ausdruck aufgestellt, in welchem daa 
System nur durch drei „Charakteristiken" vertreten wird, nämlich die 
Anzahlen ji, {i und fi" der Flächen, die beziehungsweise durch einen 
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Punkt gehen, eine Gerade berühren oder eine Ebene berühren. Der Aus- 
druck ist 

(1) m"ii + m'ii' + m/i", 

wo m, m, m" die Ordnung, den Rang und die Klasse der Fläche rp be- 
zeichnen. Dieser Ausdruck ist von der Ordnung, dem Bang und der 
Klasse der Flächen des Systems unabhängig und läßt sich daher auch 
auf Fälle anwenden, in denen diese Zahlen unendlich groß sind, also 
zur Bestimmung solcher Punkte der Fläche rp, in welchen die Tangen- 
tialebenen zwei partielle Differentialgleichungen erster Ordnung be- 
friedigen. 

Für ein oo^-faches System bieten sich verschiedene Aufgaben über 
Berührungen mit einer g^ebenen Fläche ip dar, nämlich 1. die Bestim- 
mung der Kurve, längs welcher diese von Flächen des Systems berührt 
wird, sowie die dualistisch entsprechende Bestimmung, und 2. die der 
Anzahl der Flächen, die mit <p stationäre Berührung oder zwei ein- 
fache Berührungen haben. Auch diese Aufgaben kann man, wie es in 
[29] mit der Herleitung des Ausdrucks (1) geschah, durch die Betrach- 
tung des Falles lösen, in welchem <p unendlich abgeplattet ist, also 
aus m zusammenfallenden ebenen Blattern besteht, die durch die Kontur, 
die von der Ordnung m' und der Klasse m" ist, und die Bäckkehrkurve, 
wenn es eine solche gibt, miteinander verbunden sind. Die Ebene dieser 
Butter werden wir n: nennen. 

Man wird einen Ausdruck für die Ordnung der hier genannten Be- 
rührungakurve finden können, in welchem das oo^-fache System durch 
die folgenden Zahlen vertreten wird: die Ordnung v der Kurve, längs 
der eine Ebene von Flächen des Systems berührt wird, oder, was das- 
selbe ist, die Anzahl der Flächen, die eine gegebene Ebene in Punkten 
einer in ihr liegenden Geraden berühren, und die dualistisch entspre- 
chende Zahl v" oder die Anzahl der durch einen Punkt gehenden Flä- 
chen, die daselbst eine gegebene Gerade berühren. In dem genannten 
Grenzfalle wird eine Ebene q die Fläche ip in einer w-fachen Geraden 
mit m' Scheiteln und daher die gesuchte Kurve in den folgenden Punkten 
schneiden: 1. m-fach in jedem der v Punkte, in denen diese Gerade 
die ßerühmngskurve des Systems mit der Ebene jt schneidet, und 
2. v"-fach in jedem der m' Schnittpunkte derselben Geraden mit der 
Kontur. Man findet also den Ausdruck 

(2) mv + m'v". 

Die Dualität ergibt die Klasse m"v" + m'v der abwickelbaren Fläche, 

deren Tangentialebenen ip längs der hier gefundenen Kurve berühren. 

Stationäre Berührung') hat eine Fläche mit tp, wenn ihre Schnitt- 



1} Vgl. [88], wo wir jedoch nur die Singularitäten, die bei einer punkt- 
geometriBchen Daratellnng allgomein sind, erklärt haben. 
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kurve eine Spitze hat, die nicht auf eiuer etwaigen Rückkehrkurve 
TOD (p liegt. Diese Bedingung entspricht sieh selbst dualistisch, was man 
durch Betrachtung der Spur der EinhüUenden der den Flächen gemein- 
schaftlichen Tangentialebenen erkennt Um diese Dualität in der Formel 
hervortreten zu lassen, müssen wir der Fläche tp und dem System nicht 
nur solche Singularitäten beilegen, die bei einer punktgeometrischen 
Darstellung allgemein vorkommen, sondern auch die dualistisch ent- 
sprechenden. Wir nehmen daher an, daß tp eine Rückkehrkurve von der 
Ordnung c hat, während wir die Klasse der UmhüUungsfläche der sta- 
tionären Tangentialebenen c" nennen. Außer den schon genannten 
führen wir für das System noch die folgenden Bezeichnungen ein; die 
Rückkehrkurven von y Flächen des Systems gehen durch einen ge- 
gebenen Punkt, und — dualistisch entsprechend — y" Flächen haben 
Berührung zweiter Ordnung mit einer gegebenen Ebene; weiter soR / 
die — ■ zu sich selbst dualistische — Anzahl der Flächen bezeichnen, für 
welche eine gegebene Gerade Haupttangente ist. 

Betrachten wir nun wieder den GrenzfaU, in welchem ip aus m mit 
einer Ebene ir zusammenfallenden Blättern besteht, so wird eine Fläche 
des Systems auf folgende Arten Berührung zweiter Ordnung mit ihr 
haben können: 

1. Sie kann mit der Ebene 71 stationäre Berührung haben; dies 
gibt my" Losungen. 

2. Sie kann mit der Kontur der Fläche Berührung zweiter Ordnung 
haben; die Kontur ist von der Ordnung m\ von der Klasse m" und hat 
c" Wendetangenten. Setzt man die hier benutzten Bezeichnungen in 
[163] (2) ein, wo man nach einer P^MCÄ'efsehen Formel 3 n\ + e^ durch 
3 Mj -|- e'i ersetzen kann, so findet man, daß es 

m'/ + m"y -j- (3m' -j- c')v" 

solche Auflösungen gibt. 

3. und 4. Endlich ist es wenigstens denkbar (vgl. [163]), daß die 
Flächen des Systems, die .-r in den m'v Schnittpunkten der Berührungs- 
kurve mit der Kontur und in ihren cv Schnittpunkten mit der Rück- 
kehrkurve der entarteten Fläche tp berühren, auch Grenzfälle der Flär 
chen sind, die mit einer beliebigen F^che fp stationäre Berührung haben. 
Man könnte zwar direkt untersuchen, ob dies wirklich der Fall ist; 
man kann sich aber auch hiervon Überzeugen und gleichzeitig die An- 
zahlen der in diesen Grenzfällen zusammenfallenden Lösungen be- 
stimmen, wenn man in den gesuchten Ausdruck die Glieder Am'v + Bev 
einführt, wo Ä und B noch unbekannte Koeffizienten sind. Da der Aus- 
druck notwendig zu sich selbst dualistisch sein muß, so wird man so- 
gleich ersehen, daß A = ?>, B =' 1 ist. 

Da eine nähere Untersuchung des hier behandelten Grenzfalles zu 
keinen anderen Lösungen föhrt (man könnte vielleicht erwarten, daß 
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Berahrungen in den Spitzen der Kontur oder der Rüekkehrkurve oder 
in Sclinittpunkten dieser Kurven solche ergäben), erhält man für die 
Anzahl der Flächen des Systems, die mit 9? stationäre Berührung haben, 
den Ausdruck 
(3) ^ny" + m'j'' + ^"y + (3 m' + c") v" + (3 m' + c) v. 

Da die Formeln (2) und (3) von der Ordnung, dem Bang und der 
Xlasse der Flächen des Systems unabhängig sind, so gelten sie auch 
dann, wenn diese unendlich werden, d. h. wenn das Flächensystem durch 
eine algebraische partielle Differentialgleichung ersetzt wird. 

Etwas weit^ufiger ist die Bestimmung der Anzahl der Flächen 
eines oo'-facheu Systems, die zwei Berührnngen mit (f haben. 
Dabei benutzt man sowohl die in [164] (3) gefundene Formel als auch 
einen daselbst angewandten Kunstgriff. Bezeichnen wir mit (ji^), (ft^"), 
(;i"^, (/ift'), (f4'V')i (z*'^) ^^^ Anzahlen der Flächen des Systems, die be- 
ziehun^weise durch zwei Punkte gehen, durch einen Punkt gehen und 
eine Ebene berühren, zwei Ebenen berühren, durch einen Punkt gehen 
und eine Gerade berühren, eine Ebene und eine Gerade berühren, zwei 
Gerade berühren, sowie durch ß, ß', ß", die Anzahlen der Flachen, von 
welchen ein Doppelpunkt (Punkt der Doppelkurve), eine Doppeltan- 
gente oder eine doppelte Tangentialebene eine gegebene Lage hat, und 
benutzen wir im Übrigen die schon eingeführten Bezeichnungen, so 
finden wir für die genannte Zahl den folgenden Ausdruck; 

mß" ■{- m ß' + m"ß + ^m"(m" -~ 1)(m^) + ^m (m' — l}(ft'^) 

-j-^m{m- 1) (/") + mm'Cfi'V) + mm" (^/') -h m"m'(^(t) 
— I (3 m' 4- c") "" — I (3 m' + c)v. 

Die Anzahlen der Flächen eines 00*- oder 00^-fachen Systems, die 
mit einer Eaumkurve einfache Berührung, Berührung zweiter Ordnung 
oder Kwei Berührungen haben, werden, wenn wir die Kurven durch ihre 
Projektion auf eine Ebene ersetzen, unmittelbar aus den in [162] — [164] 
gefundenen folgen. 

[181] Znsammeusetznng von Bedingungen, die sich nicht 
durch Faktoren ausdrücken lassen. Die Anzahl von Flächen, die 
gleichzeitig mehreren gegebenen Bedingungen unterworfen sind, läßt 
sich, wie es mit ebenen Kurven der Fall war, durch sukzessive Ein- 
führung dieser Bedingungen finden. Jede Bedingung wird auf Flächen 
eines Systems angewandt, das durch Zahlen charakterisiert wird, die 
selbst Anzahlen von Flächen bedeuten, die neben gewissen einfachen Be- 
dingungen durch die übrigen gegebenen Bedingungen bestimmt werden. 
Diese Anzahlen müssen also im voraus bestimmt werden durch die Ein- 
führungje einer dieser Bedingungen usw. Einen übersichtlichen Ausdruck 
findet man in symbolischer Form, wenn die gesuchten Flächen außer 
den sogenannteu elementaren Bedingungen: durch gegebene Punkte zu 
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gehen und gegebene Gerade und Ebenen zu berühren, nur noch solchen 
Bedingungen unterworfen sind, die man je für sich durch Anwendung 
eines Ausdruckes von der Form 

tt(i. + an' + ß'>" 
einführen kann. Als Beispiel hierfür dient die Bedingung, eine gegebene 
Mäche zu berühren, was wir eben in [180] sahen. Die Anzahl der Flä- 
chen, die r auf diese Weise durch die Zahlen aj«jß"; «jK^Wg; -■■k^k^k" 
charakterisierte Bedingungen erfüllen, zu denen auch die elementaren 
Bedingungen (für die beziehungsweise ß = l,«'=a"=0;ß'=l,a = a"=0 
und a" ■=!, <e ^ tt —0 ist) gehören, läßt sich symbolisch durch 

(«1^ + a\(i' + ß'j>") (as,u + d^it + «g'.O ■ ■ " («rf* + "r.*^' + «"?»") 
ausdrücken, wenn man nach der Multiplikation jedes Produkt wie 
H'fi'''li"'" durch die Anzahl der Flächen ersetzt, die durch s gegebene 
Punkte gehen, s' Gerade und s" Ebenen berühren. Die Aufgabe wird 
also auf die Bestimmung letzterer Anzahlen zurückgeführt, die jedoch 
in den FäUen, in welchen sich die in [179] beschriebene multiplikative 
Methode nicht unmittelbar verwenden läßt, recht schwierig ist; läßt sieh 
diese verwenden, so wird das symbolische Produkt selbst ein gewöhn- 
liches Produkt sein, indem dann /i' ^ 2 (m — 1) ft und fi" ■" 3 (ra — l)^ft 
ist. Nut für Flächen zweiter Ordnung werden wir alle die Anzahlen der 
Flächen, die elementaren Bedingungen unterworfen sind, bestimmen. 

[182] Systeme von Flächen zweiter Ordnung; entartete 
Flächen. Unter den Flächen zweiter Ordnung treffen wir drei solche 
entartete Formen, die von acht Parametern abhängen und entweder 
durch ihre Darstellung in Punktkoordinaten oder in Ebenenkoordinateo 
oder durch eine Verbindung beider Darstellungen voHständig bestimmt 
werden. 

I. Kegelflächen. Diese Form wird eine als Punktgebilde dai^e- 
stellte Fläche annehmen, wenn man ihr einen konischen Doppelpunkt 
beilegt, was eine einfache Bedingung ist. Da die Bestimmung einer Fläche 
zweiter Ordnung von neun Parametern abhängt, so wird die einer Kegel- 
fläche von acht abhängen. Die Darstellung in Ebenenkoordinaten wird 
lediglich den Scheitel und zwar doppelt ergeben, aber sonst nichts über 
den übrigen Teil des Kegels aussagen. Die Anzahl der Kegelflächen in 
einem co^-faehen System werden wir X" nennen und in diese Anzahl 
die etwa vorkommenden Flächen von den Formen IV, V und VII mit- 
zählen. 

II. Abgeplattete Flachen. Diese Form entspricht dualistisch 
der Form I. Sie laßt sich vollständig durch eine Gleichung in Ebenen- 
koordinaten darstellen, welche die Tangentialebenen an einen Kegel- 
schnitt im Raum bestimmt. Punktgeometrisch reduziert sie sich auf die 
doppelt zu zählende Ebene, die diesen Kegelschnitt enthält. Punktgeo- 
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metrisch kann man aiso diese Entartung auch Doppelebene nennen. Die 
Anzahl der abgeplatteten Flächen in einem oo'-faehen System werden 
wir A nennen und darnnter auch Flächen von deu Formen IV, VI und 
VII einbeziehen, 

III. Zusammengesetzte Flächen. Punktgeometriach aufgefaßt 
bestehen sie aus zwei Ebenen. Diese hängen zwar nur von sechs Para- 
metern ab. Zur Tollständigen Bestimmung gehört aber noch die Be- 
stimmung der auf der Schnittlinie der Ebenen liegenden zwei Scheitel, 
welche durch die Gleichung in Ebenenkoordinaten bestimmt werden. 
Dieses Gebilde ist zu sich selbst dualistisch. Jede ihrer zwei Reihen 
von Erzeugenden besteht aus zwei Ebenenbfischeln (siehe [27] und [32]). 
Die Anzahl der zusammengesetzten Flächen in einem Sjstem nennen 
wir A', und in diese Zahl werden wir auch die etwa vorkommenden Flächen 
von den Formen V, VI und VII einbeziehen. 

Die folgenden Formen lassen sich zwar, wenn man lediglich ihre 
Darstellungen in Punkt- und Bbenenkoordinaten beachtet, als Spezial- 
fälle der vorhergehenden auffassen und hängen also dann von weniger 
als acht Parametern ab. Wie die HalphmBdhdn Kegelschnitte ([169], 
[170]und[175]) entstehen sie aber durch das gleichzeitige Verschwinden 
von zwei oder drei Parametern, Auch hier muß man also bei den Grenz- 
übergängen, auf denen die abzählenden Untersuchungen beruhen, die 
Verhältnisse der Ordnungen unendlich kleiner Werte dieser Parameter 
beachten, was unendlich viele Gattungen jeder dieser Ausartungen er- 
gibt; die Einführung einer solchen wird ein oder zwei Parameter er- 
fordern, so daß man im ganzen wieder acht Parameter erhält. 

Die verschwindenden Parameter sind dieselben, die durch ihr einzel- 
weises Verschwinden die drei ersten Ausartungen charakterisieren, näm- 
lich 1. das Quadrat u des Stückes, das die Fläche auf einer sie nicht be- 
rührenden Geraden abschneidet, 2. da.s Quadrat v des Stückes, das zwei 
Tangentialebenen au die Fläche, die durch eine die Fläche nicht berüh- 
rende Gerade gehen, auf einer anderen Geraden abschneiden, und 3. das 
Quadrat w des Stückes, das zwei Tangenten an die Flache, die einem 
Büschel angehören, dessen Ebene die Fläche nicht berührt und dessen 
Scheitel nicht auf ihr liegt, auf einer Geraden in der Ebene des Büschels 
abschaeiden (vgl. [170]). m = charakterisiert die Ausartung II, « = 
die Ausartung I und m; = die Ausartung III. 

IV. Durch u— 0, V = wird eine Ausartung charakterisiert, die 
man, wenn man zuerst ti = und sodann w =^ setzt, als einen abge- 
platteten Kegel, und wenn man zuerst v — und sodann « = setzt, 
als eine von zwei Geraden begrenzte abgeplattete Fläche bezeichnen 
muß. Der Grenzübergang kann aber auch so geschehen, daß für unend- 
lich kleine Werte von u und v der Wert v = Au" wird. Die unendlich 
vielen rationalen Werte, die v in algebraisch bestimmten Systemen von 
Flächen annehmen kann, ergeben also co' Gattungen dieser Ausartung. 
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Eine Gattung wird aber näher durch den Parameter A charakterisiert, 
und ao erklärt sich das Vorkommen dieser (was die Lage betrifft) Ton 
sieben Parametern abhängenden Ausartung in oo^-fachen Systemen von 
Flächen zweiter Ordnung, d. h. in solchen, die Yon acht beliebigen Para^ 
metern abhängen. 

V. Durch V = 0, IV == wird eine Ausartung charakterisiert, die 
man, wenn man zuerst v = setzt, als einen aus zwei Ebenen bestehenden 
Kegel bezeichnen muß, und wenn man zuerst w — setzt, als eine zu- 
sammengesetzte Fläche (III), deren Seheitel znsammenf allen. Das gleich- 
zeitige Verschwinden führt also auch hier cc'- Gattungen herbei, die je 
für sich durch einen Parameter näher charakterisiert werden. Dieser 
und die sieben, die die Lagen der Ebenen und des Scheitels bestimmen, 
machen also stets acht Parameter aus. 

VL Durch m -= 0, w = ö wird eine Ausartung charakterisiert, die 
der vorhergehenden dualistisch entspricht: eine abgeplattete Fläche, die 
von einer durch zwei Scheitel begrenzten Doppellinie begrenzt wird, oder 
eine zusammengesetzte Fläche, deren zwei Ebenen zusammenfallen. Das 
gleichzeitige Verschwinden führt aber auf co^ Gattungen, die je von 
acht Parametern abhängen. 

VII. M = 0, t) = 0, !(! = charakterisieren eine Ausartung, die man 
je nach der Reihenfolge des Verachwindeus dieser Größen als GrenzfaU. 
jeder der vorhergehenden Ausartungen betrachten kann. Die Lage dieser 
Ausartung wird durch die Lage ihrer Doppelebene, die der Schnittlinie der 
zusammenlalleuden Ebenen und die der zusammenfallenden, auf der 
Schnittlinie liegenden Scheitel bestimmt, und hängt also von sechs Pa- 
rametern ab. Geschieht das Verschwinden aber nicht sukzessiv, sondern 
gleichzeitig, so wird sie durch die Gleichungen v = Au" und w = Bu" 
charakterisiert, v und jr, die alle rationalen Werte annehmen können, 
ergeben oo^ Gattungen dieser Ausartung; A und £ sind neue Parameter, 
mittels deren sich eine solche Gattung einem cx>^-fachen System von 
Flächen zweiter Ordnung einreibt. 

Wenn wir auf die bereits erwähnte Weise die Ausartungen IV, V, 
VI und VII in die Zahlen l, X und X' einbeziehen, so kann man aus 
den Gleichungen in [161] die folgenden herleiten: 

(1) 2,a-^' = l, 

(2) 2,t"-,«'=-r, 

(3) 2 f(' — [i — ji" ^ X . 

Die Gleichungen (1) und (3) ergeben sich durch Anwendung der 
genannten, ein System von Kegelschnitten betreffenden Gleichungen auf 
die Schnittkurven der Flächen des gegebenen Systems mit einer Ebene. 
Die Charakteristiken /t. und ^ des F^chensystems werden nämlich auch 
dem System von Kegelschnitten zugehören, das übrigens l Doppelgerade 
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und k' + f" Kegelschnitte mit Doppelpunkten enthält. Das Dualitäts- 
priuzip oder die Betrachtung des Systems von Kegeln mit einem ge- 
gebenen Scheitel, die den Flächen des Systems umbesehrieben sind, oder 
der Spuren dieser Kegel in einer Ebene (Konturen der Fläclien) ergibt 
die Gleichung (2) und aufa neue die zu sich selbst dualistische Formel (3). 

Diese Herleitung der Formeln wird es auch erlauben, die Koeffi- 
zienten, mit welchen jede Äusnahmeflache in X, X oder i" mitzuzählen 
ist, aus den entsprechenden Abzahlungen der ebenen Geometrie her- 
zuleiten, 

[183] Bestimmung^ der Charakteristiken der elementaren 
Systeme von Flächen zweiter Ordnung. Fin elementares System 
Tou Flächen zweiter Ordnung besteht aus den Flächen, die durch rj ge- 
gebene Punkte gehen, j'a Gerade und j'j Ebenen berühren, wo rj-f-rj+^j^^ 8 
ist; seine Charakteristiken sind also die Anzahlen der durch neun solche 
Bedingungen bestimmten Flächen. Um die einem solchen System An- 
gehörigen Ausnahmeflächen abzuzählen bemerken wir, daß eine abge- 
plattete Fläche 2'-mal in X mitzuzählen ist, wenn ihre Ebene durch s 
der gegebenen Punkte geht, ein Kegel 2'-mal in i", wenn sein Scheitel 
auf s der gegebenen Ebenen liegt, und eine zusammengesetzte Fläche 
2'-mal in }.', wenn die Schnittlinie der zwei Ebenen (Verbin dun gagerade 
der Scheitel) s gegebene Gerade trifft. Dies kann man aus den Abzah- 
lungen in [172] folgern. Läßt man näralich die Ebene, dessen Schnitte 
zum Beweise der Formeln [182] (1) und (3) benutzt werden, durch einen 
der gegebenen Punkte oder durch eine der gegebenen Geraden gehen, 
so ersieht man daraus, daß ein solcher Punkt oder eine solche Gerade 
die hier genannte Verdoppelung der Koeffizienten in A oder X' verursacht. 

Wenn man diese Regeln benutzt, so kann man leicht die Werte von 
X finden, die solchen Systemen entsprechen, für welche wenigstens drei 
Punkte gegeben sind, und damit die dualistisch entsprechenden Werte 
von A", weiter alle Werte von t. Da wir noch die Anzahl 1 der durch 
neun gegebene Punkte gehenden Flächen kennen, und da die meisten 
anderen Anzahlen der durch neun elementare Bedingungen bestimmten 
Flächen Charakteristiken von zwei bis drei Systemen sind und auch den 
dualistisch entsprechenden gleich sein müssen, so besitzen wir mehr als 
hinreichende Mittel zur Bestimmung aller dieser Charakteristiken nebst 
den noch fehlenden Bestimmungen der solchen Systemen zugehörigen 
Werte von X und A". Untersucht man die Systeme auf nachstehender 
Tafel von links nach rechts, so kann man jedesmal die Zahlen in Kursiv- 
schrift (oder drei von ihnen) als bekannt betrachten und die übrigen 
mittels der Gleichungen [182] (1), (2), (3) herleiten. In den Überschriften 
bezeichnen wir durch drei Zahlen r^t^r^ das System von Flächen zweiter 
Ordnung, die durch r^ gegebene Punkte gehen und r^ Gerade und r^ 
Ebenen berühren. Darunter sehreiben wir die zu ihm gehörigen Werte 
von X, X, X", \i, fi', (i". 
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Die noch fehlenden Systeme entsprechen daalistiacli den hier be- 
trachteten. Ihre Benennungen sind unter die Kolumnen gesehriehen und 
rechts ist angegeben, welche Bedeutung die darüber geschriebenen Zahlen 
in Beziehung auf diese Systeme haben. 

Diese Tafel enthält noch die Anzahlen der Kegehchnitte im Raum, 
die durch die Bedingungen bestimmt sind: in Ebenen zu liegen, die 
durch r^ gegebene Punkte geben, r^ Gerade zn schneiden und r^ Ebenen 
zu berühren, wo rj + r^ + Tg = 8 ist, Diese Anzahlen werden nämlich für 
jedes System -^ sein. Ebenso wird -5^ die Anzahl der Eegel sein, die 
durch rj gegebene Punkte gehen, r^ Gerade berühren und ihre Scheitel 
auf i-j Ebenen haben. 

[184] Einführung neuer Bedingungen. Die Formeln [182] 
(1), (2), (3) lassen eich auch zur Bestimmung anderer Charakteristiken 
als der der elementaren Systeme anwenden. Die hierzu nötige Bestim- 
mung der Zahlen X und l" wird jedoch oft Schwierigkeiten verursachen; 
allein diese lassen sich in vielen Fällen in derselben Weise, wie bei 
mehreren der elementaren Systeme, umgeben. 

Die Charakteristiken der elementaren Systeme bilden aber den Aus- 
gangspunkt für jene Bestimmung durch sukzessive Einführung der Be- 
dingungen, die hier, mit einer ganz bestimmten Ausnahme, durch An- 
wendung der Formel aft + «'(i' + "Vi ^'^^ auf die in [181] beschrie- 
bene Weise geschehen kann. Die Ausnahme tritt dann ein, wenn das ge- 
gebene System Ausartungen von der Form IV, V, VI, VJI ent- 
hält, und wenn diese zwar in Beziehung auf die Lage, aber nicht auf 
die in [182] genannten infinitesimalen Grenzübergänge die einzuführende 
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neue Bedingung erfüllen. Gibt es solche Ausnalimeflächeu, so muß man 
(wie im analogen Falle bei Kegelschnitten in einer Ebene [169]) ihren 
Einfluß einer besonderen Untersuchung unterziehen. Hier werden wir 
aber voraussetzen, daß solche Ausnahmeflächen im betrachteten 
Sjstem nicht vorkommen, und dann die Richtigkeit der Formel 
ßfi -f a'ii + «"fi" beweisen. 

Wenn das System nur solche Flächen enthält, die durch ihre Glei- 
chungen in Punktkoordinaten vollständig bestimmt werden, so wird es 
/5/rFIä.chen enthalten, die eine neue Bedingung erfüllen, wo ß die 
Anzahl der Flächen eines Büschels bezeichnet, die die Bedingung er- 
füllen. Um einen Ausgangspunkt für die Modifikationen zu haben, die 
etwa vorkommende abgeplattete oder zusammengesetzte Flächen (II 
und III) veranlassen, werden wir zur Aufstellung dieses schon [179] 
bekannten Resultates eine Erweiterung des Verfahrens anwenden, das 
wir in [168] auf Kegelschnitte in einer Ebene anwandten. Wir benutzen 
dabei eine feste Fläche zweiter Ordnung i/^j. Die Flächen eines durch 
02 und eine willkürliche Fläche des Systems fp^ bestimmten Büschels, 
die die neu einzuführende Bedingung erfüllen, nennen wir tp'^. Eine 
willkürliche Gerade g wird dann entsprechende Flächen fp^ und rp'^ in 
entsprechenden Punkten schneiden, die, außer den in die Schnittpunkte 
mit Tji^ fallenden, 2(?ft Koinzidenzen haben; diese bestimmen j3/i koinzi- 
diereude Flächen. Diese sind eben die gesuchten, insofern sie sieh wirk- 
lich punktgeometrisch bestimmen lassen. Dies wird aber fürs erste mit 
den k' zusammengesetzten Flächen tp^ nicht der Fall sein: mit einer 
solchen kann punktgeometrisch eine Anzahl «" von Flächen fp'^ zusam- 
menfallen, deren Scheitel (wie in [168]) einer gegebenen Involution 
angehören und im übrigen durch die neue Bedingung bestimmt werden. 
Weiter sind die A abgeplatteten Flächen tp^ aaszunehmen: mit diesen 
kann punktgeometriseh eine Anzahl y von Flächen y'^ zusammenfallen, 
deren Kegelschnitte je einem durch <p^ und den Schnitt von i^g be- 
stimmten Büschel angehören und im übrigen durch die neue Bedingung 
bestimmt werden. Indem sich Einzelheiten der Abzahlung ganz wie in 
[168] begründen lassen, findet man durch Benutzung der Formeln [182] 
(2) und (3), daß das System 

,3fi _ «'T -yl^iß^a"- 2y)(t + {y ~ 2«")/^' + «V 
Flächen enthält, die die neue Bedingung erfülle]]. Setzen wir hier 
ß -\- a" -~2y =^ tc und y — 2«" = a, 

so bekommt der Ausdruck die Form «fi -f a'fi + a'^i". 

Da die bei der Bestimmung von «" benutzte Involution eine belie- 
bige ist, so kann man auch sagen, daß a" die Anzahl der zusammen- 
gesetzten Flächen ist, deren zwei Ebenen nebst dem einen 
Scheitel gegeben sind, während der andere Scheitel durch die 
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gegebene Bedingung bestimmt wird. Aus dem Dualitätaprinzip 
folgt sodann, daß a die Anzabl solcher Flächen ist, deren zwei 
Scheitel nebst der einen Ebene gegeben sind, während die 
andere durch die gegebene Bedingung bestimmt wird. Diese 
Bedeutung der Zahlen a" und a wird auch aus der Anwendung der ge- 
fundenen Formel auf Systeme Ton zusammengesetzten Flächen herror- 
gehen, zu deren yoUständigen Bestimmung nur die Lage eines Scheitels 
auf einer bekannten Geraden oder einer durch eine bekannte Gerade 
gehenden Ebene fehlt. Die Charakteristiken dieser Systeme sind näm- 
lich beziehungsweise 

ft =:/(.' = 0, jit" =: 1 und ft = 1, fi' = fi." ^ 0. 

In ähnlicher Weise wird die vorhin genannte Bedeutung der Zahl 
y aus der Betrachtung eines Systems von abgeplatteten Flächen hervor- 
gehen, deren Kegelschnitte einen Büschel in einer gegebenen Ebene 
bilden. Die Charakteristiken eines solchen Systems sind nämlich ft=0, 
^'=1, ,(t"=2. Also ist 

y = a-\- 2a" 
die Anzahl der abgeplatteten Flächen, deren Kegelschnitte 
einem gegebenen Büschel angehören, und die die neue Be- 
dingung erfüllen. Man könnte zur Bestimmung von a auch die dua- 
listisch entsprechende Zahl /'= a -\- 2 k benutzen. 

Beispiele. 1. Wenden wir diese Bedeutung von «, a" und y zu 
einer neuen Herleitung der Anzahl der Flächen an, die eine gegebene 
Fläche von der Ordnung m, dem Rang m' und der Klasse m" berühren. 
Man sieht dann unmittelbar, daß a = m", a" = m ist, und, da es in 
einem Büschel von Kegelschnitten in einer Ebene m' -\- 2m gibt, die 
einen gegebenen Schnitt der Fläche berühren, hat «'-f- 2 «"diesen Wert, 
und a wird gleich m' sein. 

2. Wenden wir dieselbe Methode an, um die Anzahl von Flächen 
eines Systems zu bestimmen, die je einen Strahl einer gegebenen Kon- 
gruenz von der Ordnung n und der Klasse n' als Erzeugende enthält, 
so finden wir a = 2«, a" = 2n, und da ein Büschel von Kegelschnitten 
zwei enthält, die eine Gerade berühren, die als Erzeugende beider 
Scharen der von einem solchen Kegelschnitt begrenzten abgeplatteten 
Fläche zu zählen ist, so wird u -\- 2a" = 4k', also a' = 0. Da die Er- 
zeugenden eines Systems von Flächen zweiter Ordnung mit den Cha- 
rakteristiken fi, fi, fi" eine Kongruenz von der Ordnung 2 ji und der 
Klasse 2(i" bilden, könnte man dasselbe Resultat aus dem Malphen&*ih.aa. 
Satz über Kongruenzen herleiten [144], 

3. Aus der Bedeutung der Zahlen a, a, a" folgt unmittelbar, daß 
es in einem System von Flächen zweiter Ordnung ;i gibt, in Beziehung 
auf welche zwei Punkte, und fi", in Beziehung auf welche zwei Ebenen 
konjugiert sind. Betrachtet man sodann die Bedingung, daß der Strahl, 
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der in Beziehung auf eine Fläche zu einer gegebenen Geraden konju- 
giert ist, einem Komplex erster Ordnung angehört, 30 läßt sich diese 
Bedingung überhaupt nicht von einer zusammengesetzten Fläche mit 
beliebig gegebener Doppelgeraden erfüllen. Daher ist ß = a" = 0. Da- 
gegen enthält ein ebener Büschel von Kegelschnitten einen solchen, in 
Beziehung auf welchen die Spur der gegebenen G-eraden und der feste 
Punkt der in der Ebene liegenden Geraden des Komplexes konjugiert 
sind. Daher wird a'= a'-\- 2k"= 1, Also werden (t' Flächen des Sys- 
tems die Bedingung erfüllen. Dies kann man auch so ausdrücken: der 
Ort der Geraden, die in Beziehung auf ein System von Flächen zweiter 
Ordnung zu einer gegebenen konjugiert sind, ist eine Flache von der 
Ordnung jt' (siehe 17). 

Nicht nur die hier genannten und benutzten entarteten Systeme 
können zur Bestimmung der Koeffizienten k, et, a" dienen; vielmehr 
kann man immer, wenn man die Anzahlen der Flächen dreier Systeme 
mit bekannten Charakteristiken (und ohne die Singularitäten IV bis 
VII), die eine Bedingung erfüUen, gefunden hat, hieraus die ihr zu- 
gehörigen Werte von a, a, a" herleiten. Auch läßt sich oft der einer 
gegebenen Bedingung entsprechende Ausdruck a/i + afi + a'fi" durch 
die Korrespondenz sä tze finden, und in derselben Weise kann man auch 
oft einen ähnlichen Ausdruck für Systeme von Flächen höherer Ord- 
nung herleiten. 

[186] Übungfen. 1. Die Punkte P^ einer Raumkurve von der 
Ordnung n^ sind auf die Tangentialebenen einer abwickelbaren Flache 
von der Klasse n'^ so bezogen, daß jedem Punkt P^ Oj Ebenen ar^ und 
jeder Ebene jt^ a^ Punkte P, entsprechen. Wie viele Flächen enthält 
ein System von Flächen von der Ordnung m, dem Rang m' und der 
Klasse m" mit den Charakteristiken ji, (i', ^", die durch einen Punkt Pj 
gehen und eine entsprechende Ebene % bei-ühren? Wie läßt sieh dieses 
Resultat im Falle m = 2 aus der in [184] benutzten Bestimmung von 
tc, k', k" herleiten? Wenn im Falle m = 2 der Punkt P^ immer auf 
der entsprechenden Ebene n^ liegt, wird das Resultat in dem in [184] 2 
gefundenen inbegriffen sein. 

2. Die Anzahlen der Flächen zweiter Ordnung zu finden, die einen 
gegebenen Kegelschnitt enthalten, {z. B. der Kugeln), und die noch vier 
elementaren Bedingungen unterworfen sind. 

3. Die Anzahlen der Flächen zweiter Ordnung zu finden, die zwei 
oder eine gegebene Erzeugende enthalten und sonst elementaren Be- 
dingungen unterworfen sind, 

4. Für die Systeme von 00^ Flächen zweiter Ordnung, die sieben 
elementare Bedingungen erfüllen, sucht man die Orter der Scheitel der 
im System enthaltenen Kegel, und der Scheitel der zusammengesetzten 
Fachen, sowie den Ort der Verbindungslinien dieser Seheitel. 
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5. Wie viele Flächen zweiter Ordnung gibt es, in Beziehung auf 
die zwei gegebene Gerade konjugiert sind und die drei andere ge- 
gebene Gerade und zwei gegebene Flächen berühren? 

6) Bestimmnng von Korrelationen/) 

[186] Korrelationen ebener Q-ebilde. Eine von Mirst gegebene 
Verallgemeinerung der Lehre von Systemen von Kegelschnitten knüpft 
sich an v. Staudts Definition eines aolchen durch ein beliebiges Polar- 
system an: die einander entsprechenden Punkte und Geraden eines 
Polarsjstems sind Pole und Polare in Beziehung auf den dadurch be- 
etimmten Kegelschnitt, dessen Punkte und Tangenten die aufeinander- 
liegenden, entsprechenden Punkte und Geraden sind. Die Verallgemei- 
nerung besteht darin, daß man statt eines Polarsystems, das aus zwei 
involutorischen, korrelativen oder sich dualistisch entsprechenden Fi- 
guren in derselben Ebene gebildet wird, solche korrelative Figuren be- 
trachtet, die keine besondere Lage in Beziehung zueinander einnehmen: 
die Punkte und Geraden einer Ebene entsprechen dann projektiv den 
Geraden und den Punkten einer anderen Ebene, wie man sich auch dann, 
wenn die beiden Ebenen ineinander liegen, ausdrücken kann. Die einem 
Kegelschnitt oder seinem Polarsystem auferlegte Bedingung, zwei ge- 
gebene Punkte sollen in Beziehung auf ihn konjugiert sein — eine Be- 
dingung, die ja selbst eine Verallgemeinerung der Bedingung ist, daß 
der Kegelschnitt durch einen gegebenen Punkt gehen soH [171] 1 — wird 
jetzt für die allgemeine Korrelation durch die Bedingung ersetzt, daß 
zwei gegebene Punkte je auf der dem andern entsprechenden 
Geraden liegen. Auf dualistisch entsprechende Weise wird man zur 
Aufstellung der Bedingung geführt, daß zwei gegebene Gerade je 
durch den der anderen entsprechenden Punkt gehen. Diese 
Bedingungen werden wir elementar nennen und als (1) und (1') be- 
zeichnen. 

Zur Bestimmung einer Korrelation ist eine Gesamtzahl von acht 
einfachen Bedingungen nötig, z. B. die vier doppelten, daß die vier Ge- 
raden der einenEbene, die den vier beliebig gegebenen Punkten der anderen 
entsprechen, gegebene Lage haben sollen. Sieben einzelne Bedingungen 
geben also ein System von oo' Korrelationen. Die Anzahlen der Korre- 
lationen des Systems, die eine Bedingung (1) oder (1) eifüUen, nennen 
wir die Charakteristiken des Systems und bezeichnen sie beziehungs- 

1) Eine a iBfuhrlichere Behacdlung ündet sioii in h, Sturme Die Lehre von 
den geometiiachea Verwandtschaften II und III Leipzig (ISOB— 1909). Daher 
gehen wir hier nur die Hauptzuge der HitiU hea Abzahlungsmethode, ohne auf 
ihre Inwendungen naher einzugehen — Zur Eini b mg dpr Methode kann man 
tie Tollftandige Herleit ing der am Sollu^'ue kurz angegelpneu Eesuitate be- 
liutzen 
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weise durch ji und ji'. Man kann auch sagen, daß jt die Klasse der 
Kurye ist, die die einem gegebenen Punkt io den verschiedenen Korre- 
lationen entsprechenden Geraden berührt, (i' die Ordnung des Ortes der 
einer gegebenen Geraden entsprechenden Punkte. 

Statt der gewöhnlichen Ausartungen eines Systems von Kegel- 
schnitten treffen wir in den oo^-fachen Systemen von Korrelationen 
die folgenden, auf welche man durch die bereits angegebene VeraU- 
gemeinerung geführt wird: 

I. Wenn drei Punkte Ä^, B^, C, auf einer Geraden t?i in der einen 
Ebene drei Geraden a^, b^, (^ in der andern, die nicht durch denselben 
Punkt gehen, entsprechen aollen, so wird der der Geraden d^ ent- 
sprechende Punkt ganz unbestimmt, also ein beliebiger Punkt der anderen 
Ebene sein. Den Punkten der Geraden 
«g wird also im allgemeinen die Gerade 
d^ entsprechen; nur erfordert die projek- 
tive Beziehung des Büschels (j4j) zu der 
entsprechenden Reihe von Punkten der Ge- 
raden «j, daß es in diesem Grenzfall einen 
Punkt auf a^ gibt, dem alle Strahlen 
des Büschels (A^) entsprechen. Da jede 
Gerade der Ebene ^t, einen solchen Punkt 
enthält, wird der Ort dieser Punkte eine *'^ ^*' 

Gerade d^ sein, die auch allen Punkten der Ebene rc^ entsprechen wird. 
Dem Punkt jIj der Geraden d^ werden auch alle Gerade des durch a^ 
und (?j bestimmten Büschels entsprechen. Die so verbundenen Punkte 
der Geraden rf^ und d^ müssen auf einander projektiv bezogen sein. 
Die Lage der Geraden d^ und rf^ und diese Projektivität erfordern im 
ganzen sieben Bedingungen. Die hier beschriebene Art von Korrelation 
wird im allgemeinen in einem System von oo^ Koi"relationen vorkom- 
men können; ihre Anzahl, die wir mit X bezeichnen, kann jedoch nuU 
werden. 

I'. Das Dualitätsprinzip liefert eine Ausartung, in welcher alle 
Geraden der einen oder anderen Ebene zwei Punkten D^ und D^ ent- 
sprechen, während nur jeder durch einen dieser Punkte z. B. 7)j gehenden 
Geraden alle Punkte einer durch D^ gehenden Geraden entsprechen. 
Wir nennen die Anzahl der in einem oo^-fachen System vorkommenden 
Ausartungen dieser Art X'. 

Es sei nun ein oo'-faches System von Korrelationen gegeben; wir 
betrachten die Korrespondenz zwischen den Punkten Mund M' (Fig. 38), 
in welchen die Geraden a^ und h^ der zweiten Ebene, die in einer der Kor- 
relationen den festen Punkten A^ und .B^ der ersteren entsprechen, eine 
Gerade Cj treffen. Dann werden jt Punkte M' dem Punkte M ent- 
sprechen und umgekehrt. Die 2fi Koinzidenzen finden statt: 1. in den 
IL Punkten der Geraden c^, die in Korrelationen des Systems der Geraden 
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Aj^B^ entspreebeiij 2, in den l Schnittpunkten der Geraden c^ mit den 
singulären Geraden d^ der Ausartungen I. Also ist 

A = 2.<i — n', 
und duaÜBtisch entsprechend 

X'^2{i'-ii. 

Man kann daher, ganz wie hei einem System von Kegelschnitten, die 
Charakteristiken [i und fi' eines oo^-fachen Systems von Korrelationen 
durch Abzahlung seiner Ausartungen erhalten. 

Um die Ausartungen eines sieben elementaren Bedingungen unter- 
worfenen Systems zu finden, ist zu bemerken, daß, wenn eine Bedingung 
von der Form (1) gegeben ist und also zwei Punkte A^ nnd A^ der 
zwei Ebenen in Beziehung auf alle Korrelationen dea Systems so mit 
einander verbunden sind, daß die A^ entsprechende Gerade durch A^ 
geht und umgekehrt, so muß für jede Ausartung I entweder die sin- 
gulare Gerade d, durch A^ oder die singulare Gerade d^ durch J^ 
gehen. Das dualistisch Entsprechende gilt für die Ausartung I'. Da- 
durch findet mau leicht die Ausartungen und sodann die Charakteristiken 
der durch solche Bedingungen bestimmten Systeme. Bezeichnen wir 
mit r und r', wo r -|- r' = 8 ist, die Anzahlen der Bedingungen (1) und 
(1'), denen eine Korrelation unterworfen ist, und mit (rr') die Anzahl 
der dadurch bestimmten Korrelationen, so wird (rr') = (r'r), und man 
findet durch Anwendung der beschriebenen Methode: 

(80) = 1, (71) = 2, (62) = 4, (53) = 8, (44) = 10. 

Sind zwei Bedingungen durch die zweifache Bedingung ersetzt, daß 
einem Punkt A^ eine Gerade a^ entsprechen soll, so gestaltet sich die 
Bestimmung noch einfacher. 

[187] Bänmliche Korrelationen. Eine Verallgemeinerung der 
Bestimmung von Flächen zweiter Ordnung führt auf die Bestimmung 
räumlicher Korrelationen. In einer solchen entspricht jedem Punkt eines 
Raumes eine Ebene eines anderen und umgekehrt. Jeder Geraden, die 
man in einem Kaum als Ort ihrer Punkte betrachtet, entspricht im 
anderen eine Gerade, durch welche die entsprechenden Ebenen gehen. 
Die Punkte der ersten Geraden sind zu den Ebenen des entsprechenden 
Büschels projektiv. 

Die Bestimmung einer räumlichen Korrelation hängt von 15 Be- 
dingungen ab; die Lagen der fünf Ebenen, die fünf beliebig gegebenen 
Punkten entsprechen, geben z. B. fünf dreifache Bedingungen ab. 14 
einzelne Bedingungen bestimmen ein oo^-facbes System von Korre- 
lationen, das durch die folgenden drei Zahlen charakterisiert wird: die 
Anzahl [i der Korrelationen, in welchen die einem gegebenen Punkt des 
einen Baumes entsprechende Ebene des anderen durch einen gegebenen 
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Punkt geht; die Änzalii ft" der Korrelationen, in welchen der einer ge- 
gebenen Ebene des einen Raumes entsprechende Punkt des anderen in 
einer gegebenen Ebene liegt; die Anzahl jit' der einer gegebenen Geraden 
des einen Raumes entsprechenden Geraden des anderen, die einem ge- 
gebenen linearen Komplex angehören, z.B. eine gegebene Gerade schneiden 
(Tgl. [184] 3). 

Die in einem cxi^-fachen System allgemein vorkommenden Aus- 
artungen sind die folgenden: 

I. X Korrelationen, in welchen allen Punkten des einen oder des 
anderen Raumes feste Ebenen d^ beziehungsweise d^ entsprechen. Nur 
jedem Punkte Pj der Ebene d^ entsprechen alle Ebenen des durch eine 
ihm, zugeordnete Gerade jig von d^ gehenden Büschels, und jedem Punkte 
Q^ der Ebene d^ alle Ebenen des durch eine ihm zugeordnete Gerade g^ 
von Ö^ gehenden Büschels. Die Punkte P^ und die Geraden q, der Ebene 
dj sind dann korrelativ auf die Geraden p^ und die Punkte Q„ der Ebene d^ 
bezogen. 

I". A" Korrelationen, die die dualistisch entsprechenden Eigen- 
schaften haben, 

IL X' Korrelationen, in welchen jedem Punkt des einen oder anderen 
Raumes eine Ebene entspricht, die durch eine feste Gerade ä^ be- 
ziehungsweise d^ geht. Nnr den Punkten P, von rfj werden alle Ebenen 
des durch einen Punkt P^ von d^ gehenden Büschels entsprechen, und 
dem Punkt Pj alle Ebenen, die durch Pj gehen; die Punktreihen P^ 
und Pj sind projektiv aufeinander bezogen. Ebenso entsprechen einer 
Ebene ^^ dnreh t^^ alle Punkte einer Ebene jt^ durch rfj, und der Ebene 
jEg alle Punkte von --ti, und die Büschel der Ebenen ;ti und % sind pro- 
jektiv aufeinander bezogen. 

In einer räumlieben Korrelation wird eine Ebene im ersten Räume 
zu einem Bündel im anderen und also zu einem beliebigen ebenen 
Schnitte dieses Bündels im planime Irischen Sinne [186] korrelativ sein. 
Hat man ein oo^-faches System von räumlichen Korrelationen, so be- 
kommt man auf diese Weise ein oo^-faches System von ebenen Korre- 
lationen, auf welches man die in [186] gefundenen Formeln anwenden 
kann. Dadurch und durch Anwendung des Dualitätsprinzips findet man 
für ein System von räumlichen Korrelationen die folgenden drei Formeln : 



2ii"-~ n' = r 

2,«'— fi ~ n" ^ l'. 
Damit ist auch hier die Bestimmung der Charakteristiken : 
Zählung der Ausartungen zurückgeführt. 
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Sechstes Kapitel. 

Schuberts symbolisclier Kalkül/) 

[188] Symbolische Multiplikatloii. Die Formel in [165] 
(«iP + ßi>')(ßäf* + ^sf^'){(^s(^ + «>')(ß4/i + alft')(a5/* + «5/) 
mittels welciier man die Anzahl der Kegelschnitte, die fünf duroh 
a^, a[; Oj, aj; «,, «ä; tc^, ß^; a^, u'^ charakterisierte Bedingungen erfüllen, 
symholisch durch ein Produkt ausdrückt, ist ein erstes Beispiel einer 
symbolischen Aus drucks weise, die allgemein auf solche Fälle anwendbar 
ist, in welchen ein geometrisches Gebilde durch verschiedene, unter sich 
unabhängige, einfache oder mehrfache Bedingungen zu bestimmen ist. 
Ein Faktor «jji + k^\i dieses Produlcta bezeichnet erst nur die Anzahl 
der Kegelschnitte, die bereits vier nicht genannte Bedingungen erfüllen 
und noch die Bedingung («^, a^) erfüllen sollen. Er ist die Summe zweier 
Glieder. Will man auch die vier willkürlich gelassenen Bedingungen 
oder einige derselben ausdrücklich angeben, so ist ihr Symbol B jedem 
Glied für sich hinzuzufügen. Diese liinzufügung läßt sich eben wegen 
des distributiven Multiplikationsgesetzes symbolisch durch eine Multi- 
plikation ausdrücken, umso mehr als die Reihenfolge der Einführung 
der unter sich unabhängigen Bedingungen willkürlich ist, so daß auch 
mit dem kommutativen Multiplikationsgesetz Übereinstimmung be- 
steht. Im Gliede «ft bezeichnet ft die Anzahl der Kegelschnitte, die 
durch einen willkürlichen Punkt gehen und noch die vier ungenannten 
Bedingungen erfüllen. Durch Multiplikation von /t (oder /*') mit dem 
Symbole B erhält man die Bezeichnung (iB (oder (i'B) der Anzahl der 
Kegelschnitte, die durch einen Punkt gehen (oder eine Gerade berühren) 
und 3 erfüllen, und, wenn B nur eine r-faehe Bedingung bedeutet, wo 
r < 4 ist, noch 4 — r ungenannte Bedingungen erfüllen. Nun hat das 
Symbol für die Bedingung (0^, kJ) die nämliche Form und die sym- 
bolische Multiplikation ergibt 

Kegelschnitte, die die genannten zwei und noch drei ungenannte Be- 
dingungen erfüllen. Die Zahlen \^, jiji und ^'* müssen wegen ihrer 
Bildung durch Multiplikation der Symbole p und ft', deren Bedeutung 
schon bekannt ist, die Anzahlen der Kegelschnitte darstellen, die gleich- 
zeitig zwei durch diese Symbole dargestellte Bedingungen erfüllen, 

1) Die Darstellung schließt aich hauptsäcblioli an Sckuberia Kalkül der ab- 
zäMoDden Geometrie an. Ihr entlehnen wir auch einige Beispiele. 
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Diesem Symbol zweier unter sich unabhängiger Bedingungen, oder dem 
entspreehenden Symbol einer zweifachen Bedingung [176] 

kann man neue Faktoren beifügen, die die vorläufig ungenannten Be- 
dingungen darstellen. Wenn diese alle eingeführt sind, hat man einen 
homogenen Ausdruck fünften Grades in n und ja', wo die Koeffizienten 
wirkliche Zahlen sind, die von den gegebenen Bedingungen abhängen, 
während ^''ft'' die Anzahl der Kegelschnitte ist, die durch r Punkte 
gehen und s Gerade berühren. 

Wir haben hier die sukzessive Bildung eines Ausdrucks betrachtet, 
der früher nur als eine symbolische Umformung eines bereits bewiesenen, 
unmittelbaren Ausdrucks hervortrat, um dadurch zu zeigen, wie man 
auch in anderen Fällen zu verfahren hat. Die so gewonnene Formel- 
bildung kann mit den einfachsten Figuren anfangen. Geht man dann 
nach und nach weiter, so erhält man Formelsyateme, die auf die ganze 
abzählende Geometrie anwendbar sind. Wir haben bisher diese Formel- 
bildung nicht benutzt, weil sie nichts zur Überwindung der eigentlichen 
Schwierigkeiten, die von der Abzahlung zusammenfallender Lösungen 
herrühren, beiträgt, und weil ohne sie die Methoden mehr unmittelbar 
hervortreten. Sie ist aber selbst eine Methode, die dazu dient, die ge- 
wonnenen Resultate übersichÜich und dadurch für weitere Fortsehritte 
nützlich zu machen. Sie wird unentbehrlich, wenn man die verschiedenen 
Resultate, namentlich auch solche, die sich auf Räume mit einer be- 
liebigen Anzahl von Dimensionen beziehen, in allgemeinen Formeln auf- 
stellen will. Hier, wo es sich nur darum handelt, die Methode selbst 
kennen zu lernen, beschränken wir uns jedoch, wie bisher, wesentlich 
auf Bäume mit drei Dimensionen, und weisen nur gelegentlich darauf 
hin, wie man auch zu Räumen von mehr Dimensionen übergehen kann. 

[189] Symbole für die Bestimmung der Grundelemente. 
Wir müssen damit anfangen, die symbolischen Grundformeln aufeu- 
steUen, die die Bestimmung der Grundelemente, im dreidimensionalen 
Räume Punkt, Gerade und Ebene, betreffen. Dabei bedeuten, wie bei 
den Systemen von Kegelschnitten, die Symbole für die Bedingungen die 
Anzahl der Gebilde, die durch die symbolisch ausgedrückten Bedingungen 
und eine hinreichende Anzahl von ungenannten Bedingungen, die nur 
in derselben Formel dieselben sein müssen, bestimmt werden. Das 
Produkt mehrerer Symbole bedeutet die Forderung, daß gleichzeitig die 
verschiedenen Bedingungen zu erfüllen sind. Hierauf kann man die vor- 
läufig ungenannten Bedingungen durch Multiplikation in eine Formel 
einführen. 

Für einen Punkt bedeuten die Symbole p, p^, P beziehungsweise 
die Bedingungen, auf einer gegebenen Ebene, auf einer gegebenen 
Geraden zu liegen oder eine gegebene Lage zu haben. P ist also — - 1, 
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weno es sich nur «m die Bestimmung des Punktes handelt. Der Punkt 
kann aber auch einem zusammengesetzten Gebilde angehören und dann 
bezeichnet P die Anzahl dieser Gebilde, bei welchen der Punkt eine ge- 
gebene Lage hat; p und j>^ haben dann entsprechende Bedeutungen, 
Aus den geometrischen Grundsätzen folgt, daß 



und weiter, nach symbolischer Multiplikation mit p, daß 

p^ -= pp^ = -P 
ist. Um einen Ausdruck für den Besowischen Satz zu erhalten, könnte 
man die Bedingung, auf einer Fläche ;i'" Ordnung zu liegen, durch jip 
ausdrücken. Dieses stimmt damit überein, daß 

HP ■ p^ — ^p ■ p^ = fip^ — ji 
ist, weil hier p^= 1 ist, sowie auch damit, daß 

ist. II, ftj^j, würde hier die Bedingung darstellen, auf einer vollständigen 
Schnittkurve zu liegen. Ebenso kann man durch vp^ die Bedingung 
ausdrücken, auf einer willkürlichen Raumkurve von der Ordnung v zu 
liegen. Multiplikation mit /ip ergibt dann, daß die Baumkurve mit 
einer Fläche von der Ordnung ji 

jip ■ vp ^ fiv 
Schnittpunkte hat. 

Diese symbolischen Rechnungen, deren Resultate durch bekannte 
Sätze gereclitfertigt sind, geben keineswegs neue Beweise dieser Sätze, 
die umgekehrt die Berechtigung der Symbole jtp und vp^ beweisen. 
Diese schließen sieh übrigens genau den in [26] und [27] angegebenen 
Beweisen der genannten Sätze an. 

Ganz ebenso hat man, wenn die Symbole e, e und E die Bedin- 
gungen bezeichnen, daß eine Ebene durch einen gegebenen Punkt oder 
durch eine gegebene Gerade gehen oder eine gegebene Lage haben soll, 

e*= e^, e"^ e ■ e^ — E. 
Für eine Gerade bezeichnen wir mit 



beziehungsweise die einfache Bedingung, eine gegebene Gerade zu 
schneiden, die doppelten Bedingungen, in einer gegebenen Ebene zu 
liegen oder durch einen gegebenen Punkt zu gehen, die dreifache, einem 
Strahlenbüschei anzugehören; die vierfache, eine gegebene Lage zu haben. 
Die Bedingung g^, zwei Gerade zu schneiden, wird im Spezialfälle, in 
welchem sich diese selbst schneiden, sowohl von den durch den Schnitt- 
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punkt gehenden, als aueli von den in der gemeinscliaftliclieii Eber 
liegenden Geraden erfüllt. Also ist [vgl. 31] 

Weiter ist 

99j, = 9 ■ 9,- 9.- 
Somit findet man durch Multiplikatiot), daß 



und, da (? ■ ^j = G ist, daß 



= 2G 



ist. Man bemerke noch, daß ^ ■ j/^ = ist, weil eine Gerade nicht gleich- 
zeitig durch einen willkürlichen Punkt gehen und in einer willkürlieben 
Ebene liegen kann. Dies ist ein erstes Beispiel dafür, daß ein Produkt, 
dessen Dimensionszahl die Anzahl der beatimmenden Großen des ge- 
suchten Gebildes nicht übersteigt, verschwinden kann, was oft die zu 
bildenden Produkte vereinfacht. Da ^ = ß^ = (? ist, findet man z. B. 

9«- »'■ /-to, + 9.)'-rf +%,»,+ i^-ae. 

Hieran läßt eich auch eine weitere Bestimmung der Geraden in 
willkürlicben Geradensystemen anschließen. Wenn eine Gerade durch die 
Bedingung g bestimmt werden soll, so muß sie im voraus einer drei- 
fachen Bedingung unterworfen sein, also einer Eegelfiäche angehören, 
g ist dann die Ordnung dieser Flache oder die eines ebenen Schnittes. 
Die Anzahl der Erzeugenden dieser FMche, die eine vierte, von der 
dreifachen unabhängige Bedingung erfüllen, ist dann (ig, wo jt die 
Ordnung des auf diese Weise bestimmten Linienkompleses ist, wie wir 
in [32] gesehen haben, ng darf daher als Symbol für die neue Be- 
dingung dienen. Daraus findet man z. B. durch Multiplikation mit g^, 
daß es 2)1 Gerade im Komplexe gibt, die drei gegebene Gerade schnei- 
den. Durch Multiplikation der Symbole itj^ und (t^g zweier einfacher 
Bedingungen findet man das Symbol 

H^-^9^ = lh^^9p + /fifsi'. 
für die doppelte Bedingung, den beiden durch jene Symbole bestimmten 
Komplexen oder einer Kongruenz, die den vollständigen Schnitt aweier 
Komplexe bildet, anzugehören. 

Nehmen wir vorläufig an, daß man ebenso eine ganz willkür- 
liche algebraische Kongruenz durch 

^9f + v'g, 
darstellen kann, so ergibt die Multiplikation mit g oder g^ beziehungs- 
weise die Werte v und v. Diese werden also Ordnung und Klasse der 
durch V und v charakterisierten Kongruenz sein. Die Anzahl der 
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Geraden dieser Kongruenz, die auch der Kongruenz von der Ordnung 
Vj und der Klasse v'^, angehören, wird nun 

{v9^+ v'g^iy^^g^ + v[g^ = vv^ +v'v[ 
sein, wodurch eben der früher bewiesene Kongruenasatz von Halphen 
[144] und [149] ausgedrückt wird. Dieser findet Übrigens schon durch 
die Annahme der Form vg^ + v'g^ seinen Ausdruck, da die Zahlen g^ 
und g^ selbst die Ordnung und die Klasse einer Kongruenz sind, der die 
Gerade außer der Kongruenz (vi'') angehören soll. Der später [20ä] 
zu führende Beweis dieser Formel stellt sich denn auch nur als die 
Umsetzung unseres früheren Beweises des Sa^pAewsehen Satzes in die 
symbolische Form dar. 

Anmerkung 1. Die vorliegenden Beispiele können schon dazu 
dienen, eine Beschränkung der Tragweite der symbolischen Formeln 
festzustellen. Daß sowohl Additionen als Subtraktionen erlaubt sind, 
folgt daraus, daß die Glieder wirkliche Zahlen sind, mit welchen man 
algebraisch operieren kann. Daher ist auch Multiplikation oder Divi- 
sion der symbolischen Gleichungen mit reinen Zahlen erlaubt. Nur die 
Multiplikationen sind symbolisch. Ihnen entsprechen daher nicht 
umgekehrt die Divisionen, die die algebraische Form der Ausdrücke 
vom algebraischen Standpunkt aus gestatten würde. Dies sieht man 
sogleich daran, daß die Glieder, die, wie g^g^, die Anzahlen der Lösungen 
unmöglicher Aufgaben angeben würden, wegfallen. So ergibt die Glei- 
chung g^ = g^-^- g^ durch die Multiplikation mit g^, daß 



ist, woraus man keineswegs durch Division mit g^ schließen darf, daß 
g^ — g^ ist. Ebenso würde das Ausziehen von Wurzeln auf sinnlose 
Gleichungen führen. Wegen ffp- g^^O hat man z. B. 

iffp + S.f-iffp — ffX'' 
woraus man aber nicht schließen darf, daß gp + gg — gp — g, ist. 

Die erlaubten Operationen mit den Bedingungssymbolen 
beschränken sich also auf Addition, Subtraktion und Multi- 
plikation. 

Anmerkung 2^). Anwendung auf reduzible Bedingungen. 
Man wird sich zwar im allgemeinen bestreben, die Aufgaben, die man 
durch abzählende Methoden lösen will, so zu stellen, daß sie algebraisch 
irreduzibel werden. Es kann aber, um allgemeinere Gesicbtspnnkte zu 
erhalten, nützlich oder sogar notwendig sein, verschiedene Aufgaben in 

1) Ich bemerke, daß diese Anmerkung geschrieben wnrde, nachdem ich 
Severia Artikel ia Eendiconti del Circolo Matematico di Palermo XXXIIl (1912): 
SulPrincipio della Consersazione del Numero, mit dem meine Gesichtspunkte teil- 
weise zaHammenfallea, gelesen hatte. 
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einer Gesamtaufgabe zu vereinigen, und selbst wo solches nicht beab- 
sichtigt ist, muß man mit der Möglichkeit rechnen, daß, was nicht 
immer Torauszusehen ist, die Aufgaben reduzibel werden. Auch in den 
Spezialfällen, die bei Anwendungen der Methode der Erhaltung der An- 
zahlen benutzt werden, wird die gestellte Aufgabe häufig durch eine 
reduzible ersetzt. In dieser Hinsicht genügt es, aaf Art. [3]— [8] zu 
verweisen und daran zu erinnern, auf wieviele Arten eine gesuchte 
Kurve eine gegebene in zusammenfallenden Punkten schneiden kann 
[158]. 

Die Möglichkeit, daß eine Bedingung reduzibel wird, bildet bei 
der Aufstellung einer Summe als Ausdruck für das Symbol kein 
Hindernis. Ist a das Symbol einer Bedingung, die sich auf zwei wesent- 
lich verschiedene Bedingungen, die die Symbole h und c haben, redu- 
zieren läßt, so drückt die Gleichung 

(1) a = 6 + c 

einfach die Zusammensetzung aus, nämlich daß die Bedingung a erfüUt 
ist, wenn entweder Zt oder c erfüllt ist. Daraus soU man den Ausdruck 
für die Anzahl der Gebilde, die die Bedingung a und eine hinreichende 
Anzahl anderer Bedingungen erfüllen, durch symbolische Multiplikation 
mit dem Symbol h der Gesamtheit dieser Bedingungen finden, was die 
Formel 

(2) Tia = II + U 
ergibt. 

Dabei kommt die Stufe oder die Anzahl der Dimensionen a, ß, y 
der durch die Bedingungen a, b, c definierten Gebilde in Betracht, d. h. 
die Anzahl der einzelnen Bedingungen, die das Symbol k umfassen muß, 
wenn das Gebilde durch diese neue Bedingung und beziehungsweise durch 
a, b oder c bestimmt werden, also das Produkt ka, kb oder kc einen 
endlichen Wert haben soll. Um eine wirkliche Bestimmung des ge- 
suchten Gebildes zu ergeben, muß also ka einfache Bedingungen um- 
fassen. Ist nun ß > 7, so wird, abgesehen von dem nachher zu be- 
trachtenden Falle, wo einige der durch Je auszudrückenden Bedingungen 
schon durch c erfüllt sind, hc = 0. hc kann übrigens auch nuU werden, 
wenn u = y ist, oder selbst wenn k eine noch kleinere Anzahl von ein- 
fachen Bedingungen umfaßt; dazu genügt es nämlich, daß diese Bedin- 
gungen c widersprechen. In diesen Fällen ist in Übereinstimmung mit 
der Formel (2) ka = kb, wodurch gezeigt wird, daß die Gebilde, 
die die Bedingungen a und k erfüllen, allein die durch b und k be- 
stimmten sind. 

Dagegen kann, wenn, wie wir hier voraussetzten, y <i a ^ ß ist, die 
Formel (2) im allgemeinen nicht dazu benutzt werden, solche Gebilde 
zu bestimmen, die dadurch die Bedingung a erfüllen, daß c erfüUt wird; 
aber die Formel täuscht nicht, sondern zeigt selbst, daß sie auf 
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einen solchen Fall nicht anwendbar iat. Läßt man nämlich in diesem 
Falle k lediglich y einfache Bedingungen umfaBsen, so werden ka und 
kh unendlich, weil & und 6 dann nicht genügen, um das Gebilde zu be- 
stimmen. Die Unbranchbarkeit der Formel gibt sieh also auf dieselbe 
Weise kund, wie überall in der abzählenden Geometrie, und eben der 
Versuch, die Formel (2) anzuwenden, wird dann zeigen, daß die Be- 
stimmung der Gebilde durch die Bedingung c nicht durch diese For- 
mel, sondern anders geschehen muß. 

Wie schon angedeutet, schließt dies jedoch nicht aus, daß es, seihst 
wenn y <i k ^ ß ist, einzelne FäUe geben kann, in welchen aUe drei 
Glieder der Gleichung (2) endlich sind. Die Bedingung Je, die für a 
einzelne Bedingungen gelten soll, kann nämlich eine solche sein, die 
durch die Bedingung c schon teilweise erfüllt ist, so daß ke nun nicht 
so viele Bedingungen umfaßt, daß sie einander widersprechen. Ja, es 
kann geschehen, daß kc > ist, während Job ^ ist. 

Betrachten wir, um ein einfaches Beispiel dafür zu haben, die Be- 
stimmung eines Kegelschnittes durch die Bedingung a, zwei Gerade je 
in zwei zusammenfallenden Punkten zu schneiden. Diese doppelte Be- 
dingung wird erfüllt sein, wenn (b) der Kegelschnitt mit den Geraden 
eigentliche Berührung (auch in der lineargeometrischen Bedeutimg} hat, 
und wenn (ö) der Kegelschnitt aus zwei zusammenfalleuden Geraden 
besteht. Zwar kommt noch dazu der Fall, in welchem der Kegelschnjt 
einen Doppelpunkt im Schnittpunkt der gegebenen Geraden hat; dieser 
ist aber ein Spezialfall desjenigen, in welchem b erfüllt ist und darf 
also nicht besonders aufgestellt werden. Man hat hier « — /3 = 3, y=^2. 
Bezeichnet also k eine beliebige dreifache Bedingung, der man den 
Kegelschnitt unterwerfen kann, so wird im allgemeinen kc = 0, ka = kb. 
Z. B. werden die 4 Kegelschnitte, die durch drei beliebige Punkte 
gehen und zwei Gerade je in zwei zusammenfallenden Punkten schneiden, 
eigentliche Berührungen mit diesen haben. Anders geht es, wenn die 
dreifache Bedingung k die schon durch c erfüllte umfaßt: eine oder 
mehrere neue Linien in zusammenfallenden Punkten zu schneiden. Ver- 
langt die Bedingung k z. B., daß der Kegelschnitt noch eine dritte Ge- 
rade in zusammenfallenden Punkten schneiden und außerdem durch zwei 
Punkte gehen soll, dann wird kc = 4, indem wir [172] gesehen haben, 
daß die durch die zwei gegebenen Punkte gehende Doppelgerade für 
4 Lösungen zu zählen ist. Die ka = 8 Kegelschnitte, die durch 
die Punkte gehen und drei Gerade je in zusammenfallenden Punkten 
sehneiden, verteilen sich also auf diese 4 Lösungen und Äfc == 4 solche, 
die eigentliche Berührungen haben. 

Verlangt die dreifache Bedingung, daß der Kegelschnitt durch einen 
Punkt gehen und zwei Gerade je in zusammenfallenden Punkten schnei- 
den soll, so ist kc ^ oo, ka wird dann auch cc, und die Formel (2) 
liefert nun keine Bestimmung der Anzahl der Kegelschnitte mehr, die 
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eigentliche Berührungen haben. Diese in der Tat endliche Anzahl maß 
also andere bestimmt werden; sie wird einer Formulierung fc' der Bedin- 
gungen entsprechen, die h'c = macht und h'a = fc'5 einen endlichen 
Wert gibt. 

In diesen Beispielen begegnen uns dieselben Gfrenzen für die An- 
wendbarkeit der Formel (2), die uns früher für die multiplibative Be- 
stimmung der Anzahl von Kurven, die durch punktgeometrische Bedin- 
guDgen bestimmt werden, begegnet sind [160]. Andere könnte man den 
allgemeinen Bestimmungen entnehmen, die, wenn die Bedingungen Hai- 
jjÄCTische Kegelschnitte ausschließen, durch symbolische Produkte von 
Faktoren afi + ß'ft' ausgedrückt werden [168]. Sind die ^ai!pÄeMschen 
Kegelschnitte nicht ausgeschlossen, so teilen sich die durch solche Pro- 
dukte hestimmbaren Anzahlen in solche, die allgemeine Kegelschnitte, 
und solche, die Salphensche Kegelschnitte betreffen. 

Man wird hieraus ersehen haben, daß es nicht notwendig ist, 
sich vor der Anwendung der symbolischen Rechnung zu fragen, ob die 
behandelten Bedingungen irreduzihel sind oder nicht und in letzterem 
Falle, ob sie sich etwa in Bedingungen verschiedener Stufe spalten. 
Eine etwaige Unmöglichkeit der Anwendung wird sich von seihst 
zeigen, wenn man es nur nicht versäumt, darauf zu achten, ob eine An- 
zahl in der Tat unendlich ist, d, h. ob die Gleichung, deren Grad sie 
augeben sollte, identisch wird. Dies ist ja aber für abzählende Unter- 
suchungen eine allgemeine Hauptregel. Man darf jedoch nicht ver- 
säumen, auf dieses Unendlich werden besonders zu achten, das von der 
Möglichkeit herrührt, daß sich eine Bedingung in solche spaltet, von 
welchen einige von niedrigerer Stufe sind — ■ und das ist früher eben 
bei den als Beispiele herangezogenen Aufgaben geschehen. (Vgl. übri- 
gens [158].) 

[190] Zusammengesetzte Figuren. Um auch die Bestimmung 
zusammengesetzter Gebilde in die symbolische Darstellung mit auf- 
nehmen zu können, beachten wir, daß ihre Zusammensetzung durch die 
Verbindung zweier Grundelemente unter sich erreicht wird. Diese wird, 
wenn wir uns an die projektiven Verbindungen halten, darin bestehen, 
daß entweder zwei Elemente ineinander liegen: Punkt in Gerade oder 
Ebene, Gerade in Ebene oder zwei sich schneidende Gerade, oder darin, 
daß zwei gleichartige Elemente miteinander zusammenfallen: Punkt mit 
Punkt, Ebene mit Ebene, Gerade mit Gerade. Die erste Verbindung 
nennt man Inzidenz, die zweite Koinzidenz. Es gilt nun die In- 
zidenzformeln und die Koinzidenzformeln aufzustellen, die bezie- 
hungsweise die Bestimmung der durch die Inzidenz oder die Koinzidenz 
zweier Elemente entstehenden Gebilde betreffen. Die Anzahl noch weiter 
zusammengesetzter Gebilde wird nachher durch symbolische Multipli- 
kation der Symbole für die Bedingungen bestimmt, welchen ihre ein- 
zelnen Elemente sowohl in Beziehung auf gegebene Gebilde als auch. 
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wegen der das Gtebilde definierenden Inzidenzen und Koinzidenzen, in 
Beziehung aufeinander unterivorfen sind. 

[191] luzidenzformeln für Fnnkt nnd G-erade. Wir betrachten 
zuerst einen Punkt p und eine Gerade g, die einander inzident sind und 
wenden auf aie die Symbole an, die wir beziehungsweise für einen Punkt 
und eine Gerade angegeben haben. Dann hat man als erste Inzidenz- 
formel 
(I) J'<'=i',+ i'. = y + ö's- 

Dieses Resultat erhält man dadurch, daß man die Gerade, welche 
die Gerade g zufolge der Bedingung g schneiden soll, in die Ebene, auf 
der der Punkt p zufolge der Bedingung p liegen soll, legt. Dann muß 
nämlich entweder p in der gegebenen Geraden oder g in der gegebenen 
Ebene liegen. p^'= p„ ist eine bereits bekannte Formel [189]. 

Aus (I) erhält man durch Multiplikation beider Seiten mit p 

(1) P'9=P'' + P9., 

und, da g^ = g^-\- gj, und gg^ = g^ ist, durch Multiplikation beider Seiten 
mit g 

(2) i-S' = P!/e + Pffp = P^ff + 9. , 
sodann aus (1) und (2) die zweite Inzidenzformel 
(II) P9p-p^+9.- 

Da jj* = U ist, so gibt Multiplikation der beiden Seiten von (II) 
mitß 

(3) pVj- = P9, ■ 

Durch Multiplikation der Formel (I) mit g^ erhält man weiter die 
dritte Hauptformel 

(lU) M.-/9,+ G, 

oder wegen (3) 
(111') P^9p-P'9.+ G- 

[192] Anwendung auf Raumkurven. Um sogleich die An- 
wendbarkeit und Allgemeinheit der Inzidenzformeln zu erkennen, wollen 
wir eine bereits benutzte Itelation als Spezialfall der Formel (I) 
herleiten und daran die entsprechenden Anwendungen der übrigen For- 
meln anknüpfen. Diese Anwendungen betreffen den Fall, daß p ein 
Punkt einer Raumkurre, die durch ihn gehende Gerade g die Tangente 
in diesem Punkte ist. Ist die Kurve vollständig gegeben, so wird 
p die Ordnung, g der Rang der Raumkurve sein. Bilden die Raum- 
kurven ein oo^-facbes System, so wird ^3 die Anzahl der Baumkurven 
sein, welche eine gegebene Ebene so schneiden, daß die Tangente im 
Schnittpunkte eine gegebene Gerade sehneidet. Diese Anzahl ist wegen 
(I) die Summe der Anzahl p^ der Kurven, die eine gegebene Gerade 
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schneiden, und der Anzahl g^ derjenigen, die eine gegebene Ebene be- 
rühren. Gehören die Kurven einer festen Ebene an, so werden j)* und 
g^ die Charakteristiken ,u und ji' des ebenen Systems sein. Daß dann 
die Anzahl der Kurven, deren Tangenten in den Schnittpunkten mit 
einer fasten Gferaden durch einen festen Punkt gehen, oder die Ord- 
nung des Ortes der Berührungspunkte der durch einen festen Punkt 
gehenden Tangenten gleich jit + ;i.'ist, haben wir schon in [171] 4 durch 
ganz dieselbe Anwendung der Methode der Erhaltung der Anzahl, wie hier, 
bewiesen. Jetzt hat aber diese Betrachtung, die ja auch den Formeln 
(11) und (III) zugrunde liegt, auf einmal viel allgemeinere Resultate er- 
gehen und erspart uns also die Mtthe, bei jeder einzelnen der in ihnen 
enthaltenen Ergebnisse dieselbe Beweisführung zu wiederholen — was 
übrjgeoa nicht schwierig wäre. 

Die Formel (II) laßt sich auf ein System von oo^ Eaumkurven an- 
wenden. pQj, ist dann die Anzahl der Kurven, welche eine gegebene 
Ebene so schneiden, daß die Tangente im Schnittpunkte durch einen 
gegebenen Punkt geht; p^ ist die Anzahl der durch einen gegebenen 
Punkt gehenden Kurven und g^ die Anzahl der Kurven, die Strahlen 
eines gegebenen Büschels berühren. 

Ebenso läßt sich die Formel (III) auf ein System von co'ßaum- 
kurven anwenden, pg^ ist dann die Anzahl der Kurven, die eine ge- 
gebene Ebene so schneiden, daß die Tangente im Schnittpunkte Strahl 
eines gegebenen Büschels wird, p^g^ die Anzahl derjenigen, die eine ge- 
gebene Ebene in einem gegebenen Punkt berühren, G die Anzahl der- 
jenigen, die eine gegebene Gerade berühren. 

[193] Anwendung' auf Vielecke. Als Beispiel für die Anwen- 
dung der durch Multiplikation der Inzidenzformelu gebildeten neuen 
Formeln, suchen wir die Anzahl der räumlichen «-Ecke, deren Scheitel 
a^, «5, . . . a„ auf gegebenen Ebenen liegen, während ihre Seiten g^, g^, 
9it ■ ■ ■ 9n ("^'^ ^'* "^i'^sj ^'^s i^s'^- identisch sind) durch gegebene Punkte 
gehen. Durch MuItipKkation dieser Bedingungen ergibt sich die Anzahl 

N=a^g-,^a^g^j,...a^g„p. 

Wegen der Inzidenz von «, und g^, von a^ und g^, . ■ . von ö„ und 
g„ hat man ([191], II) 

«s^jp = a| + ^2., 



P^ K+ 9 



Bei der Multiplikation dieser Ausdrücke ist zu bemerken, daß 
"'aSu "" ^^*> ^^'1 *i'^ durch dieses Symbol ausgedrückten Forderungen 
nicht gleichzeitig von dem Punkt a^ und der durch ihn gehenden Ge- 
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raden gi erfüllt werden köanen; ebenso ist alg^^ = . . . = alg^^ = 0. 
Man findet also 

N^ alal . . . a* + f^i.^a, . . . </„,. 

Hier ist «5»^ . . . a^ — 1 weil das Vieleck durch seine Scheitel voll- 
ständig bestimmt sein wird. Bei der Bestimmong von Si,$2i ■ ■ ■ 9nt 
ist zu bemerken, daß die Geraden ^j, g^, . ■ ■ g^ immer ein geschlossenes 
M-Eck bilden sollen. Die Bestimmung wird so auf die der entsprechend 
gemeinsamen Punkte zweier projektiver Punktreihen eines gemeinschaft- 
licheu Trägers zurückgeführt. ^1,^3, - - -9^, ist also 2. 

Daß 0i,g2, ■ ■ ■ 9ai^ ^ ^^^r ^^^ ^''^^ ^^^^ auch aus den Formeln 
(II) und (III') in [191] herleiten. Dies geschieht durch eine Umbildung 
des Produktes 3,, ■ g^^, die durch Einführung des Schnittpunktes p der 
Geraden g, und g^ möglich wird, (Da wir hier eine neue Aufgabe be- 
sonders lösen, wollen wir diesen Punkt nicht mehr a^, wie in der Haupt- 
aufgabe nennen.) Dann ist wegen der genannten Formeln 

9i.9'., = (P • Sip-P") (i'^ap-i'") =P^9ip9sp - C^i +P^9u)9sp 
- Gi9,P + 9u{G2 +i'VäJ - G.9,P + <?3J/i.- 



und 






weil das w-Eck vollständig bestimmt ist, wenn eine Seite gegeben ist, 
ujid eine anliegende durch einen gegebenen Punkt geht oder in einer 
gegebenen Ebene liegt, während die übrigen gegebenen Büscheln an- 
gehören. 

Man ersieht also, daß unsere ursprüngliche Aufgabe drei Auf- 
lösungen hat, oder daß es drei M-Ecke gibt, deren Seiten durch gegebene 
Punkte gehen, während ihre Scheitel auf gegebeneu Ebenen liegen. 
Schneiden sich letztere in einem Punkt, was immer eintrifft, wenn m = 3 
ist, so wird eine der drei Lösungen dadurch entstehen, daß aUe Scheitel 
des K-Ecks in dem Schnittpunkt der gegebeuen Ebenen zusammen- 
fallen. Das gefundene Resultat läßt sich auch so ausdrücken: Wenn 
die Seiten eines räumlichen K-Ecks durch n feste Punkte gehen und 
die B — 1 Eckeu sich auf « — 1 festen Ebenen bewegen, ist für n > 3 
der Ort der letzten Ecke eine Itaumkurve dritter Ordnung. Für « = 3 
wird, abgesehen von der oben genannten uneigentlichen Lösung, die 
Figur durch eine ebene Figur ersetzt und der Ort wird ein Kegelschnitt. 

[194] Andere Inzidenzformeln. Nach dieser Erörterung über 
die Bildung und Anwendung der Formeln für die Inzidenz von 
Punkt und Gerade deuten wir nur kura an, wie man bei anderen Inzi- 
denzen verfahren kann. Die Inzidenzformeln für Ebene und Gerade 
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iaaseo sich aus denjenigen für Punkt und Gerade mittels dea Dualifäts- 
prinzips herleiten. Aus der Formel [191] (I) 

folgt z. B., wenn die Ebene e die Gerade g enthalten soll: 
eg — e^ + gp- 
Aus diesen beiden Formeln kann man durch bloße symbolische 
Rechnung eine Inzidenzformel für Punkt und Ebene herleiten. 
Wenn sich nämlich der Punkt ^ in der Geraden g, diese in der Ebene e 
befindet, so muß sich auch p in der Ebene e befinden. Man muß also 
nur die Gerade g eliminieren. Zunächst erhält man also 
P^e-^ eg^'^e^p + p ■ gp 
IJun ist aber [191] (Ü) 

PSp-P^ + 9- 
und wegen des Dualitätsprinzips 

eg, — c= -f (/, . 
Durch Einsetzen findet man als erste Formel 

(1) p^ — p^e -)- pe^ — e* = . 

Eine zweite ergibt sich durch Multiplikation mit p oder e 

(2) p^e—p^e^ -\-pe^ = 0. 
Nochmalige Multiplikation mit p oder e führt zu 

(3) p^e^ =p^e\ 

Letztere Gleichni^ folgt übrigens auch unmittelbar daraus, daß 
ein Punkt und eine mit ihm inzidente Ebene durch die durch die 
beiden Seiten der Gleichung ausgedrückten Bedingungen ToUständig be- 
stimmt sind. 

Auch die Inzidenzformehi für zwei sich schneidende Geraden lassen 
sich durch die Formeln bilden und ersetzen, die ausdrücken, daß der 
Schnittpunkt sich auf beiden Geraden befindet, oder daß die gemein- 
schaftliche Ebene sie beide enthält. Ein Beispiel dafür ist unsere in 
[193] angegebene Umbildung des Produkts 

Ebenso leitet man aus den gefundenen Formeln andere her, die 
anderen deskriptiven Verbindungen entsprechen. Wenn man z. B. durch 
[191] (I) ausgedrückt hat, daß die Punkte a, 6, c in der Geraden g 
liegen, findet man durch Elimination von g die Gleichung 

; 1 a a^ 

i 1 b b^ =0, 
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die stattfinden muß, wenn die drei Punkte überhaupt auf derselben Ge- 
raden liegen. Aus der eben bewiesenen Gleichung [194] (1) findet man 
ebenso die Gleichung 

I 1 a a^ a^ \ 

I 1 h b" 1)^ \ 

II c r c' , 
\ 1 d d^ d^ \ 

die stattfinden muß, wenn die vier Punkte a, b, c, d in derselben Ebene 
Hegen. 

[195] Koinzidenzformelu. Durch die sogenannten Koinzidenz- 
formeln werden die verschiedenen Anwendungen des Korrespondenz- 
prinzips in die Behandlung durch symbolische Rechnung hereingezogen. 
Auch hier begnügt man sich mit einmaliger Änwendimg des genannten 
Prinzips; die übrigen einfachen Anwendungen gehen aus der so erhal- 
teneu Formel durch Multiplikation mit verschiedenen Faktoren hervor, 
und die Auflösung komplizierterer Aufgaben, die sonst mehrmalige An- 
wendung des Korrespondenzprinzips erfordern würden, geschieht durch 
algebraische Kombinationen der verschiedenen Inzidenz- und Koinzidenz- 
formeln. 

Wir betrachten zuerst ein Paar Punkte p und q des Raumes, das 
auf irgendwelche, durch Einführung symbolischer Faktoren ausdrück- 
bare Weise so bestimmt ist, daß zu einer vollständigen Bestimmung 
nur eine einfache Bedingung fehlt. Übereinstimmend mit der frü- 
heren Symbolik werden dann p und q die Anzahlen der Punktepaare 
bezeichnen, deren Punkt p beziehungsweise q in einer gegebenen 
Ebene liegt. Mit g bezeichnen wir sowohl die Gerade pq als auch die 
Anzahl der Punktepaare, deren Gerade g eine gegebene Gerade schnei- 
den. Durch Anwendung des Korrespondenzprinzips auf die Ebenen, 
die eine feste Gerade mit den Punkten p und q verbinden, findet man 
dann 
(1) s^p + q-g, 

wo £ die Anzahl der zusammenfallenden Punktepaare pq ist; denn die 
entsprechenden Ebenen fallen zusammen, wenn entweder die Punkte p 
und q zusammenfallen oder die Gerade g die Achse des Büschels 
schneidet (s. [107]). 

Dnrch Multiplikation dieser Formel mit g, g^, g^, g^, G und An- 
wendung der Fuudamentalformeln und Inzideuzformeln findet man 

Bg-pg + qg-g^ 

- (9a + P') + (ff. + 2') -(ßp+ ff.) 

(^) -p^ + i^ + ff.-ffp 



yGoosle 



b9p = P9p + a9p — 9-9p 

— {f + 9.) + (ff + 5,) — 9. 
(3) = ^3 _!_ ^3 _|_ g^ 

(ö) f ff, - i»V« + öV, + ö 

(6) sG=pG + qa. 

Letztere Formel drückt das eigentliche für zwei Punkte einer festen 
Geraden geltende Korreapondenzprinzip aus. 

Ebenso kann man die Formel (1) wiederholt mit p oder mit q 
multiplizieren. Da es aber nach dem Zusammenfallen ganz gleichgültig 
ist, ob man den Koinzidenzpunkt p oder q nennt, werden die durch 
Multiplikation von £ mit_p,^', ^^ erhaltenen Ausdrücke mit denjenigen 
identisch sein, die durch Multiplikation mit q, q^, q^ entstehen. Zeigt 
eich diese Identität nicht unmittelbar in der Form, so kann sie zu wei- 
teren Reduktionen benutzt werden. Wir erhalten durch diese Multipli- 
kation und Reduktion mittels der Inzidenzfornieln [191J 

(7) ep=p^ + pq~gp=p^ + pq—j^~g^^pq~g,, 

(8) £p^ = p^q — pg^ = pq^ — qg^, 

(9) sp^ = p^q - p^g, = pq' - q^g, = pY - pqg^. 

Ebenso kann man die übrigen Formeln (2) — (5) mit p multiplizieren 
und sämtliche erhaltenen Formeln weiter algebraisch miteinander ver- 
binden. 

[196] Systeme von oo' und co* Punktepaaren. Die Formel 
[195] (1) ist dieselbe, die wir in [107] auf die gleiche Weise hergeleitet 
haben, indem wir statt ß, q und g die Bezeichnungen a^, Kj und ß be- 
nutzten. Ihre wichtigsten Anwendungen auf Systeme von oo^ Punkte- 
paare haben wir daher auch im Anschluß an [107] dargelegt. 

Auf Systeme von oo^ Punktepaare beziehen eich die Formeln (2) 
und (7). Wenn man diese Formeln auf Punkte in einer Ebene anwendet, 
so werden sie den früher bewiesenen Korrespondenzsatz für die Ebene 
[146] ausdrücken. Auf diesen Spezialfall kann man durch Multipli- 
kation mit g^ kommen, aber einfacher dadurch, daß man in den Formeln 
(2) und (7) voraussetzt, daß alle Punktepaare in einer festen Ebene 
liegen. Dann wird g^= 0, während g für die Ebene durch g^,, wo p 
einen Punkt der Ebene bezeichnet, und g^ durch G zu ersetzen ist. Da- 
durch wird man 

(10) «S'p = y+5'+G 
und 

(11) ep =pq— G 
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erhalten, wo p^ und g* die Anzahlen der Punktepaare bedeuten, deren 
Punkt p beziehungsweise q gegeben ist, pq die Anzahl derjenigen, deren 
Punkte p und q in zwei gegebenen Geraden liegen, und G derjenigen, 
die in einer gegebenen Geraden liegen. p\ q^, pq und G sind also die 
Zahlen, die wir in [146] beziehungsweise «j, «,, ß und y nannten, ep ist 
die Ordnung ij der Koinzidenzkurve und sg^ ist die Summe der An- 
zahl I der isolierten Koinzidenzpunkte und der Klasse £ der Koinzidenz- 
enveloppe. Die Formeln (10) und (11) sind also dieselben, wie die 
Formeln [146] (2') und (1), mit deren Anwendung wir uns schon be- 
schäftigt haben. 

[197] Singaläre Taiig:enteii einer Fläche m*" Orduung. 
Hat man es mit co^ Punktepaaren im Räume zu tun, so wird es oft 
bequem sein, diese durch Projektion mit Punktepaaren in der Ebene zu 
vertauschen. Zu ihrer unmittelbaren Untersuchung bieten sich aber die 
vollständigen Formeln [195] (2) und (7), nämlich 

(2) i9=P^+q^ + 9,-9p 

und 

(7) tP=P^-9e 

dar. Als Beispiel wollen wir diese Formeln zur Bestimmung der sin- 
gulären Tangenten einer aUgemeinen F]ä.che tn*"' Ordnung anwenden. 
Wir fangen dann damit an, den Fall zu betrachten, in welchem die 
Punktepaare pq von verschiedenen Schnittpunkten, in denen Strahlen 
einer von der Fläche unabhängigen Kongruenz von der Ordnung r und 
der Klasse r' die Fläche treffen, gebildet werden. Dann wird 

g^^ r'm{m — 1), g^= rm{m — l),i'^=— q^= mr(m — 1). 
Die Ordnung der Fläche, die von Strahlen der Kongruenz, welche noch 
eine gegebene Gerade schneiden, erzeugt wird, ist r -f / (s. [31]), die 
Ordnung derjenigen, für welche die Gerade durch einen ebenen Schnitt 
der Fläche ersetzt wird, also m{r -|- r). Diese wird einen anderen 
ebenen Schnitt in iM^(r-l-/) Punkten schneiden, von welchen jedoch m-r 
in die m Schnittpunkte der beiden Schnitte fallen. Die übrigen liegen 
auf Strahlen der Kongruenz, die verschiedene Punkte p und q verbinden. 
Also ist 

pq = rm(m-l) + r'm\ 

Die Formeln (2) und (7) geben also 

Bg-'ir + /)m{m — l), 
sp — rm{m — 1) -[- r'm. 

tp ist die Ordnung der Kurve, längs welcher die Flache von Strahlen 
der Kongruenz berührt wird, sg die Ordnung der von den berührenden 
Strahlen erzeugten Fläche. Für )■ = 0, r'= 1 wird man die Ordnui^ 
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£p = m und die Klasse £g--=m{m~l) eines ebenen Schnittes be- 
kommen, für i- = 1, / = die Ordnungen der Berübrungskurve eines 
umbesehriebenen Kegels und dieses Kegels selbst (sp ^ sg ^ m{m — 1)). 
Hier setzten wir voraus, daß die Kongruenz von der Fläche unab- 
hängig ist (und hätten daher auch Halphens Kongruenzsatz anwenden 
können). Wir können aber dieselbe Methode auch dann anwenden, wenn 
diese Unabhängigkeit nicht stattfindet. Betrachten wir z. B. die Kon- 
gruenz der Geraden, die die Fläche in Punkten eines ebenen Schnittes 
berühren. Die Ordnung dieser Kongruenz ist m{m — 1), ihre Klasse m. 
Sei (/ ein Strahl der Kongruenz und p und q zwei seiner m — 2 Schnitt- 
punkte mit der Fläche. Dann ist 

p^^ q^^ m ■ m(m — 1) ■ (wj — 3) = »!^(wj — l)(m — - 3), 
pq — [(»!(m — 1) -f m)m — Smjm — 2m ■ m^ m ■ m{m — 1) 

Das erste Glied ist nämlich die Anzahl der Schnittpunkte deE 
Schuittes (q) mit der Fläche, welche von den Strahlen der 
erzeugt wird, die den Schnitt (p) in Punkten, die nicht auf ihrer Be- 
rübrungskurve liegen, schneiden. Auszunehmen von diesen sind die 2 m 
Schnittpunkte, die in jeden der m Schnittpunkte des gegebenen ebenen 
Schnittes und des Schnittes (q) fallen, und die m(m — 1), die in jeden 
der m Schnittpunkte der Schnitte (j)) und (q) fallen. Weiter ist 

g=m(m~2)im-3), 
g^^m(m-l)im-2){m-S). 
Aus den Formeln (7) und (2) folgt sodann, daß 

sp = m(mä_ 2m' + 2m - 6), 
eg = m(m — d){m^ + 2m'— 4) 

ist. s(f ist die Ordnung der Regelfläche, deren Erzeugende die gegebene 
Fläche in einem Punkt eines ebenen Schnittes und in einem weiteren 
Punkte berühren, ip ist die Ordnung des Ortes dieses Punktes. 

Betrachten wir sodann den Fall, in welchem die Geraden g die 
Doppeltangenten der Fläche, die Punkte p und q ihre beiden Berührungs- 
punkte sind. Die Kongruenz der Doppeltangenten hat [88] die Ordnung 
VTO(m- 1)(»»- 2)(m - 3) und [70]die Klasse ^- m(m-2)(ff!-3)(m-i-3). 
Um g und g^ zu erhalten, muß man das Doppelte dieser Zahlen nehmen, 
weil jeder Berührungspunkt der Doppeltangente g der Punkt p bezie- 
hungsweise q sein kann. Man findet dann, dapg den eben für ep gefun- 
denen Wert hat: 

p^ = q^— m{m(ni — - 1) — 6), 

pq-mim^- 2m' -f 2m — 6), 
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(/,= m{m - 2){m - 3) {m + 3), 
g^^m{m — l)(m — 2)(m— 3), 
und daraus mittels der Formeln (7) und (2) 
fp^ m{llm — 24), 
eg ™ 2m(m — 3)(3»w — 2). 
sg ist die Ordnung der Regelfläche, deren Erzeugende mit der Fläelie 
Berührung dritter Ordnung haben (sie vierpunktig schneiden), Bp ist 
die Ordnung der BerührungskurTs dieser Fläche. Für m = 3 wird 
tp = 27 die Anzahl der auf der Fläche liegenden Geraden sein. 

Hieran knüpft man leicht die Bestimmung der Geraden, die Be- 
rührung vierter Ordnung mit der Fläche haben (sie fünfpunktig schneiden). 
Die eben genannte Regelfiäche schneidet die gegebene Eläche in einer 
Kurre TOn der Ordnung 2m^(m — 3)(3m — 2). DaTon ist die Berüh- 
rungskurve, die von der Ordnung m(llMi — 24) ist, ein vierfacher 
Teil. Übrig bleibt eine eigentliche Schnittkurve von der Ordnung 
2m(m — 4)(3m^-|- m — 12). Man kann nun das einfache Korrespon- 
denzprinzip (^Formel (1)) auf den Fall anwenden, in welchem g eine Er- 
zeugende der Regelfläche ist, p ihr Berührungspunkt, q einer der m — 4 
Schnittpunkte. Dann ist 

p = m(llm — 24){m — 4), 

g = 2m(m - 4)(3m« + jm - 12), 

g^2mim-ä)i5m-2)(m-4), 
also wird die gesuchte Anzahl 

5-5«.(».-4)(7,,-12). 
Auf ähnliehe Weise und in ähnlicher Reihenfolge kann man auch die 
Übrigen Anzahlen der Geraden finden, die mehrmals oder mehrpunktig 
eine algebraische Flache von der Ordnung m berühren. Man kann auch 
der Fläche Doppelkurven und allerlei andere singulare Kurven oder 
Punkte beilegen. Dabei kann es jedoch nötig werden, die Regeln in 
[105] zur Abzahlung der zusammenfallenden Losungen zu benutzen, die 
durch das in den Formeln enthaltene Korrespondenzprinzip angegeben 
werden (s- [205] 4). 

[198] Systeme von oo^ Punktepaareu; Korrespoudeuzsatz 
für den Raum. Zur Bestimmung der Koinzidenzen von Punktepaaren 
eines oo*-fachen Svstems (Svstems dritter Stufe) dienen die Formeln 
[195] (3), (4) und (8), nämlich: 

(3) «i-f, = y + 3^ + y., 

(4) i9,=l'>9e+ 19.-9» 

(8) ^p'-p^i-pg^^pä^-ig,- 
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Aus diesen Formeln findet man durch Elimination von g^, jtj/^ und qg^ 

die Formel 

(12) Bgj,-\- eg,+ 2£p^ = p^-\-p^q +i>2^ + 2", 

die man fräher als Korrespondenzpriazip im Räume bezeichnet hatte. 

Als solches bezeichnet man (Schubert) jetzt die Gesamtheit der Formeln 

(3), (4) und (8) oder (3), (4) und (12). Um die linken Seiten dieser 

Formeln vollständig zu erklären, bemerken wir, daß der ümstandj daß 

es in eiuem Systeme von oo^ Punktepaaren co* — mehr oder weniger 

verschiedene — koinzidierende geben wird, auf die folgenden Arten von 

Koinzidenzen führt: 

1. Die Koinzidenzen erster Art (oder volle Koinzidenzen) 
finden in isolierten Punkten (Koinzidenzpunkten) statt, und jede 
Gerade durch einen solchen Punkt ist als Verbindungsgerade koin- 
zidierender Punkte zu betrachten. Diese Geraden bilden die erste 
Koinzidenzkongruenz; sie ist von der Klasse null (da sie aus 
Koinzidenzbiindeln besteht). 

2. Die Koinzidenzen zweiter Art finden in allen Punkten einer 
Kurve (Koinzidenzkurve) statt, und die Verbindungslinie der in 
einem Punkt dieser Kurve koinzidierenden Punkte erzeugen eine Kegel- 
fiäche; sämtliche Verbindungslinien koinzidier ender Punkte bilden die 
zweite Koinzideuzkongruenz. 

3. Die Koinzidenzen dritter Art finden in allen Punkten einer 
Fläche (Koiuzidenzfläche) statt, und in jedem Punkt dieser Fläche 
hat die Verbindungslinie koinzidierender Punkte eine bestimmte Lage 
(sonst würde man die Fläche als mehrfache betrachten); zusammen 
bilden diese Verbindungslinien flie dritte Koinzidenzkongruenz. 

Die durch die Formel (3) bestimmte Anzahl sg^ ist die Summe der 
Ordnungen der drei Koinzidenzkon grueuzen oder der Anzahl der Koiu- 
zidenzpunkte und der Ordnungen der zweiten und dritten Koinzidenz- 
kongi'uenz. 

Die durch die Formel (4) bestimmte Anzahl Bg^ ist die Summe der 
Klassen der zweiten und der dritten Koinzidenzkongruenz. Erstere 
ist abrigens das Produtt der Ordnung der Kongruenzkurve und der Ord- 
nung der zu ihr gehörigen Kongruenzkegel; wenn es mehrere Kon- 
graenzkurven gibt, so ist sie die Summe solcher Produkte. Die durch 
die Formel (8) bestimmte Zahl sp^ ist die Ordnung der Eoinzidenz- 
fiäche. Wenn ep^ = ist, werden die Koinzidenzen dritter Art ganz 
fehlen. Wenn auch sg^-^O ist, werden die Koinzidenzen zweiter Art eben- 
falls fehlen. Danu wird sg^^ die Anzahl der Koinzidenzpunkte sein. 

Als ein erstes Beispiel für die Anwendung der Formeln (3), (4), 
(8) können wir hier sogleich die Bestimmung der Anzahl der Schnitt- 
punkte einer Raumkurve n"^' Ordnung und einer Fläche m"*" Ordnung 
anführen. Gehört p der Kurve, g der Fläche an, so hat man 
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und also 

£ff,= sp^^O, Bg^^ mn. 

[199] Auwendnugf anf projektive Kaumgebilde. Wenn p 
nnd q entsprechende Punkte zweier in denaselben linearen Räume 
liegender und auf einander projektiv bezogener Räume sind, eo ist 

-P' = S' = y3=i>9'=l- 
Daß auch im allgemeinen pg^ = qg^ = 1 ist, folgt daraus, daß, wenn p 
und g in gegebenen Ebenen liegen, p in der Scbnittlinje dieser Ebenen, 
q also in der dieser Geraden entsprechenden Geraden und folglich im 
Schnittpunkte der letzteren Geraden mit der g enthaltenden Ebene liegen 
muß. Um g^ zu bestimmen, bemerken wir, daß die gesuchten Strahlen 
des gegebenen Büschels entsprechende Punkte zweier projektiv auf- 
einander bezogener Geraden, nämlich derjenigen, in welchen die Ebene 
des Büschels die zwei ihr entsprechenden Ebenen sehneiden, verbinden 
müssen. Also ist g^=^ 2. Durch Einsetzen dieser Werte findet man zu- 
nächst £p'^= {ff^= 0, d. h. es gibt nur Koinzidenzpunkte, sodann die 
Anzahl £g^ = 4 dieser Punkte. 

Man könnte die Gleichungen pg^ — qg^ = 1 ? ^, = 2 als Bedingungen 
f d U m m L w 1 h n ht all P nkt Geraden 

d Eb n I Ib t t I h ut teil 

A n 1 n Sp aliall nnkn tjnnn welchem 

all P kt G a 1 n / h elb t ent p h n D n wird von 

i n nt p h nd g m n am n Strahl n d w b n u B timmung 
on / b nut t n d n d jenig ^m d du h d S hnittpunkt 
leEbnd Blshlmtd n lanC dn^cht Dieser ist 
ht ne G ade ^al 1^=1 D w fuh ^=0 und also 
pg,^qg^=l sein muß, wird £(/j= 1. Die blasse dei Komzidenz- 
kongmenz zweiter Art ist also 1. Die von einem Punkte von l aus- 
gehenden Geraden der Kongruenz (der zweiten Koinzidenzkongruenz) 
liegen also in einer Ebene, und da durch jeden Punkt von l nur eine 
solche Ebene geht, bilden diese Ebenen einen Ebenen büschel, dessen 
Achse wir l' nennen werden. Die Geraden der Kongruenz sind also die- 
jenigen, die l und V schneiden. Somit ist auch die Ordnung der Kon- 
gruenz 1. Nun gibt die Formel (3), daß sg^ 3 ist, und in diesem 
Wert ist die eben genannte Ordnung der zweiten Koinzidenzkongruenz 
inbegriffen. Übrig bleiben zwei isolierte, entsprechend gemeinsame 
Punkte, welche sieh ja auch in bekannter Weise auf V bestimmen lassen. 
Entsprechen auch alle Punkte der Geraden l' sieh selbst, so wird 
g^ = 0, ig^ = 2, sg^ = 2, Die Kongruenz wird zwar auch dann aus den 
l und l' sehneidenden Geraden bestehen; aber jede solche Gerade ist 
zweimal zu zahlen, well in ihren Schnittpunkten mit den beiden Geraden 
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l ufld l' Koinzidenzen stattfinden. Daher bleiben keine isolierten Koin- 
zidenzpunkte übrig. 

Sind alle Punkte einer Ebene entsprechend gemeinsam, (d. h. für 
die perspektiyi sehe Lage), so muß ep^~ 1, also jp^^^ 99^— und daher 
auch, weil e^^ nicht negativ sein kann, 5, = 0, eg^^O, £g^=2 sein. 
Letztere Zahl umfaßt einen einzigen isolierten, entsprechend gemein- 
samen Punkt und die Ordnung 1 der in diesem Fall existierenden dritten 
Koinzidenzkongruenz, die hier mit der ersten zusammenfällt. 

In ähnlicher Weise kann man die Anzahl der entsprechend gemein- 
samen Punkte zweier (in demselben linearen Raum Hegender) mehrdeutig 
aufeinander bezogener Räume bestimmen. Wenn es hier nur isolierte Koin- 
zidenzpunkte gibt und also sg^ = sp^ = ist, so wird die Anzahl dieser 
Punkte durch die Formel [198] (12) bestimmt. Die Fälle, in welchen 
es Koinzidenzen zweiter und dritter Art gibt, fordern aber besondere 
Untersuchungen, die sich nicht ausschließlich durch unsere Formeln (3), 
(4), (8) durchführen lassen, weil die Zahlen eg^ und ip" selbst ans fer- 
schiedenen Zahlen zusammengesetzt sind. Dies sahen wir eben bei dem 
einfachen Falle der projektiven Beziehung, wo wir auch andere Betrach- 
tungen bei ziehen mußten. 

[200] G-egeuseitige Berührungen von Flächen zweier ein- 
stuflger(oo^-facher)Sy8tenie. In der folgenden Anwendung werden 
wir den Formeln (3), (4), (8) die dualistisch entsprechende Bedeutung 
geben, p und q sind dann zwei homologe Ebenen, und gleichzeitig bezeich- 
nen p und 9 die Bedingung, daß sie durch gegebene Punkte gehen; g ist 
die Schnittlinie der genannten Ebenen und g bezeichnet jetzt die Be- 
dingung, daß sie in einer gegebenen Ebene liegt, g^ die Bedingung, daß 
sie durch einen gegebenen Punkt geht; dagegen bleibt die Bedeutung 
von g, ungeändert. Die beabsichtigte Anwendung ergibt die Bestim- 
mung des Ortes der Berübrnngs punkte zweier Flächen, die beziehungs- 
weise den cx)'-facben Systemen^,, ,/ " und S„ ' " angeboren, welche 
auf die in [17] dargelegte Weise beziehungsweise durch fi,^',fi" und 
/i^, fi[, ft'j' charakterisiert werden, p und q sollen Tangentialebenen an 
Flächen der beiden Systeme in einem willkürlichen Punkte des Raumes 
bezeichnen. Man hat dann 

Um (7, zu bestimmen, bemerken wir, daß die Flächen die Ebene des 
(durch s bezeichneten) Büschels in Systemen S^ ■ und S -^ schneiden. 
Die Orter der Berührungspunkte der Kurven dieser Systeme mit den 
Strahlen des Büschels werden beziehungsweise von den Ordnungen 
fi -\- fi und /tj ■\- fi| sein und beziehungsweise einen ((-fachen und einen 
;ij-faebenPunkt im Zentrum desBüsehels haben [18]. Die übrigen Schnitt- 
punkte werden die Strahlen des Büschels bestimmen, die Schnittlinien 
entsprechender Ebenen p und q sind. Also ist 
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Der gesuchte Ort wird eine Kurve toh der Ordnung ig^ sein; denn die 
Schnittlinien der znaammeufallenden Ebenen werden alle Strahlen des 
durch den Berührungspunkt und die Berührungeebene bestimmten 
Büschels sein; also enthält jede durch einen Beruhrun gspunkt gehende 
Ebene eine solche Gerade. Aua [195] (3) folgt daher, daß der Ort eine 
Kurve tob der Ordnung 

ist. 

Aus dem Dualitätsprinzip (oder aus unmittelbarer Anwendung der 
Formel (3) auf die Paare, die von den Berührungspunkten willkür- 
licher Ebenen mit Flächen der beiden Systeme gebildet werden) folgt 
sodann, daß die Klasse der abwickelbaren Fläche, die von den Berührungs- 
ebenen der Flächen der Systeme erzeugt wird, 

^'Vi + f'K' + l^"K + l^'lh + l^'K 
ist. 

Letzteres Resultat könnte man aber auch im Anschluß an unsere 
erstere Bestimmung (durch die von Tangentialebenen mit demselben 
Berührungspunkte gebildeten Paare) aus der Formel [195] (4) herleiten. 
eg^ wird dann nämlich eben die gesuchte Klasse sein. Dabei brauchen 
wir die Anzahl pg^ der Ebenenpaare, deren Ebene p durch einen festen 
Punkt geht, wählend die Gerade g einen anderen festen Punkt trifft. Um 
diese zu bestimmen bemerken wir erstens, daß dann die Ebene p durch 
die beiden festen Punkte, also durch eine feste Achse gehen muß, und 
daß der Ort der Beidhiungspunkte solcher Ebenen mit dem System 
S^^^' '■ eine Kurve von der Ordnung ji'+ ft" ist. Weiter soll die durch 
einen festen Punkt gehende Gerade g auch eine Fläche des Systems 
Sy ,üi,„;' berühren. Der Ort dieser Berührungspunkte ist eine Fläche von 
der Ordnung jtj -f- /(^. Die Schnittpunkte dieser Fläche und jener Kurve 
bestimmen die gesuchten pg^ Ebenenpaare. Also ist 

und ebenso 
und da 

ist, wird die Formel (4) eben 

*?f ^ f^".«i + >"^'i' + l^"K + l^'K + ."VI 

ergeben. Da übrigens ip^^ ist, wird p^q =P9e, was man auch aus 
der direkten Bestimmung von p\ sieht; hieraus kann man dann sp* 
bestimmen. In den beiden Fällen wird aber vorausgesetzt, daß die Flächen 
der Systeme nicht eben alle dieselbe feste Fläche längs Kurven berühren. 
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[201] Beispiele von Eoinzidenzeii von Puuktepaareu, die 
Systemen höherer Stufe augehören; Anwendung zum Beweis 
von Inzideuzformeln. Die Formel (5) in [195]: 

(5) *?. - f9e + ^V, + ö 

betrifft Systeme von oo* Punktepaaren, Ein solcheB wird z. B, von den 
Punkten p einer Fläche »Mj"*"^ Ordanng und den Punkten q einer Fiäche 
JKj**' Ordnung gebildet. Für dieses bat man offenbar 

j)V, = i^9c = 0, G = tttj^m^ , 
also 

Die Schnittkurve wird somit jede Ebene in m^m^ Punkten schneiden, 
und die Grenzlage der Verbindungslinie g der in einem Punkte der 
Schnittkurve zusammenfallenden Punkte p und q ist eine ganz beliebige. 

Das System von Formeln [195] umfaßt auch die Inzidenz der Punkte 
p mit ihnen entsprechenden Ebenen oder Geraden, Flächen oder Kurven. 
Man braucht nämlich nur den anderen Pimktg des Paares in beliebiger Lage 
auf das entsprechende Gebilde zu legen. Ebenso umfaßt es die Inzidenz 
von zwei entsprechenden Geraden oder Kurven im Räume; hier hat man 
nur für j7 und q zwei Punkte solcher entsprechender Gebilde zu nehmen. 
Wir können die Anwendung dieser Überlegung durch das folgende ein- 
fache Beispiel beleuchten: Jedem Punkte p lassen wir alle Punkte g 
einer Ebene entsprechen und umgekehrt jedem Punkte q alle Punkte^ 
einer Ebene. Die Punkte p (beziehungsweise q) und die entsprechenden 
Ebenen bilden dann zwei korrelative (dualistisch entsprechende) Eäume. 
Auf das fünfstufige System solcher Punktepaare können wir die Formel 
[195] (6) 

(6) fG^jpG + sG 

anwenden. Man hat hier pG ^ qG ^ 1, also «G = 2, oder der Ort der 
Koinzidenzpunkte — oder der Inzldenzp unkte der Punkte p (beziehungs- 
weise g) und der ihnen entsprechenden Ebenen - — ist eine Fläche zweiter 
Ordnung. Dieselbe Fläche wird aber auch der Ort der Inzidenzpunkte 
entsprechender Geraden sein. Den Punkten p einer beliebigen Geraden 
entsprechen nämlich die Punkte q einer entsprechenden Geraden, die 
eben die erste schneiden muß, wenn p und q koinaidieren. Die benutzte 
Formel (6) ist ja übrigens, wie wir schon bemerkt haben, die einfache 
Korrespondenzformel, und es ist offenbar, daß sie auch anwendbar ist, 
wenn den Punkten p (oder q) Punkte von Flächen höherer Ordnung 
entsprechen. 

Bekanntlich können die korrelativen Räume involutorisch liegen, 
nämlich so, daß ein Punkt dieselbe entsprechende Ebene hat, sei es, daß 
man ihn als einen Punkt p, oder daß man ihn als einen Punkt q be- 
trachtet. Die Figuren bilden dann ein Polarsystem in Beziehung auf die 
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gefundene Fläche zweiter Ordnung, In einem noch spezielleren Falle 
bilden sie ein NuUsystem, in welchem jeder Punkt auf der entspre- 
chenden Ebene liegt. Insofern wird also jeder Punkt des Raumes ein 
Inzidenzpunkt sein, und statt zwei Inzidenzp unkten wird eine Gerade 
G unendlich viele Inzidenzpunkte enthalten; wie immer in solchen 
Fällen, gilt hier die auBgefÜhrte Bestimmung nicht. Jedoch lassen 
sich die Koinzidenzformeln [195] auch auf diesen Fall anwenden, 
wenn man die Lage der Geraden g beachtet, die zwei entsprechende 
Punkte p uttd q verbindet. Diese Gerade soll in der p entsprechenden 
und durch p gehenden Ebene liegen. Mit einem Punkt p fallen also 
zwar Punkte q zusammen, aber immer so, daß die Gerade pq in einer 
bestimmten durch p gehenden Ebene liegt. Hält man dies fest, so wird 
in diesem Falle 

pO.=^qG = 
und also 

di h,: nicht eine willkürliche Gerade verbindet entsprechende und zu- 
sammenfaUeude Punkte. Weiter erhalt man aus der Formel (8) in [195] 
durch Multiplikation mit g^ 

(13) ep*g,^ p^qg,- pgl^ p'^qg,— pG, 

also, da p''qg, = 1 ist, sp^g^ = 1, d. h. in jedem Punkte findet eine Koin- 
zidenz statt, für welche g eine beliebige Gerade des Büschels ist, der 
durch den Punkt und eine gewisse durch ihn gehende Ebene bestimmt 
wird. 

Wir werden noch ein ganz einfaches Beispiel einer durch die Koin- 
zidenzformeln bestimmten Inzidenz eines Punktes p mit einer Geraden 
betrachten, von welcher q dann ein beliebter Punkt sein muß. Die 
Punkte p seien alle Punkte des Raumes; ihnen lassen wir die Geraden 
entsprechen, in welchen sich ihre Polarebenen in Beziehung auf zwei 
Flächen zweiter Ordnung schneiden. Die Punktepaare p und q sind dann 
diejenigen, die in Beziehung auf die beiden Flächen konjugiert sind. Sie 
bilden ein co*-faches System. Für ein solches besitzen wir schon die 
Formeln [195] (5) und (9), nämlich 

(p) ^ff, — P^s, + gV. + G 

und 

(9) ey = p^q — p^g^ = pg^ — q^g^ = p^q^—pqo,- 

Man hat hier unmittelbar 

und findet durch den einfachen Korrespondenzsatz, daß G = 2 ist. Also 
ist eg, = 4 und, was vorauszusehen war, sp^ = 0. Der Ort der Koinzi- 
denzpunkte ist also eine Kurve vierter Ordnung, und in jedem Punkt 
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dieser Kurve findet eine voRe Koinzidenz [198] statt. Die Kurve ist 
selbstverständlich die Schnittkurve der Flächen. 

[202] Koluzideuzforiueltt fnr Strahlenpaare im Baume. 

Wie schon bemerkt, brauchen wir für die Koinzidenz eines Ebenen- 
paares keine besonderen Formein aufzustellen. Es genügt, wie wir schon 
an einem Beispiel [200] gesehen haben, den Symbolen, die in die für 
Punktepaare aufgestellten Formeln eingehen, die dualistisch entspre- 
chende Bedeutung beizulegen. Ebenso kann man die in erster Linie für 
Pnnktepaare in der Ebene geltenden Formeln auf Geradenpaare in der 
Ebene anwenden. 

Die Bestimmung der Koinzidenzen der Geradeupaare oder, wie wir 
meistens sagen werden, der Strahlenpaare im Raum, läßt sich im all- 
gemeinen auf diejenige, die Punktpaare betrifft, und auf die dualistisch 
entsprechende zurückführen. Dadurch kann man auch für Strahlenpaare 
ein ganzes System von Formeln aufstellen, in denen die Koinzidenz- 
zahlen durch die Symbole der das Strahlenpaar bestimmenden elemen- 
taren, einfachen oder mehrfachen Bedingungen ausgedrückt werden. 
Wegen der Anzahl und der Verschiedenartigkeit dieser Bedingungen 
muß ein solches Formelajstem, um vollständig zu werden, auch recht 
weitläufig sein. Seine Anwendung wird auch oft dadurch etwas umständ- 
lieh, daß es vier Arten von Koinzidenzen zweier Strahlen l und m gibt, 
nämlich: 

1. volle Koinzidenzen, bei denen die zusammenfallenden Strahlen 
l und m keinen anderen Grenzheziekungen als eben der Bedingung, zu- 
sammenzufallen, unterworfen sind; 

2. die Koinzidenzen, bei welchen die zusammenfallenden Strahlen 
konsekutive Strahlen eines Komplexes sind; 

3. die Koinzidenzen, bei welchen sie konsekutive Strahlen einer 
Kongruenz sind; 

4. die Koinzidenzen, bei welchen sie konsekutive Erzeugende einer 
Regelfläche sind. 

So kann es z. B. in einem System von co* Strahlenpaaren isolierte 
Gerade geben, in welchen voUe Koinzidenzen stattfinden, eine Regel- 
fläche, in deren Erzeugenden Koinzidenzen zweiter Art stattfinden, eine 
Kongruenz, in deren Strahlen Koinzidenzen dritter Art stattfinden, und 
ein Komplex, in dessen Strahlen Koinzidenzen vierter Art stattfinden. 
Übrigens würde seihst ein vollständiges System von Koinzidenzformeln 
keine getrennten Bestimmungen aller dieser Arten von Koinzidenzen 
enthalten. 

Wir werden ims hier darauf beschränken, einige Formein herzu- 
leiten, die Systeme von oo* Strahlenpaaren betreffen und aus den in 
[196] aufgesteUten Formeln (10) und (11) 

(10) i9p = p' + ü' + G, 

(11) ep =^pq — G 
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hervorgehen, deren Inhalt wir als dea Korrespondenzsatz für die Ebene 
bezeichneten, p und q sollen dann die Spuren in tler festen Ebene a 
bezeichnen, die zu solchen Strahlen l und m eines Paares des Systems 
gehören, die von einem Punkt einer anderen festen Ebene ß ausgehen 
(vgl. [149] und [150]). Eine Koinzidenz i der Punkte p und q wird dann 
stattfinden, wenn entweder die Strahlen des Paares von einem Punkte 
der Schnittlinie der beiden Ebenen a und ß ausgehen, oder zwei von 
einem Punkt der Ebene ß ausgehende Strahlen eines Paares zusammen- 
fallen. Bezeichnen wir die Anzahlen dieser zwei Arten von Koinzidenzen 
beziehunge weise mit ^ und gj, so miissen wir in die zitierten Formeln 
s — t -\- V einsetzen. Übrigens behalten wir die Benennungen von [196] 
bei und bezeichnen also mit g die Verbindungslinie der Spuren p und q 
der zu einem Paare verbundenen und sich auf ß schneidenden Strahlen 
l und m. 

Da alle Koinzidenzen i auf der Geraden aß stattfinden, so wird 
diese (insofern ip nicht ist) eine Koinzidenzknrve sein, deren Multi- 
plizität ^p die Anzahl der Strahlenpaare ist, die sich in einem 
beliebigen Punkte des Raumes schneiden, ^3^, bezeichnet die An- 
zahl der durch einen beliebigen Punkt gehenden Ebenen, die zwei sich 
auf der Geraden (aß) sehneidende, homologe Strahlen l und m verbinden. 
Legen wir den genannten Punkt auf die Gerade (aß) selbst, so sehen 
wir, daß 

tg,-i, + ts 

ist, wobei wir mit iG die Anzahl der Strahlenpaare bezeichnen, die 
einem, eine beliebige Gerade (hier (aß)) enthaltenden Büschel 
angehören. 

Zur Bestimmung der koinzidi er enden Strahlen erhält man also aus 
(10) nnd (11) die Formeln 

(14) v9„-P^ + s'+<^-tp- ^G, 

(15) 7ip=pq-G-tp. 

In den Zahlen rjg und rjp sind folgende, den verschiedenen Arten 
von Koinzidenzen der otrahlenpaare zugehörigen Anzahlen mitzuzählen: 

1. die Anzahl der Koinzidenzen erster Art in tj^j,, aber nicht inij^; 

2. in rjp die Ordnung der windschiefen Fläche, die von den Koin- 
zidenzstrahlen zweiter Art erzeugt wird, und in ijo die Klasse der 
abwickelbaren Fläche, die von den Ebenen erzeugt wir^ die längs dieser 
Koinzidenzstrahlen die ihnen entsprechenden Komplexkegel, mit Schei- 
teln in den Schnittpunkten mit einer beliebigen Ebene (ß), berühren; 

3. und 4. in tjp die Ordnung des Ortes solcher Koinzidenzstrahlen 
dritter und vierter Art, für weiche die koinzidier enden Strahlen sich 
auf einer Ebene (/3) schneiden, und in ijg^ die Klasse der abwickelbaren 
Fläche, die von den Ebenen, die die sich auf einer Ebene (ß) schneidenden 
koinzidierenden Strahlen verbinden, erzeugt wird (oder was dasselbe ist. 
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die Ordnung des Ortes der Schnittpunkte solcher koinzidier enden Strahlen, 
die durch Ebenen verbundeE werden, welche durch einen gegebenen 
Punkt gehen). 

Dieae Angaben decken sich zwar für die Koinzidenzen dritter und 
vierter Art; aber die Beatimmungen selbst werden yerechiedea sein. Sie 
schließen sich allerdings in beiden Fällen an die Bestimmung einer ge- 
wissen Kurve in der beliebigen Ebene ß an. Die Koinzidenzen dritter 
Art finden in den Strahlen der Koinzidenzkongruenz statt, und die 
Punkte, in welchen ein Strahl einen mit ihm koiuzidierenden, ent- 
sprechenden Strahl schneidet, sind ihre Brennpunkte in einer den Strahl 
enthaltenden anderen Kongruenz.^) Der Ort dieser Brennpunkte ist eine 
Fläche, die ß in der gesuchten Kmrve schneidet. In diesem Falle wird 
der Beitrag zu rjp die Summe der Ordnung dieser Kurve und der dop- 
pelten Klasse der Koinzidenzkongruenz sein (vgl. [150]). Zu einem Koin- 
zidenzstrahl vierter Art gehört eine durch ihn gehende Eegelfläche, 
und die Strahlen einer im Koinzidenzkomplexe enthaltenen Kongruenz 
sind abwickelbare Elemente der zu ihnen gehörigen Flächen. Der Ort 
ihrer Schnittpunkte mit konsekutiven Erzeugenden der Flächen ist eine 
Fläche, die ß in der gesuchten Kurve schneidet. In diesem Falle wird 
der Beitrag zu r^p die Summe der Ordnung dieser Kurve und der Klasse 
der eben genannten Kongruenz sein. 

Wir werden jedoch die Anwendung der Formeln (14) und (15) auf 
solche Fälle beschränken, in welchen nur Koinzidenzen erster und zweiter 
Art vorkommen. Zunächst werden wir mit ihnen einen Beweis des in 
[144] und [149] bewiesenen Halphenschen Satzes über Kongruenzen 
fahren, der jedoch nur der außeien Form nach von dem abweicht, den 
wir schon [149J auf den Korre^pondenzsatz für die Ebene stützten. 

Der Satz betrifft die gemeinschaftlichen Strahlen zweier Kon- 
gruenzen (T) und (m), die nicht schon eine gemeinschaftliche Regelfläche 
haben. Wir nennen ihre Oidnnngen L und m^ und ihre Klassen l^ und 
Wj, und suchen die Koinzidenzen eines Strahles der einen Kongruenz 
mit einem Strahl der andeien Dann wird 

p^ = q^ ^ l^m^^, pq = [l^ + Q (m^ -\- m^). 

Wegen der eben genannten Voraussetzung ist r^p = 0. Weiter ist 
iP °^ K^p' ^^^ durch Anwendung des Korrespondenzprinzips auf einen 
Ebenenbüschel, dessen entsprechende Ebenen zwei sich auf der Achse 
des Buscheis schneidende Strahlen der gegebenen Kongruenzen enthalten, 
findet man, daß 

1) In [150], wo wir auf dieselbe Weiie die üoppelatrahlen einer gegeljPEPii 
Kongruenz suchten, wurde dieae Kongiuenz selbst als eine KoinzidenzkongruenB 
behandelt, und die zu jedem Strahl ^ehurigen Knn-^u'-nzen. waren da aui_h mit 
tler gegebenen identisch. 
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ist. Setzt man diese Werte ein, so ergeben die Gleiciiiingen (14), (15) 
nach Elimination von G, 

wodurch eben Halphens Satz ausgedrückt wiril. — 

Sucht man die Anzahl der Erzeugenden J einer Regelfläche von der 
Ordnung l^, die einem Komplexe (»?) vom Grade m^ angehören, so muß 
man in (14) nud (15) die folgenden Werte einsetzen: 

y' = 0, 3^ = wij ■ l^, pg_ = lg- »Sj, ^JJ = 0, t,G = lg- jMj, G = 1^- m^ 
und findet dann für die gesuchte Anzahl den Wert i^g^^ = l^ ■ m^, und 
außerdem ?jj) = Ü. 

[203] Entsprechend gemeinsame G-erade korrelativer 
Räume. Um die Geraden, die in zwei in demselben dreidimensionalen 
Raum liegenden, korrelativen Eäumen sich selbst entsprechen, zu finden, 
erinnern wir daran, daß der Ort der Punkte, die auf den entsprechenden 
Ebenen liegen, eine Fläche zweiter Ordnung (p^ ist, und daß die Ebenen 
eine andere solche Fläche ij!^ berühren [201J. Wir beschränken diese An- 
wendung auf die Fälle, wo die Flächen y^ und ^3 nicht zusammen- 
gesetzt sind. 

Suchen wir durch Anwendung der in [202] entwickelten Formeln 
(14) und (15) die Koinzidenzen der von zwei entsprechenden Geraden 
gebildeten Strahlenpaare, so findet man fürs erste 

P^ =2, 2* = 2; 
denn ein durch einen gegebenen Punkt der Ebene a gehender Strahl, 
der den entsprechenden Strahl in einem Punkt der Ebene ß trifft, muß 
ß in einem Schnittpunkt der Spur der Fläche tp^ und der dem ge- 
gebenen Punkt entsprechenden Ebene treffen. 

Die Zahl pq läßt sich zwar leicht direkt bestimmen; um aber ein 
Beispiel für ein Verfahren anzugeben, das auch in schwierigeren Fällen 
brauchbar ist, werden wir diese Bestimmung durch eine neue Anwen- 
dung der die Ebene betrefi'enden Korrespondenzformeln [196] (10) und 
und (11) ausfuhren. Dabei versehen wir, um Verwechslungen zu vermeiden, 
die Bezeichnungen in diesen Formeln mit einem Strich, p' und g' seien 
also die Schnittpunkte der Ebene ß mit zwei entsprechenden Strahlen 
l und m, die beziehungsweise die Geraden p und 5 in k schneiden. Dann 
ist p'^ = q'^ = 1. Durchläuft der Punkt p' eine Gerade G', so wird der 
entsprechende Punkt q einen Kegelschnitt durchlaufen. Der Ort dieses 
Punktes geht nämlich durah die Spur der Geraden q in ß und schneidet 
jede durch diese Spur gehende Gerade in ß nochmals in einem Punkte, 
was alles aus der Bestimmung entsprechender Strahlen hervorgeht. Man 
findet dadurch G' = 2 und ebenso p'q' = 2. Also wird s'p' »= und 
t'g'p, = 4. Diesen Wert wird pq also in unserer Hauptaufgabe haben; 
demnach ist 

pq-4. 
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Da ein Punkt des Raumes im allgemeinen n. 



icbt Schnittpunkt zweier 



entsprectender Strahlen iat, ist ^p -= 0. Dagegen ist ein beliebiger 
Punkt P der Flüche ip^ Scheitel zweier projektiver Büschel homologer 
Strahlen l und m. Ist der Punkt einer der zwei Schnittpunkte 
der Geraden (aß) mit ip^, so gehen also durch (uß) zwei Ebenen, die 
entsprechende, durch P gehende Strahlen l und m enthalten. Je nach- 
dem diese Strahlen, die in derselben Ebene durch {aß) liegen, koinzi- 
dieren oder nicht, wird dadurch ein Beitrag zu jjp oder £G geleistet. 
Also ist 

Setzt man diese Werte in [202] (15) und (14) ein, so findet man 

G + rip = i 
Tand 

Wir werden diese Resultate auf die yerschiedenen Fälle anwenden: 

1. In dem allgemeinen Falle, in welchem keine Koinzidenzen zwei- 
ter Art vorkommen, ist rjp = 0, also G = 4, und die Zahl jj^j, = 4 ent- 
spricht 4 Tollen Koinzidenzen, d. h. es gibt vier Koinzidenzstrahlen 
erster Art. Diese liegen sowohl auf der Fläche <p^ als auch auf der 
Fläche j/Jg. Diese Flächen gehen also durch ein windschiefes Viereck, 
dessen Seiten die Koinzidenzstrahlen sind. 

2. Gibt es unendlich viele Koinzidenzstrahlen, so müssen auch diese 
auf den beiden Flächen liegen. Umgekehrt wird dieser Fall eintreten, 
wenn ip^ und ^^ zusammenfallen. Einem Punkt P der Flache werden 
dann nämlich zwei durch P gehende Tangentialebenen rc und x' der- 
selben Fläche entsprechen, und jede dieser, z. B. jt, enthält eine durch 
P gehende Erzeugende. Wendet man diese Betrachtung auf den konseku- 
tiven Punkt derselben Erzeugenden an, ho sieht man, daß diese sich selbst 
entspricht. Also werden alleErzeugendeder einen Schar Koinzidenzstrahlen 
sein,dienach[202]zweiter Art sein müssen, und esniaßjjp=2, G = 2sein. 
Die -Erzeugenden der anderen Schar werden einander eindeutig ent- 
sprechen; also enthält diese Schar zwei Koinzidenz strahlen erster Art. 
Subtrahiert man diese Zahl von rig^, — 4, so findet man, daß die Uni- 
hüllnngs fläche der Ebenen der sich in Punkten einer Ebene ß schneiden- 
den und koinzidierenden Strahlenpaare ein Kegel zweiter Klasse (und 
Ordnung) ist. Da seine Tangentialebenen alle die Fläche ip^ berühren, 
wird dieser Kegel der Fläche ip^ umbeschrieben sein. 

3. <p^ und ^j fallen auch zusammen, wenn die korrelativen Räume 
ein Polarsystem bilden. Dann sind aber die Erzeugenden beider 
Scharen der Fläche ^'^(t/'^) Koinzidenzstrahlen. Ihre Ordnung zählt 
also doppelt in ijp; diese Zahl wird daher 4 und G = 0. Da der Wert 
t}gp^ 4 den beiden getrennten Scharen von Erzeugenden entsprechen 
soU, so wird der jeder Schar entsprechende Teil von ij^j,, wie im 
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vorigeii Fall, 2 sein und einen Kegel zweiter Klasse als Urahülliings- 
fläche der ebenso bestimmten Ebenen ergeben. Dies wird der ip^ längs 
des Schnittes mit ß berührende Kegel, zweimal gezählt, sein. 

Wir übergehen hier die entsprechenden Unters uelinn gen der Fälle, 
in welchen die Flächen ip^ und ^j zns am mengesetzt sind. Um aber 
auch ein Beispiel von Koinzidenzen vierter Art zu haben, könnte man 
versuchen, die Formeln (14) und (15) noch auf den Fall anzuwenden, 
in welchem das Polarsystem ein Nullsystem ist. Dies würde aber zu 
nichts fähren, weil sich in einem solchen System konjugierte Linien, die 
nicht zusammeof allen, überhaupt nicht schneiden können, und daher die 
in die Formeln eingehenden Zahlen alle sind. 

[204] Symbole der G-mnddlemeute eines vierdimeuBloualen 
Raumes. Der Vorteil der symbolischen Rechnung und der darauf ge- 
gründeten Formeln besteht namentlich in der größeren Übersichtlichkeit. 
Diese rührt davon her, daß diese Formeln, wie wir in unseren Beispielen 
gezeigt haben, viele der einfachsten und daher auch wichtigsten Ergeb- 
nisse der abzählenden Geometrie gleichzeitig umfassen. Dagegen haben 
wir es in den vorhergehenden Abschnitten für gut befunden, solche 
schwierigeren Untersuchungen, die Aufzählung verschiedenartiger Lö- 
sungen und Bestimmungen von Koeffizienten betreffen, mit welchen jene 
auftreten, unmittelbar an die Anwendung der Methoden zu knüpfen, 
die übrigens auch die Grundlage der symbolischen Rechnungen bilden. 
Die durch die neuen Formeln gewonnene Übersichtlichkeit kommt aber 
ganz besonders solchen Untersuchungen zugute, die Räume mit meh- 
reren, ja mit einer beliebigen Anzahl von Dimensionen umfassen sollen. 
Was die weitere Anwendung der symbolischen Rechnung in dieser 
Richtung anlangt, die auch wesentliche Änderungen in dem Systeme 
der Bezeichnungen erfordert, so haben wir hier jedoch keinen Raum, 
die hierzu notwendigen geometrischen Voraussetzungen zu entwickeln. 
Nur ihre Möglichkeit werden wir aufzeigen und zwar dadurch, daß wir 
für einen vierdimensionalen Raum die Relationen zwischen den Sym- 
bolen der einem solchen zugehörigen Elemente aufstellen, was "noch 
ohne wesentliche Änderungen in dem System der Bezeichnungen ge- 
schehen kann. 

In einem linearen Räume mit vier Dimensionen ist ein Punkt durch 
vier Koordinaten bestimmt, die wir hier homogen annehmen und durch 
a^j : iTj : iTj : ic^ : x^ bezeichnen. Eine lineare Gleichung in diesen Größen 

bestimmt einen linearen dreidimensionalen Raum, den wir hier kurz als 
Raum bezeichnen werden; zwei solche Gleichungen bestimmen eine 
Ebene, drei eine Gerade, vier einen Punkt. Ein Raum schneidet 
einen Raum in einer Ebene, eine Ebene in einer Geraden, eine Gerade 
in einem Punkte; eine Ebene achneidet eine Ebene in einem Punkt, sie 
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schneidet aber nicht eine beliebige Gerade. Ein Raum ist durch fol- 
gende ibm zugehörige (unabhängig voneinander gewählte) Elemente voU- 
atändig bestimmt: vier Punkte; zwei Punkte und eine Gerade; zwei Ge- 
rade; einen Piinkt und eine Ebene; eine Ebene und eine sie schneidende 
Gerade; zwei Ebenen, die einander in einer Geraden schneiden. 

Eine Ebene ist durch drei ihrer Punkte beetimmt; wegen der zwei 
Gleichungen der Ebene wird aber die Bedingung, durch einen Punkt 
zu gehen, durch zwei Gleichungen ausgedrückt; die drei Bedingungen 
sind also doppelt, und es sind daher 6 einfache Bedingungen nötig, 
um eine Ebene zu bestimmen. Eine einfache Bedingung ist es für eine 
Ebene, eine Gerade zu schneiden oder mit ihr in einem Räume zu liegen; 
eiue doppelte ist es, eine Ebene in einer Geraden zu schneiden, also mit 
ihr in einem Raum zu liegen; die Bestimmung eines Raumes, der eine 
Gerade enthalten soU, erfordert nämlich noch 2 Bedingungen, die eines 
Raumes, der eine Ebene enthalten soll, noch 1 Bedingung, und die 
Bestimmung der Ebene im Baum erfordert immer 3 Bedingungen. 

Da man in der Gleichung des Baumes a^ : a^ : . . . a^ als Koordi- 
naten des Raumes auffassen und dsnn mit den Punktkoordinaten ver- 
tauschen kann, gilt das Prinzip der Dualität auch im vierdimensionalen 
Baum, so daß man in derartigen allgemeinen Angaben wie die eben er- 
wähnten gleichzeitig 

Raum, Ebene, Gerade, Punkt beziehungsweise 
mit Punkt, Gerade, Ebene, Raum 

vertauschen dai-f. Da sich weiter die Bestimmungen eines Punktes oder 
eines Raumes, wie im dreidimensionalen Raum, durch einfache Multi- 
plikationen ausdrücken lassen, wird es hier genügen, die Funda- 
mentalzahlen und die zwischen ihnen stattfindenden Gleichungen für 
die Gerade aufzustellen; was dann die entsprechenden Zahlen für die 
Ebene betrifft, können wir auf das Dualitätsprinzip verweisen. 

Wir stellen nun die elementaren Bedingungen, denen man eine Gerade 
unterwerfen kann, durch die folgenden Symbole dar, die gleichzeitig die 
Anzahlen der Geraden bezeichnen sollen, die diese Bedingungen und eine 
hinreichende Zahl anderer Bedingungen erfüllen. Diese lassen sich 
nachher durch symbolische Multiplikation einführen. Die vorangestellten 
Zahlen geben an, für wieviele einfache Bedingungen die genannten 
Bedingungen zählen. Di^ dabei erwähnten Räume, Ebenen usw. bezeich- 
nen gegebene Räume, Ebenen usw. Es bedeutet 

1. g die Bedingung, eine Ebene zu schneiden; 

2. g^, in einem Räume zu liegen; g^, eine Gerade zu schneiden; 

3. ffj,, durch einen Punkt zu gehen; g^^ in einem Raum zu liegen 
und eine in diesem liegende Gerade zu schneiden; 

4. ff^, in einer Ebene zu liegen; ^^^jj einem Strahlenbünde! anzu- 
gehören, d. b. in einem Räume zu liegen und durch einen in diesem 
liegenden Punkt zu gehen; 
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Ö. g^p, einem Strahleiibüschel anzugehören, d. h. in einer Ebene 
zu liegen und durch einen in ihr liegenden Punkt zu gehen; 

6. G, eine gegebene Lage zu haben. 

Um einen Ausdruck für das Produkt g^ zu finden, legen wir die 
zwei gegebenen Ebenen in denselben Raum. Dann muß eine diese 
Ebenen schneidende Gerade entweder in demselben Raum liegen oder 
die Schnittlinie der Ebenen schneiden. Also ist 

(1) ff*=ff. + y.- 

Wenn eine in einem Raum liegende Gerade eine Ebene schneiden 
soll, muß sie die Schnittlinie des Raumes und der Ebene treffen. Also ist 

(2) '/■9,-Sr,- 

Um das Produkt g ■ g^ zn finden, legt man die gegebene Ebene 
und die gegebene Gerade in denselben Raum. Eine diese Ebene und 
diese Gerade schneidende Gerade muß dann entweder in demselben 
Räume liegen oder durch ihren Schnittpunkt gehen. Also ist 

(3) 9-9^-9, , + ffp- 

Eine in einem gegebenen Saume liegende Gerade muß, um eine 
Ebene zu schneiden, die Schnittlinie des Raumes und der Ebene treffen. 
Das Produkt g ■ g^g bestimmt also die in einem Räume liegenden Geraden, 
die zwei in diesem liegende Gerade treffen. Man darf daher hier unsere 
einen gewöhnlichen Raum betreffende Formel [189] (g^ = 9p + g^ an- 
wenden und findet 

(4) 9-9r9--9rp + g.- 

Eine Gerade, die eine gegebene Ebene schneidet und durch einen 
gegebenen Punkt geht, muß dem durch den Punkt und die Ebene be- 
stimmten Raum angehören. Also ist 

(5) ff-9p-9rp- 

Weil eine Ebene einen Raum in einer Geraden schneidet, findet 
man weiter 

(»>) 9-9rp-gep, 

und weil eine Ebene eine andere in einem Punkt schneidet, 

(7) 9-9^-9., 
und 

(8) J--?„-G. 
Sukzessive Einsetzungen ergeben 

(9) S'-2j„ + S, 
(1(1) g^-Sg„+2g, 

(11) 5* - Sj., 

(12) g'-ÖG. 
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Also gibt es im vierdimensionalen Raum 5 Gerade, die sechs ge- 
gebene Ebenen sclineiden. 
Weiter findet man leicht 

??=J'e, 9l=9.+Srf, 9r ■ 9, = 9r p\ 

9r-9p-^, 9r-9r3 = 9s-9p = 99-9rg =9^p; 
9l = 9l,~ G, 9p-9ri, = ^; 

9r-9e = 9,-9rp= G, 9r-9.p=9g-9. = ^^- 
Wir werden für den vierdimensionalen Raum noch einen Ausgangs- 
punkt für die Bildung der Inzidenzformeln angeben. Dabei werden 
wir noch die Symbole p, p^ und pg anwenden, um auszudrücken, daß der 
Punkt p in einem Raum, in einer Ebene oder in einer Geraden liegen 
soll. Sollen nun ein Punkt j) und eine Gerade g inzident sein, so kann 
man die Anzahl pg der so entstehenden Gebilde, deren Punkt p in einem 
gegebenen Räume liegt, und deren Gerade g eine gegebene Ebene 
schneidet, dadurch bestimmen, daß man diese Ebene in jenem Räume 
liegend annimmt. Dann muß auch entweder der gesuchte Punkt in der 
gegebenen Ebene oder die gesuchte Gerade im gegebenen Raum liegen. 
Also wird 

(13) P9-Ps+9r=P^+9r- 

In ähnlicher Weise kann man eine Inzidenzformel für eine Gerade 
und eine Ebene bilden, wobei wir die einer zu bestimmenden Ebene 
zugehörigen Symbole aus denen, die einer Geraden entsprechen, dualis- 
tisch durch Vertausehung der Symbole g und e, p und r usw. bilden. 
Um dann einen Ausdruck für die Anzahl ge der Geraden g zu erhalten, 
die in der eine gegebene Gerade y schneidenden Ebene e liegen und 
eine Ebene b schneiden, betrachten wir den Fall, in welchem y in fi 
liegt. Dann muß entweder g die Gerade y in einem Punkt oder e die 
Ebene e in einer Geraden schneiden. Also ist 

(14) 9e-9.j^ e,- 

Durch Multiplikationen dieser Formeln miteinander und mit den 
Symbolen g,e usw. und durch dualistische Vertausehung kann man so- 
dann ein System von Inzidenzformeln bilden. 

Als Ausgangspunkt für die Koinzidenzformeln kann man jene 
Formel benutzen, die die Koinzidenz eines Punktepaares p, q ausdrückt. 
Durch Räume verbindet man diese Punkte mit einer gegebenen Ebene k. 
Diese schneiden eine beliebige Gerade y in Punktepaaren p'q\ die koin- 
zidieren, wenn entweder^ und g koinzidieren oder die Gerade ßg, die 
wir g nennen woUen, die Ebene x schneidet. Man findet daraus den 
folgenden Ausdruck für die Anzahl sp koinzidi er ender Punktepaare 

(15) ip=^ p-i-q^g. 
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Daraus lassen sieh die übrigen Koinzidenzformeln durch symbo- 
lische Multiplikationen bilden. 

[205] Übnng^en. 1. Die Koinzidenzformeln für cx>^ Punktepaare 
einer Ebene anzuwenden, um die erste Plüekersche Formel zu beweisen. 

2. Die Eoinzidenzformeln für oo^ Punktepaare auf solche Paare 
anzuwenden, die auf einer gegebenen ßanmkurve Ton der Ordnung n 
mit h scheinbaren Doppelpunkten liegen. 

3. Die Koinzidenzformeln für oo* Punktepaare auf solche Paare 
anzuwenden, die auf einer Fläche von der Ordnung m, die eine Doppel- 
kurve von der Ordnung n mit h scheinbaren Doppelpimkten hat, liegen. 

4. Als Übung in der Anwendung dor Fonneln [195] (1), (2) und 
(7) schlagen wir folgende Untersuchungen von 

Eine P^che m"" Ordnung hat eine Doppelkurve von der Ord- 
nung « mit h scheinbaren Doppelpunkten. Suche die Anzahlen der 
Trieekanten dieser Kurven, die die Fiäche berühren, entweder in Punkten 
der Kurve oder in anderen Punkten. 

Suche die Ordnungen der Eegelflächen, deren Erzeugende Bise- 
kauten der Doppelkurve sind und die Fläche auf oder außerhalb der- 
selben berühren, und die Ordnungen ihrer Berührungs- und Schnitt- 
kurven. 

Suche die Anzahlen der Bisekanten der Doppelknrve, die Doppel- 
tangenten oder Haupt tan genten der Flüche sind. 

Natürlich sind bei der Lösung dieser Aufgabe die in [33J und f 139] 
gegebenen Bestimmungen der Trisekanten und Quadrisekanten einer 
Raumkurve zu benutzen. 
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Verzeichnis 

der geometrisi-hen fTebilde, auf die in diesem Buche abzählende Methoden an- 
gewandt werden Die beigefügten Zahlen geben die Artikel an, in denen die 
betreffenden Gebilde behandelt oder berücksichtigt werden. 



L Ebene Kurven, 
Kurven beliebiger Ordnung (Klasse) [6]: 
Schnittpunkte (gemeinschaftliclie Tan- 
genten) [11] [23] [26] [73] [108]; 
Bestimmung durch Punkte, Spezial- 

grnppen [37] [48] [133]-[135] [161] 

[166]; 
KiirT6nelement[10]--[13] [n] [74] [lie] ; 
Berührung mit Geraden oder Kuryen 

[4] [6] [12] [13] [15] [20] [26] [116] [135] 

[136] [1B8] [16a]-[164] [173]-[178]; 
Singulare Punkte und Tangenten, 

Pmkeriche Gleichungen [5] [11] bis 

[13] [37] [38] [61] [63] [69]— [76] [108] 

[112] [128] [205]; 
Grenzformen einer Kurve [26] [29] [72] 

[75] [81] [114] [163] [164]; 
Geschlecht- und Korreapondenzsätze 

[65]— [68] [116]-[122] [124] [120] bis 

[136] [141]; 
Polarkurven [19] [20]; 
Hesses che,Sto'n«r sche,/(M;o tische Kurve 

[20] [35]; 
normalen, Evolute, Katakaustika [29] 

[59] [61] [62] [77] [92] [178]; 
Geometrische örter [18] [22] [23] [56] 

[58] [69] [76] [78] [93] [102] [103] [115] 

[171]; 
Büschel und Netze [19] [23] [34] [35] 

[37] [49] [81]; 
SjBteme, oo'-fache [17] [26] [29] [79] 

[112] [114] [115] [161] [162] [165] [166] 

[171] [178]; 
mit der Charakteristik (t = 2 

[24] [82]; 
— oo'-fache [163] [164]; 
Umhüllnngskurve [15] [24] [49] [61] [70] 

[114]. 
Kegelschnitte [22] [24] [56] [57] [101] [läS] 
[177]; 



Grenzformen [167]— [171] [175]; 

Systeme, ots'-fache [17] [80] [83] [92] 
[167]— [175] [178]; 

— , oo'-fache [176] [178]. 
Kurven dritter Ordnung [21] [51] [54] [81] 

[101] [137]- [132] [161]; 

harmoniBche [129] [131] [132] [141]; 

äqulanharmonisehe [122] [130]— [182] 
[141]. 
Kurven vierter0rdnuDg[24][83][134][135]; 

spezielle [1] [18] [116] [137]. 



II. 1 



ckelba: 



Follständige Schnittkurven [27] [28]. 
Kurvenbeliebiger Ordnung (Eang.Klaase) 

m; 

Kurvenelement [14]; 
Schnittpunkte mit Flächen [16] [154]; 
Bestimmung durch Punkte [40]; 
Monoid durch eine Kurve [138]; 
gewöhnliche und singulare Punkte, 

Tangenten und Schmiegungs ebenen, 

Cayleys^ormeln [7] [6 4 [ [84] -[86] [92] 

[115] [139] [192]; 
mehrfache Sekanten [33] [64] [139]; 
D pp k IT einer abwickelbaren Flä- 

[86] [ 0]; 
N ma n n [92], 
Ku n a F Ichen zweiter Ordnung [22] 
[ 8] 
Eaumkurv dritter Ordnung [7] [25] 

[98] [14.], 
Raumkurven vierter Ordnung [7] [28] 

[40] [140], 

III. Flächen. 
Flächen beliebiger Ordnung [6]; 

Schnittpunkte und Sehnittkurven [16] 
[27] [109] [115] [154] [179]; 
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BeBtimmimg durch Punkte [39] [48]; 

Mehrfache Punkte und Kurven [38] 
[61] [72] [88] [92] [94] [109]; 

Gewöhnliche und singulare Tangen- 
ten [27] [88] [111] [112] [167] [197] [205]; 

GewöhnUohe und singulare Tangential- 
ebenenjBerälirungenmitanderenFlä- 
cheii [27] [29] [88] [97] [179] [180] [200] 
[SOS]; 

Grenzformen gewieser ebener Schnitte 
[72] [88] [92]; 

Normalen [ä9] [43] [61] [167]; 

GeschlecM- und Korrespondenz Sätze 
[93]— [97] [163]— [165]; 

PolarEächen [19] [27] [88] [109] [15S]; 

Grenzfonnen einer Fläche [27] [29] [180] ; 

Büschel, Bündel und Netze [19] [36] 
[89] [49]; 

Systeme, oo^-faehe [27] [29] [179]— [181] 
[185]; 

— , cxi'-fache [180] ; 

ümhüUungafläehen [25] [49] [61]. 
Flächen zweiter Ordnung (Kurven anf 

diesen, siehe Raumkurven) [44] [48] [49] 

[142] [143] [145] [157]; 

(irenzformen [27] [32] [182]; 

Büschel,BündelundNetKe(7][91][148]; 

Systeme [182]--[186]. 
Flächen dritter Ordnung [89] [93] [156]; 
Flächen vierter Ordnung mit Doppei- 

kegelschnitt [90] [92] [97]; 
Kummersche Fläche [91]. 
(Regelfiächen : abwickelbare siehe Raum- 
kurven, windschiefe siehe Strahlen- 
gebilde,) 

IV. Strahlengebilde, 
Komplexe [8] [32]; 
lineare [42] [104]; 
K. von Beye [30] [49]. 



Kongruenzen beliebiger Ordnung (Klasse, 
Rang) [8] [31] [32j [43] [104] [143] [150] 
[157]; 
Gemeinschaftliche Strahlen [32] [144] 

[149] [202] ; 
Brenniläche (Brennkurve) [31] [44] [91] 

[104]; 
Doppelstrahlen [43] [44] [48] [150]; 

lineare [31] [42] ; 

zweiter Ordnung (Klasse) [31] [43] [91] 
[104]; 

HirstsOie [44] [51] [145] [150]; 
Wiadsckiefe Regelflächeu [8] [35] [41] 

[87] [110] [HS] [125]. 
(Siehe auch Flächen zweiter Ordnung.) 
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ale Räum 



Kurven elem.ent [16]; 
Schnittpunkte [159]; 
Einhüllende [25]; 
Vierdimensionaler Raum [25] [2u4j. 



Geometrische Konstmktionen [1] [100]. 
Schließungsaufgaben [86] [45] [4ä] [100] 

[115] [1 7] [137] [14 ] [141] [146] [156] 

[157] (1J3] 
Projekt ve und korrelative Gebilde 

einer D mens on [51] [98] [115] [171], 
Involut on [98] 

zwe er D mens onen [147] [186]; 

dreier Dimensionen [187] [199] [301] 
[203], 
Cremonatraneformationen [147]. 
{2 ,3) -Korrespondenzen auf einer Geraden 

[Ml]. 
Verwendung vonPigureii2eichnungen[47]. 
Transzendente Bedingungen [163] Anm. 

[171] [180]. 
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FaecBls Bepertorium der höheren Mathematik. 



AUS DER VORREDE DES VERFASSERS 
DER ITALIENISCHEN ORIGINALAUSGABE. 

„Gerade bei einem Buch, wie demjenigen, welctes ich 
hiermit dem mathematischen Publikum vorlege, scheint es not- 
wendig zu sein, ¥0r alten Dingen über die Absicht, in welcher 
es geschrieben ist, Aufklärung zu geben, damit ItES Verständnisse 
unter allen Umständen ausgeschlossen sind." 

„Das Buch hat den Zweck, auf einem möglichst kleinen 
Raum die wichtigsten Theorien der neueren Mathematik zu ver- 
einigen, von jeder Theorie nur so viel au bringen, als nötig 
ist, damit der Leser sich in ihr orientieren könne, und auf die 
Büelier zu verweisen, in welchen er Ausführlicheres finden kann." 

„Es soll für den Studierenden, welcher während seiner 
Universitätszeit sich mit verschiedenen Zweigen der Mathe- 
matik beschäftigt hat, ein 'Vademecum', ein Tasehenbneh sein, 
in welchem er, kurz zusammengefaßt, allo jene mathematischen 
Begriffe und Resultate \viederfindet, die er während seiner 
Studien sich nach und nach angeeignet hat oder doch hätte 
aneignen sollen. Man würde sich daher irren, wenn man der 
Ansicht wäre, ich hätte eine Enzyklopädie der Mathematik 
schreiben wollen; für eine solche Arbeit würden weder meine 
Kräfte ausgereicht haben, noch hätte der verhältnismäßig geringe 
Umfang dieses Buches genügt. Ich habe weiter nichts als ein 
bescheidenes Repertorium abfassen wollen, welches, wie ich glauhe, 
den Studierenden der Mathematik Dienste zu leisten imstande ist." 

„Das Buch kann den jungen Mathematikern aach insofern 
von gi-oßem Nutzen sein, als es ihnen die Möglichkeit bietet, 
ihre Kenntnisse mit verhältnismäßig geringer Mühe auch auf 
andere Gebiete der Mathematik auszudehnen, wenn sie, wie es so 
oft vorkommt, das große Unrecht begehen, sich zu ausschließ- 
lich in Einzelheiten einzulassen, d. h, sich mit zu großer Ab- 
schließung einem speziellen Teil der Wissenschaft zu ividmen 
und alle übrigen Teile darüber zu vernachlässigen." 

„Die Anordnung des Stoffes ist bei jeder Theorie fast immer 
dieselbe; zuerst werden die Definitionen und Grundbegriffe der 
Theorie gegeben, alsdann die Theoreme und Formeln ohne Be- 
weis aufgestellt, welche die Verbindung zwischen den durch die 
vorhergehenden Definitionen eingeführten Dingen oder Größen 
bilden, und schließlich ein kurzer Hinweis auf die Literatur 
über die betreffende Theorie gebracht." 
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„Da es nicht möglieh war, alles zu bringen, habe ich 
mich sehr oft auf das Wichtigste beschränken müssen, und die 
Schwierigkeiten, bei der Auswahl des Stoffes den richtigen 
Prinzipien zu folgen, sind nicht geringe und nicht wenige ge- 
wesen; ich glaube auch nicht, daß es mir immer gelungen ist, 
sie auf die beste Art zu überwinden; jedenfalls bitte ich den 
Leser, bei der Beurteilung alier Einzelheiten dieses bescheidenen 
Buches die größte ihm mögliche Nachsicht zu üben." 

„Man glaube nicht, daß ich alle Literaturangaben gemacht 
hätte, die zu machen möglich wai-en; das Aväre übertrieben 
und nutzlos gewesen; es war, wie mir scheint, nur geboten, die 
wicbtigsten Arbeiten, die einen bestimmten Gegenstand betreffen, 
hervorzuheben, d. h. diejenigen , welche den größten Eindruck 
hinterlassen haben und als die Grundlagen der übrigen zu be- 
trachten sind; denn wollte man sich von der Sucht, mögliehst 
viel zu zitieren, beherrschen lassen, so würde dem Leser schließ- 
lich die natürlichste und einfachste Orientierung verloren gehen." 

„Bei der allgemeinen Anordnung der verschiedeneu Teile 
war ich manchmal gezwungen, um eine gewisse Symmetaie ein- 
halten zu können, von der logischen Aufeinanderfolge abzu- 
weichen und Theorien vorauszuschicken, zu deren Beweis (aber 
wohlverstanden nicht zum Verständnis der Resultate) Begriffe nötig 
sind, die erst später gebrachten Theorien angehören. Bei dem 
Charakter des Buches seheint mir dies kein Mißstand zu sein." 

„Der Verfasser hofft, daß die mühsame Arbeit bei der Her- 
stellung des Buches nützlieh und nicht umsonst gewesen sei, 
und daß der nachslehtige Leser berücksichtige u werde, daß 
dieses "Werk, in welchem die sämtlichen so verschiedenartigen 
Teile der reinen Mathematik behandelt werden, nicht das 
Resultat des Zusammenwirkens vieler Verschiedener, 



AUS DEM YORWOET DES HERAUSGEBEES 
DER ZWEITEN AUFLAGE DES ERSTEN BANDES. 

Li der oben wiedergegebeaen Vorrede hatte der Verfasser als 
Zweck des Buches bezeichnet, „auf einem möglichst kleinen Raum die 
■wichtigsten Theorien der neueren Mathematik zu vereinigen, von 
jeder Theorie nur so viel zu bringen, als nötig ist, damit der Leser 
sich in ihr orientieren könne und auf die Bücher zu verweisen, in 
welchen er Ausföhr liehe res finden kann". Diesem Zweck ist das 
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Kap. XXrV. 
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hraiechen Kurven. Von L, Berzolari in Pavia 

^ 1 — ^6, Algehiaiache Korrespondenzen zwiBohen 
zwei Ebenen, Von L, ßerzolari in Paria . 

g§ 1—6. Allgemeine Theorie der eh enen Kurven 
dritter Ordnung. Von G. Giraud in Turin . 
§§ 1 — 5. Allgemeine Theorie der ebenen Kurven 
vierter Ordnung. Von E. Ciani in Genua. , 

g 1—5, Projektive Spezialisierungen TOn Kurven 
vierter und dritter Ordnung. Von E, Ciani 
in Genua und H. Wieleitner in rirmasens . 

\ J— 4. Metrische BigenEohaften algebraiBchet 
Kurven. Von H. Wieleitner in Pirmasens . 

)§ 1 — 6. Besondere Erzeugucgsavten ebener 
Kurven. Von H. Wieleitner in Pirmasens , 

§§ 1 — 7. Metrisch spezialisierte ebene Kurven. 

Von H, Wieleitner in Pirmasens 

§§ 1 — 8, Ebene Differentiaigeometrie, Von 

H, Liebmann in Leipzig 

§1 1 — 9, Die niehteuklidiBche Geometrie. Von 
J. Mollernp in Kopenhagen 
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bestellt der Unterzeichnete ans dem Verlage von B. G.Teuhner 
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